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Zur Theorie des Lichtes für aktive Kôrper. 


Von 
P. Drude,. 


Vorgelegt von W. Voigt in der Sitzung vom 9. Januar 1904. 


Das Erklärungssystem, welches Voigt!) für aktive Kôrper 
aufgestellt hat, unterscheidet sich von dem von mir vorgeschla- 
genen?) durch Glieder, welche, wie Voigt schon früher und 
neuerdings*) dargelegt hat, ermôglichen, daB die Energiegleichung, 
wie dieselbe in der Elektrodynamik formulirt ist, aufrecht erbal- 
ten werden kann, während das bei meinem Erklärungssystem nicht 
der Fall war. Wiewobhl diese Zusatzglieder für die Berechnung 
beobachtbarer Fälle, bei denen es auf dem Einflu8 der Aktivitäts- 
glieder auf die Grenzbedingungen nicht ankommt, keine Aende- 
rung hervorbringen, so ist doch keine Frage, da man aus dem 
theoretischen Grunde an den Voigt’schen Zusatzgliedern festhal- 
ten wird. 

Da ich spëter (vgl. Anm. 2) ein physikalisches Bild für den 
Aufbau meines Erklärungssystemes aktiver Kôrper benutzt habe, 
so entsteht die Frage, ob dieses Bild, welches z. B. auch als gu- 
tes Leitmotiv für die complicirte Theorie des Einflusses einer Be- 
wegung des aktiven Kôürpers auf seine optischen Eigenschaften 


1) W. Voigt, Wied. Ann. 69, p.307, 1899. 

2) Ich habe dasselbe zuerst in den Gôtt. Nachr. Nr. 11, 1892, p. 403 aufge- 
stellt und später in meinem Lehrbuche der Optik, Leipzig 1900, p. 370, ein phy- 
sikalisches Bild dieses Erklärungssystems gegeben. 

8) W. Voigt, Gôtt. Nachr. 1908, p. 165. 

Egl. Ges. d. Wies. Nacbrichten. Math.-pbys. Klasse, 1904. Heft 1. 1 
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dienen kann, auch für das Voigt’sche Erklärungssystem brauch- 
bar ist, oder nicht. Diese Frage ist zu bejahen, das von mir be- 
nutzte Bild liefert sogar nothwendig auch die Voigt’schen Er- 
gänzungsglieder !), und die von mir in meinem Lehbrbuche der Op- 
tik gegebene Darstellung ist unvollständig, weil sie das dort be- 
nutzte Bild nicht konsequent durchführt*). Dies môchte ich hier 
kurz darlegen, wobei ich noch betonen môchte, was m. E. die 
Brauchbarkeit des Bildes erhôht, daB ich diese Ergänzung nicht 
erst nach KenntniB und auf Grund des Voigt'schen Erklärungs- 
systemes gefolgert habe, sondern vor der KenntniB desselben, 
d. h. unabhängig davon. 

Betrachten wir zunächst einen aktiven, isotropen Kôrper. 
Die Moleküle eines jeden Kôrpers denke ich mir bestehend aus 
einem, hier als ruhend anzunehmenden (positiv elektrisirten) Kern, 
um den eine Anzabl (negativ geladener) Elektronen gelagert sind. 
Für einen aktiven Kôrper nehme ich an, daB bei Einwirkang 
einer elektrischen Kraft die: (negativen) Elektronen nicht nur der 
Kraft entgegen verschoben werden, sondern daB sie auch gleich- 
zeitig eine kleine Drehung ausführen*) um den (positiven) Kern. Die 
Elektronen bewegen sich also nicht in graden Linien in der Richtung 
der auf sie wirkenden resultirenden elektrischen Kraft, sondern 
sie sind gezwungen, sich auf steil gewundenen Schraubenbah- 
nen zu bewegen. Die Axen dieser Schraubenbahnen haben alle 
môglichen Richtungen. Wenn wir die (stets sehr kleine) Entfer- 
nung eines Elektrons aus seiner Ruhelage s nennen, gemessen als 
Länge auf der Schraubenbahn, so soll das Elektron mit einer zur 
Entfernung s proportionalen (quasi-elastischen) Kraft zurückge- 
trieben werden. Auferdem wirkt auf das Elektron eïne elektri- 
sche Kraft, welche gleich ist seiner Ladung e multiplicirt mit der 
Komponente R, der resultirenden elektrischen Kraft, welche in 


1) Wenigstens wenn man nur auf 1. Ordnung in den Aktivitätscoefficienten 
entwickelt. | 


2) Ich habe dies schon vor einem Jahre bemerkt und beim Niederschreiben 
der neuen Auflage von Winkelmann’s Handbuch der Physik verbessert, ohne da 
ich Erinnerung vom Voigtschen Erklärungssystem hatte. Dasselbe war mir ent- 
Bangen, da die betreffende Voigt’sche Arbeit wesentlich andere Zwecke verfolgt 
und einen Titel führt, unter dem ich nicht die betreffenden Entwicklungen ver- 
muthet hatte. Da die Publikation iu dem Winkelmann’schen Handbuche noch ge- 
raume Zeit dauern dürfte und da die Angelegenheit durch die neue Arbeit von 
Voigt frisch angeregt ist, sehe ich mich hier zur Darstellung veranlaët. 

3) In meinem Lehrbuche der Optik habe ich nicht die gleichzeitige Dre- 
bung mebrerer, um einen Kern gelagerter Elektronen hervorgehoben. 


Tax 
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die Richtung der Schraubenbahn fällt, sodaB die Bewegungsglei- 

chung des Elektrons, wenn man (zur Erklärung von Absorption) 

auch noch eine mit 2 proportionale Reïbungskraft einführt, lautet : 
2 

(1) ms +aS += eR, 


Reaktionskräfte der Schraubenbahn sind in der Bewegungsglei- 
chung für s nicht einzuführen, da s senkrecht zu diesen Reak- 
tionskräften liegt. 

Betrachten wir eine Schraube, die sich mit dem Neigungs- 
winkel œ um die æ-Axe auf einem Cylinder vom Radius r windet, 
und nennen wir X, Y, Z die Komponenten der elektrischen Kraft, 
während « der Winkel ist, den die von der Schraubenaxe zum 
Elektron gezogene Entfernung r mit der y-Axe bildet, so ist 


(2) R, = Xsinp— Y sin « cos y + Zcos « cos y. 


Für die verschiedenen Elektronen im Molecül hat « alle müg- 
lichen Werthe Wenn wir also den durch die Elektronenbewe- 
gung in Summa bewirkten elektrischen Strom nach der x-Achse 
berechnen wollen, so müssen wir in (2) den für alle Werthe « 
stattfindenden Mittelwerth von R, einsetzen. Nun ist schon nach 
der Anschauung klar, da8 die Komponente Y nur dann im Mittel 
eine Elektronenstrômung nach der z-Axe veranlassen kann, wenn 
sie auf beiden Seiten des Cylinders, auf dem die Schraube liegt, 
verschiedene Werthe besitzt. Um diesen Gedanken analytisch zu 
verwerthen, setzen wir nach dem Maclaurin'schen Satze: 


oY RE de 
Y = Fait COR Son ds 
0Z 02 
Z = CHE reine. 
Dabei bedeutet der Index 0, daB der Werth von Y und Z am 
Orte der Schraubenaxe zu nehmen ist. 
Setzt man (3) in (2) ein, und berücksichtigt, daf die Mittel- 


(3) 


werthe sinæ.cosæ — 0, sin« = cos'« — À sind, so folgt 
0Y 07 
: 1 
(4) ER, — sny (x )#r cotg y ( sn). 


Nehmen wir zunächst an, daB die Axen der Schraubenbahnen 
alle parallel der x-Axe gerichtet seien. Ist dann N die Zahl der 


1) Ob hier + oder — steht, hängt vom Windungssinn der Schrauben ab. 
1* 
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Elektronen in cm’, so ist die nach der x-Axe flieBende Stromdichte 
durch die Elektronen-Bewegung : 


05, 

= ÿeN ET 
wobei dann noch die ÿ über die verschiedenen Elektronen-Gat- 
tungen zu erstrecken ist, und s, — s.sing ist. Die Gesammt- 
Stromdichte J, ist J! vermehrt um den Verschiebungsstrom im 
Aether, d.h. 

1 
@) ne 4x à F+Ee dE 

Eine Strômung nach der y- und z-Axe ergeben diese nach 
der 1-Axe gerichteten Schraubenbahnen im Mittel nicht. 

Wenn sich die Elektronen nach der x-Axe bewegen, so cir- 
culiren sie zugleich um diese Richtung als Axe. Wenn nun T 
die Umlaufsdauer des Elektrons e um diese Axe bedeutet, so ist 
die Stromstärke in der Kreisprojektien der Schraubenlinie 1 —e: T' 
In der Zeit T macht nun das Elektron den Weg 2xr tg in der 
Richtung der Schraubenaxe, es ist also die Geschwindigkeit in der 
z-Richtung: 


= = 2artgo:T, d. h. 1/T — = cotg p: 2rr. 


Daher ist die Stromstärke : 
; Ô6,. 
à — ecotg ps :2nr. 
Nun liegen in der x-Richtung ŸN solcher Strôme pro Längenein- 


heit. Diese stellen ein Solenoid dar. Die magnetische Kraftlinien- 
zabl in diesem Solenoid, welches den Querschnitt 9 = r°x hat, ist: 


4x À — qÜN— 2r € cotg pŸ EVA. 


Da nun N* solcher Solenoïide pro Flächeneinheit vorhanden sind, 
so entsteht durch die Elektronenbewegung die Kraftlinienzahl 
2x ôs, 
me > r cotg peN ET 
Die gesammte ee Kraftliniendichte ist daher 


(6) a -HHÈRÉE ES rootg peNS, 
wobei À die x-Komponente der magnetischen Kraft bedeutet (ihre 
y- und +-Komponenten seien B und C). 


zur Theorie des Lichtes für aktive Kôrper. b 


Wenn wir nun einen isotropen Kôrper haben, s0 gilt jede 
der aufgestellten Gleichungen mit cyklischer Vertauschung der 
Buchstaben X, Y, Z, bezw. der Indices x, y, #, N bedeutet dann 
aber nur den dritten Theil der im em° vorhandenen Elektronen 
einer Gattung, für die "», a, b, e, r, og denselben Werth hat. 

Nach den Grundgleichungen der Maxwell’schen Theorie ist 


ferner: 
An TJ. — (E-T) etc., 


(Q) ere 
6 — °\oe og) °°” 


(ce = Lichtgeschwindigkeit im Vakuum). 

Da (7) auch im inhomogenen Medium (Uebergangsschicht) 
gültig ist, sind die Grenzbedingungen: Stetigkeit der der Grenze 
parallelen Komponenten der elektrischen und magnetischen Kraft 
beim Uebergang über die Grenze. 

Dieses Erklärungssystem genügt dem Energieprincip streng. 
Denn nach ïhm ist erforderlich, da, wenn man die Formeln (7) 
mit den Faktoren X, Y, Z, bzw. À, B, C zusammenfafit, dann 
die linke Seite, nämlich 


RU TZ) A PE 


me 
abgesehen von einem stets positiven —. er 
ein Differentialquotient nach é ist. In der That ist nach (5) u. ps 


à À + 4x ne NS  X+A ET ÊESrcotggeN © A. 


B4xJ..x+4Ÿ = x°È 
Nun ist nach (1) und an und “ 
(9) 1 +a. Pat, = esintp(x 4 
d. h. nach De. 
rcotgp 0 À 
c 


1 4 5, 
fete = ts #4 PA a'cotgp2rcotg peN- ÉTÉ 
Daher ergiebt die rechte Seite von (8): 


(pans Ô mN ,ôs,\', bN s (Se ) 
Ù ôt SE Pialen ôt 2 ee ( + sin’ p ve DE sin°y 
(10) 


2x 0 0s, 4x CE ge 05, 
+— 3 D eNr cotg pA — er PS eNrootgp D eNr cotg y of 


Lrcotgp #) 
C (o]4 
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Das letzte Glied ist nun auch ein Differentialquotient nach der 
Zeit. Setzt man nämlich zur Abkürzung eNrcotgp — p,, wobei 
n die Indices 1, 2, 3 der vorhandenen Elektronen-Gattungen durch- 
läuft, und AnalbS 8, = Sy n = 1,2,3..., s0 ist das letzte Glied 
in (10): 


4x os Ôs 083 | ds, 8 ds, …) = 
T7 (25 ar +? Pa ot + p,% = D Ms ot? +? ot? eo 
Le 2 
Ôs, 05, Ô5, 08, Ôs, 05, 
FpiDs at "ot HD D ot ‘ot F Pabise dt ‘ot à à + 


Das Energieprincip ist also erfüllt, en von dem in (10) 
0s,\’ 

(SE &) , welches den 
sin’ \ 6 
durch Absorption bedingten Energieverlust darstellt. 

Da8 dies Erklärungssystem (1), (4), (5), (6), (7) mit dem Voigt’- 
schen (bis auf Glieder 2. Ordnung in den Aktivitätsgliedern) 
identisch ist, erkennt man sofort, wenn man in (6) den Nähe- 
rungswerth für s einführt, der sich aus (4) ergiebt, wenn man 


auftretenden stets positivem Gliede dr D 


rcotgp—0 setzt. Für periodische Bewegungen, bei denen . — = s 
ist, folgt nämlich aus (4), wenn man, was hier unwesentlich ist, 
sich nur auf durchsichtige Kôrper beschränkt, d.h. a fortläfit, 


und sin'® — 1 setzt, d.h. nur auf ite Ordnung in x/2— ent- 
wickelt: 
ô0Y 07 
( = ex- S roots (2e _ 
d. h. 


10X ee 
2 == ve > # 
(12) X A+ Si DELL nu 


Aus (6) folgt 


… OX Axe’ N 0 (0Y 07 Nestes 
RUSSE ôt Ur =) Shan 3) 2x0 N b—m/r" 


Setzt man also 


(141) e—=1+YX ns — DoreNt EP 


b—m/r°? 


so ergiebt (7), (12) und (13): 
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0E 


0€ 
ds +frot =; 


= crot ÿ. 
(14) 
0$ ff 0€ 
re A — crotC. 
Dabei bedeutet rot die bekannte Abkürzung (rotor oder curl), € 
und $ die elektrische, bezw. magnetische Kraft. 

Die Gleichungen (14) lassen sich leicht auf die Formeln 
(14)—(17) der Voigt’schen Arbeit (Gütt. Nachr. 1903, p. 161) re- 
duciren. 

Durch Elimination von & aus (14) entsteht: 

2 2(ç 
(15) e TT + rot DE + 6 rot rot E == (0, 
wäbrend mein früheres Erklärungssystem, welches sich von (14) 
dadurch unterscheidet, daB in der 2ten Gleichung das Glied mit 
dem Faktor f fehlt, ergab: 


0€ DEEE: ) 
(16) ea trot +c rotrotE —= 0. 


Da (16) mit (15) formel identisch ist, so ergiebt also das 
neue Erklärungssystem identische Resultate mit dem alten, so- 
lange die genaue Form der Grenzbedingungen irrelevant ist. 

Für optisch-aktive Krystalle sind die f in (14) als von der 
Richtung abhängig einzuführen. Wenn ich dies bisher nicht ge- 
than habe, so war ich mir der darin liegenden Beschränkung stets 
bewuft, ich wollte nur nicht complicirte Formeln aufstellen, so 
lange die Beobachtung nicht dazu nôthigte. Eine derartige 
principiell sehr wichtige Beobachtung ist nun Pocklington!) 
und neuerdings Voigt*) gelungen; letzterer zeigte, daf die 
Ellipticität einer Welle, welche senkrecht zur optischen Axe 
im Quarz sich fortpflanzt, nicht berechnet werden kann aus der 
Drehung der Polarisationsebene, welche eine parallel zur Axe 
sich fortpflanzende Wellen erfährt. Da im Allgemeinen die Wir- 
kung der Aktivität nur in isotropen Kürpern, oder in einaxigen 
Kôrpern für Wellen, deren Normale nahezu mit der optischen 
Axe zusammenfällt, deutlich zu Tage tritt, so wird die Verall- 
gemeinerung der Formeln (14) mit Rücksicht auf die Verschie- 


1) H. C. Pocklington, Phil. Mag. (6) 2, p.368, 1901. Derselle fand im 
Rohrzucker in Richtung der Leiden optischen Axen für Na-Licht verschieden 
starke und sogar verschicdensinnige Circularpolarisation. 

2) W. Voigt, Gôtt. Nachr. 1903, p. 175. 
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denheit der Koefficienten s und f in verschiedenen Richtungen 
für die meisten bisherigen Beobachtungen unwesentlich sein. Im- 
merbhin ist es theoretisch interessant, diese Verallgemeinerung zu 
verfolgen und die citirten Beobachtungen zeigen, daB daran auch 
ein praktisches Interesse geknüpft ist, zur Deutung gewisser, 
allerdings schwierig beobachtbarer Füälle. 

Die Theorie wird im Allgemeinen complicirt. Für einen 
rhombischen aktiven Krystall erhält man z. B. als Gesetz der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit V einer ebenen Welle, deren Nor- 
male die Richtungskosinus "», n, p mit den krystallographischen 
Axen bildet, die Formel: 


me (PP EP nt (PP (PI HP PPT = 
A7) Vi Pia (him + bin + b, n°) + 
C3 dim PAP (P Pr) + bent Vs Vi (P— 7) + bip PV; (PP), 
wobei V,, V,, V, die Haupt-Lichtgeschwindigkeiten (in Richtung 
der Krystall-Axen) sind, während bedeutet : 


wobei die f,, f,, f, die 3 Aktivitätskonstanten (vgl. Formelen (14) 
des Krystalls sind. 

Von einem aktiven Krystall mache ich mir das Bild, daB die 
Schraubenaxen gesetzmäBig vertheilte Lagen haben, und daB s0- 
viel Elektronen auf jeder Schraube in gleichmäfigem Abstand 
liegen, da8 die Bildung des Mittelwerthes in Formel (2) berechtigt 
bleibt. Letztere Hypothese hat nichts Befremdliches in Rücksicht 
auf den in neuerer Zeit mehrfach wegen der Komplicirtheit der 
Gasspektoren gezogenen Schlu, da im Atom sehr viele (negativ 
geladene) Elektronen am (positiv geladenen) Atomkern haften. Ob 
thatsächlich aktive Krystalle existiren, für welche in R, Formel 


(4) nicht nur der Differentialquotient 2 sondern auch Y selbst 


einzuführen ist, kann man von vornherein wohl nicht sagen. Be- 
obachtet ist ein solcher Fall noch nicht. 


GrieBen, Dezember 1903. 


Untersuchungen aus dem Universitäts- 
laboratorium zu Gôttingen. XIII. 


Von 
0. Wallach. 


Vorgelegt in der Sitzung am 23. Januar 1904. 


L Ueber einen neuen Fall optischer Isomerie. 


Von einer Verbindung, welche nur ein asymmetrisches 
Kohlenstoffatom enthält, pflegt man das Auftreten von nur drei 
optisch differenten Modificationen zu erwarten: einer rechts 
drehenden, einer gleich stark links drehenden und einer race- 
misch inactiven. Diese Verhältnisse treffen für das 1.3 
Cyklo-Methylhexanon und sein Oxim zu Das durch hydroly- 
tische Spaltung aus Pulegon erhältliche Methylhexanon ist die 
rechtsdrehende Modification, [«]n — +13", des Ketons. Das zu- 
gehôürige Oxim 

CHs 


| 
*CH 


HT 
CH: CH 
dE, L. NOH 


Fe 
CH: 


die links drehende des Oxims, [a]n — — 43°. 

Wenn man nun das Oxim benzoylirt, so wird an der Kohlen- 
stoff-Asymmetrie nichts geändert. Nichtsdestoweniger erhält man 
bei der Einführung von Benzoyl in das Oxim-Radical zwei 
sptisch verschiedene Benzoylverbindungen, die sich durch 
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Krystallisation trennen lassen und im Folgenden als «- und 8-Ver- 
bindung unterschieden werden sollen. 

Das «-Benzoyl-Cyklohexanonoxim krystallisirt in 
sehr grofen, scharf begrenzten Krystallen, welche nach Messungen, 
welche Herr Dr. E. Bücker im hiesigen Mineralogischen Institut 
auszuführen die Güte hatte, monoklin hemimorph sind und Pyro- 
electricität zeigen. Sie schmelzen bei 96—97° und das Drehungs- 
vermôügen wurde in etwa 12°/oger ätherischer Lôsung zu [an = 
+19,97° ermittelt. 

Das B-Benzoyl-Cyklohexanonoxim krystallisirt da- 
gegen in langen, bei 82—83° schmelzenden Nadeln, welche dem 
rhombischen System angehôren und ist linksdrehend, in 
12,8 ger ätherischer Lôsung [a] — — 86,08°. Beide Benzoyl- 
verbindungen gehen beim Kochen mit Alkali wieder in dasselbe 
Linksoxim von den erst angegebenen Eigenschaften zurück, und 
es ist bisher nicht gelungen, das freie active Oxim in zwei Modi- 
ficationen zu erhalten. 

Nun ist eine Structurverschiedenheit der beiden Benzoylver- 
bindungen auf Grund ïhres ganz analogen Verhaltens ausge- 
schlossen.” Eine zweite Erklärung, welche man für die vorliegende 
Erscheinung zu geben versuchen kônnte, ist die, daB die benzoy- 
lirten Oxime einen ganz anderen molekularen Bau besitzen, als 
man ihnen nach der bisherigen Auffassung solcher Bezoylderivate 
zuschreiben muf. Man kônnte nämlich annehmen, daB sie nicht 
am Stickstoff, sondern am Kohlenstoff die Benzoylgruppe tragen, 
daf ihnen also nicht Formel I, sondern Formel II zukommt : 


ma CHs 
| 
pe +CH 
ZAR LAS 
CH NES CH: CH 
| | ie | 
CH C:NOCOCHs CHe 1e : Ce Hs 
Fe A 
CH dE 
L IL. 


In diesem Fall würde, wie man leicht sieht, durch die Ben- 
zoylirung ein zweites asymmetrisches Koblenstoffatom im Molekül 
geschaffen sein und dann hätten die beobachteten Erscheinungen 
nichts auffallendes. Sie wären vielmebhr dann in vollständige 
Parallele zu setzen mit der Bildung zweier optisch differenter 
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Menthylamine aus demselben Linksmenthon, deren Entstehung ich 
schon vor längerer Zeit (Ann. d. Chem. 276, 296) nachgewiesen 
und interpretirt habe. Der letzteren Annahme stehen aber auch 
gewichtige Bedenken gegenüber. In Verbindungen der Formel II 
müBte sich nämlich die Gegenwart einer Nitrosogruppe, NO, 
durch die bekannten Reactionen nachweisen lassen, was nicht 
zutrifft. 

So bleibt als letzte Müglichkeit übrig, daB man es in den 
beiden a- und B-Benzoylverbindungen mit Syn- und Anti-Modi- 
ficationen zu thun hat, die auf Grund der Theorie von 
Werner und Hantzsch dann môglich sind, wenn die Valenz- 
richtungen des Stickstoffes nicht in einer Ebene liegen. 

Als sehr beachtenswerthe Folgerung ist aus der bisher ohne 
Beispiel dastehenden Thatsache dann aber die zu ziehen, daf 
solche durch die Valenzrichtungen des Stickstoffs 
bedingte Isomere im optischen Verhalten ebenso 
groBe Verschiedenheiten aufweisen kônnen, wie 
Structur- oder Stellungsisomere Verbindungen. 

Man wird also künftig darauf zu achten haben, daf analoge 
stickstoffhaltige Verbindungen, auch wenn sie nur ein asym- 
metrisches Kohlenstoffatom enthalten, in mehr als drei op- 
tisch verschiedenen Modificationen aufzutreten ver- 
môügen. 

Wenn die Annahme richtig war, daB die Entstehung der 
beiden activen Benzoylverbindungen aus dem eïinheitlichen activen 
Methylhexanonoxim auf das Auftreten von Syn- und Anti-Modi- 
ficationen des Oxims zurückzuführen sei, so war zu erwarten, da 
man aus der inactiven Modification des Oxims auch zwei Benzoyl- 
verbindungen würde ableiten kônnen. Das hat sich nun bestätigt. 
Man kann zu der inactiven Modification des 1:3 Methylcyklo- 
hexanons nach der synthetischen Methode gelangen, welche von 
Knüvenagel eingeschlagen worden ist (Ann. d. Chem. 297, 157). 
Bei der Behandlung des inactiven Ketons mit Hydroxylamin er- 
hält man ein Oxim, das zunächst nicht zum Erstarren zu bringen 
ist. Benzoylirt man die Verbindung, so erhält man ein nicht ein- 
heitlich schmelzendes Product, das sich beim Krystallisiren aus 
geeigneten Lôsungsmitteln auch in zwei Modificationen zerlegen 
läft. Die schwerer lôsliche «-Modification läfit sich leicht in 
groBen Krystallen vom Schmelzpunkt 106° erhalten, die viel Iüs- 
lichere B-Benzoylverbindung schmilzt gegen 70° und krystallisirt 
in ganz anders geformten Krystallen, läft sich aber schwer rein 
erhalten. 
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Es liegen demnach hier ganz dieselben Verhältnisse vor wie 
bei der activen Verbindung, wodurch die erst gegebene Erklärung 
eine Stütze erfährt. Bei der Zerlegang der inactiven a-Benzoyl- 
verbindung gelangt man wiederum zu einem Oxim, das bei längerem 
Stehen erstarrt und bei 18—24° schmilzt. 


U. Ueber die Spaltung des Campherphorons. 


Das Pulegon läBt sich, wie ich vor längerer Zeit gezeigt 
babe, hydrolytisch zu Aceton und Methylcyklohexanon aufspalten. 
Nach neueren Untersuchungen muB es als sehr wahrscheinlich 
gelten, daB das sog. Campherphoron dem Pulegon ganz analog ge- 
baut ist, nur liegt ersterem ein Pentacyclisches System zu Grunde, 
während das Pulegon eine hexacyclische Verbindung ist, wie fol- 
gende Formeln es verdeutlichen : 


CH: 

CH CH 
CH: CH CH0H 
bn, Go br, CO 


C(CHs} C(CHs} 
Pulegon. Campherphoron. 


Das Campherphoron sollte dementsprechend sich hydrolytisch 
zu Aceton und Methylcyklopentanon aufspalten lassen. 

Nach dieser Richtung von anderen Chemikern angestellte 
Versuche waren bisher aber ohne Erfolg geblieben: das Campher- 
phoron ist gegen Wasser und Säuren bei hôherer Temperatur viel 
beständiger als das Pulegon. Versuche, die ich gemeinsam mit 
Herrn Dr. Collmann ausgeführt habe, haben nun aber gezeigt, 
daB man das Campherphoron unter richtigen Bedingungen doch 
in dem erwarteten Sinne aufspalten kann, nur mu man sich zwecks 
der Hydrolyse nicht sauerer, sondern alkalischer Agentien be- 
dienen. Wässriges Kali spaltet bei hôherer Temperatur Campher- 
phoron in Aceton und 1.2 Methylpentanon. Am bequemsten 
lät sich die Spaltung des Phorons bei der Darstellung der Ver- 
bindung durch Destillation des camphersauren Kalks bewerk- 
stelligen. Bei der Destillation gut getrockneten camphersauren 
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Kalks entstehen etwa 44°/o Campherphoron. Trocknet man das 
Kalksalz vor der Destillation aber nicht, mischt es vielmehr mit 
dem gleichen Volum Natronkalk, so sinkt die Ausbeute an Cam- 
pherphoron auf etwa 13°/. Dagegen treten reichliche Mengen 
Methylpentanon auf und zwar etwa B°/o vom Gewicht der ange- 
wandten Camphersäure. Bezüglich des Campherphorons wurden 
noch folgende Beobachtungen gemacht. 

Das reine Campherphoron siedet bei 199—201° und zeigt 
d — 0.93, nn — 1.4807 bei 20°. 


Berechnet für Gefunden 
CoHi6OF Co His (OH)P2 
M 41.22 42.16 42.21. 


Wie sich in Folge seiner Configuration erwarten lie, zeigt 
die Verbindung also das optische Verhalten eines Alkohols mit 
zwei Aethylenbindungen und fügt sich der GesetzmäBigkeit, welche 
bei Verbindungen, welche die Gruppe —C:C—CO— enthalten, 
nunmebr in so zahlreichen Fällen festgestellt worden ist. [Nachr. 
d. G. d. W. 1895, 306 Annal. 297 114. 136. 187; 305, 273; 
324, 105.]. 

Das Campherphoron bildet in Berührung mit überschüssiger 
essigsaurer Semicarbazidlüsung zunächst ein niedrig (um 13°) 
schmelzendes Additionsproduct, welches zwei Moleküle Semicar- 
bazid enthält. 

Aus diesem läfit sich ein normales Semicarbazon vom Schmelz- 
punkt 197° herstellen. Auch gelang es das normale, bisher nicht 
bekannte, Oxim des Campherphorons zu bereiten. 

Das Campherphoron steht zum Pulegenon in derselben Be- 
ziehung, wie das Pulegon zum Menthenon, nur hat man es in dem 
einen Fall mit Fünfring- in dem anderen mit Sechsring- 
Systemen zu thun, wie aus den folgenden Formeln hervorgeht: 


er 
CH 
ee 
CH: CO 
| | 
CHe——C : C(CHs)s 


Campherphoron. 


CHs 
| 


CH 
“A à 

CH: CO 

| 

CH—C . CH(CHs)e 


Pulegenon. 
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CH Es 
a CH 
NN 4 
CH: CH CH: CH 
CH Lo CH CO 
ASS | 2 
C : C(CHs} . CH (CH3 
Pulegon. Menthenon. 


Ein Vergleich der physicalischen Eigenschaften dieser Ver- 
bindungen ergiebt nun Folgendes : 


Campher- 


phoron Menthenon 


Pulegenon Pulegon 


Siedepunkt |199—201°|189—190°| 221—222°|206°—208° 
d 0.93 0.914 0.936 0.919 
np 1.4807 1.4645 1.4846 1.4733. 


Man erkennt daraus, da8 bei beiden Ringsystemen die Ver- 
schiebung der semicyclischen Bindung in den Kern eine Er- 
niedrigung des Siedepunkts, der Dichte und des 
Brechungsvermôügens zur Folge hat. Daf die penta- 
cyclischen Verbindungen bei analogem Bau niedriger sieden als 
die isomeren hexacyclischen kann man aus anderen Beobachtungen 
ableiten, die hier nicht aufgeführt werden sollen. 


IT. Ueber 1.2. Methylcyklopentanon. 


Das aus dem Campherphoron erhältliche 1.2 Methyl1- 
pentanon ist bereits von Montemartini und von Bou- 
veault aus «-Methyladipinsäure synthetisch gewonnen, bisher 
aber noch wenig characterisirt worden. Das reine Keton siedet 
bei 140°—141°, riecht ebenso wie reines Pentanon und zeigt fol- 
gende physikalische Konstanten: 


d — 0.917, nn — 1.4348 bei 20°, 
Berechnet für CsH100 Gefunden 
M — 27.80 27.88. 
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Die Verbindung ist in Wasser sehr reichlich lüslich. Die 
Lôsung bildet mit essigsauren Semicarbazidlôsangen sehr schnell 
ein Semicarbazon, C6 Hio N . NH CO NH, das nach dem Umkrystal- 
lisiren aus der fünffachen Menge Aethylalcohol bei 174—176 © 
schmilzt. 

Das Oxim konnte nicht in krystallisirtem Zustand erhalten 
werden. 

Sehr characteristisch ist das Verhalten des 1.2 Methylpen- 
tanons bei der Oxydation. Es geht dabei — wenn man auf 1 Mol. 
Keton 2 Atome Sauerstoff in Reaction treten läft — glatt in y- 
Acet ylbuttersäure, CHs CO CH2 CH2 CH2 CO2 H, über, sei es da 
man in sauerer Lüsung mit Chromsäure oder in neutraler mit 
Permanganat oxydirt. In letzterem Fall erhält man das gut 
krystallisirende Kaliumsalz der Säure. Die Reaction vollzieht sich 
also nach der Gleichung 


CH>—CH(CH:) CH: CO CH: 
CE - CH CH: CH: COOH. 


IV. Zur Kenntniss der Isoxime. 


Vor einiger Zeit (Ann. d. Chem. 324, 112) habe ich die gegen- 
seitigen Beziehungen von zwei isomeren Trimethyl-cyklohexanonen 
erôrtert, nämlich des Methyl (1)-dimethyl(3)-cyklohexanon (5) [— 
Bihydroisophoron, Formel I] und des Methyl(1)-dimethyl 
(3)-cyklohexanon (6) [aus Geraniolen dargestellt, Formel Il]. 


Li Es 

CH CH 
as LE 
CH: CH: CO CH 
tente] |IT | 
CO C(CHsh CH: C(CHsh 
DE TA 

CH: CH. 


Beide Ketone bilden leicht Oxime. Das von I schmilzt bei 
84—85° (und nicht, wie Knôüvenagel, Ann. d. Chem. 297, 199, 
— vielleicht in Folge eines Druckfehlers — angiebt, bei b8°) und 
das von II bei 108-—109°. 

Wenn man diese Oxime isomerisirt, so lassen sich, wie aus 
den folgenden Formelbildern ersichtlich ist, aus jedem zwei 
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isomere Isoxime erwarten, welche heterocyclische Siebenringe 
vorstellen: 


CH CHs 
| | l 
CH H 
SAN AN 
CH CE HON:C CH: 
PJ | L 41e) 
HON:C (CH: CH: C(CHs 
LL. 
CH: CE 
\ \ 
CH: CH: 
|” CH: CE | 
CH | | CH 
ZNQ CH FEECE LR 
CH: CH PQ É0 CE 
2. CH: CH CO CEE 7 
NH Ni | | NH 
\ CO C(CHsp CH C(CHsh 
CO C(CH:sk | | 4 CH: C(CHs) 
VA NE—CH CH: 7 
CE CH: 
Ia Ib ILa II b. 


Alle vier Verbindungen haben sich isoliren lassen. Die je 
zwei Paare unterscheiden sich durch Schmelzpunkt und Lôslichkeit. 
Die hôher schmelzende und gleichzeitig schwerer lôsliche Modifi- 
cation soll als «-, die andere als B-Modification bezeichnet werden, 
ähnlich wie es für die isomeren Modificationen der beiden Isoxime 
aus 1.3 Methylhexanon geschehen ist (siehe Ann. d. Ch. 309, 2 
und 312, 191). 

Die Umlagerung des bei 84° schmelzenden Bihydroiso- 
phoronoxims wurde in der Weise bewirkt, dafi je 5 Gr des 
Oxims mit 10 cem Schwefelsäure und 5ccm Wasser vorsichtig bis 
zum Eintreten der Reaction erwärmt wurden. Das in Eiswasser 
gegossene mit Alkali neutralisirte Reactionsproduct wurde dann 
mit Chloroform extrahirt. Das so erhaltene rohe Isoxim schmolz 
zwischen 80—85° und konnte durch Umkrystallisiren in zwei Be- 
standtheile zerlegt werden. 

Zu dem Zweck wurden 3 Gr. Isoxim in 9ccm Wasser unter 
Zusatz von 2 cem Methylalkohol gelüst. Die schwer lôslichsten 
Antheile («-Verbindung) wurden in säulenfôrmig ausgebildeten, 
bei 108—109° schmelzenden Krystallen erhalten. Durch weitere 
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Krystallisation aus wasserfreien Lüsungsmitteln (Aether + Petrol- 
äther) lieB sich der Schmelzpunkt auf 111—112° erhôhen. 

Die leicht lôslichen Antheile (8-Verbindung) schmolzen nach 
dem Umkrystallisiren aus Ligroïn unter Zusatz von wenig Aether 
bei 82—84°. Man kann diese Modification auch so von der hôher 
schmelzenden trennen, daB man das Rohproduct mit 2 Th. kaltem 
Ligroïn digerirt. 

Characteristisch für das rohe Isoxim ist, da es in heiBfem 
Wasser schwerer lôslich ist als in kaltem. Eine kalt gesättigte 
klare Lôüsung zeigt beim Erwärmen starke Trübung. 

Das bei 108—109° schmelzende Oxim des isomeren Trime- 
thylhexanons ist früher schon isomerisirt worden (Ann. d. 
Chem. 324, 107). Damals ist aber nur das bei 115—116° schmel- 
zende a-Isoxim isolirt worden. Es hat sich nun nachweïsen lassen, 
daf auch hier gleichzeitig eine leichter lôsliche, bei 106—108° 
schmelzende B-Verbindung entsteht. 

Die ähnlich schmelzenden Isoxime aus den beiden isomeren 
Ketonen ähneln sich zum Verwechseln. DaB sie nicht identisch 
sind, geht daraus hervor, daB Gemische der ähnlich schmelzenden 
Verbindungen starke Schmelzpunktsdepression aufweisen. 

Die folgende Tabelle giebt eine vergleichende Uebersicht über 
die Eigenschaften der besprochenen isomeren Substanzen. 


É 0\ VW 
Trimethyl (1.3.8)-  Trimethyl (1.8. 3)- 
hexanon (6). hexanon (b). 
Siedepunkt 191% 188—189° 
d 0.902 0.8923 
np 1.4545 1.4455 
Schmelzp. d. Oxims 108— 109 ° 84-—85 ° 
l a 115—116° 111—112° 
Schmelp. des Isoxims F 105—108° 82-840 
Egl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasso 1904. Heft 1. 2 
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Ueber das Verhalten einiger anorganischer 
Colloide zur Faser in seinen Beziehungen 
zur Theorie des Färbevorganges. 


Von 
Wilhelm Biltz. 
[Mitteilung aus dem chem. Institut der Universität Gôttingen.] 


Vorgelegt in der Sitzung vom 23. Januar 1904 durch O. Wallach. 


Bei einer Diskussion der verschiedenen, über die Natur des 
Färbevorganges herrschenden Anschauungen äuBerte Witt!) in 
Beziehung auf die sogenannte mechanische Theorie der Färbung, 
dañ dem Vorgange einer Nebeneinanderlagerung der Farbstoff- 
und Fasermoleküle ohne gegenseitige chemische Beeinflussung kein 
Analogon zur Seite stünde, durch welches ein derartiger ,Platz- 
wechsel“ der Farbstoffmoleküle plausibel gemacht werde. Ebenso- 
wenig sei ein Grund für das unterschiedliche Verhalten der Farb- 
stoffe in dieser Hinsicht aufzufinden. Da ältere Deutungen des Färbe- 
vorganges nicht einwandsfrei erscheinen, soll vielmehr nach der 
bekannten Anschauung von Witt der ProceB der Färbung dadurch 
dem VerständniB näher gerückt werden, daB man ïihn als Ent- 
stehung von festen Lüsungen nach der van’ tHoff’schen Defi- 
nition dieses Begriffes ansieht. Eine experimentelle Prüfung dieser 
Anschauung verdanken wir neben anderen Autoren insbesondere 
Georgievics*). Es hat sich dabei ergeben, das eine Beziehung 
Craver 
Criotte 
der Faser, Criot die in der Lüsung nach eingetretenem Gleich- 


— k, in welcher Crasx die Concentration des Farbstoffs in 


1) Färberzeitung 1890/91, 1. 
2) Vel. Wiener Akad. Ber. 108, II Nov. (1894). Ebenda 104, II April (1895), 
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gewichte bedeutet, in den untersuchten Füällen nicht besteht; daB 
Chase 


vielmebr der Vorgang exact durch die Gleichung CTPR CID k, worin 
Flotte 


n grôBer als 1 ist, dargestellt werden kann. Molekulartheoretisch 
ergiebt sich hieraus, da$ die Farbstoffmoleküle in der Flotte grüBer, 
als in der Faser sein müssen, eine im allgemeinen nicht wahr- 
scheinliche, in besonderen Füällen (Pikrinsäure)!) mit dem that- 
sächlichen Befund nicht in Uebereinstimmung zu bringende Fol- 
gerung ?). 

Unter diesen Umständen schien es erwünscht, durch weitere 
Versuche zu ermitteln, ob der Vorgang der Färbung nicht mit 
anderen Naturerscheinungen besser bestätigte Analogieen aufzu- 
weïisen hat, und insbesondere die von Witt in Ermanglung der- 
artiger Beziehungen nicht acceptierte mechanische Theorie einer 
weiteren Prüfung zu unterziehen. Die Môglichkeïit einer solchen 
Prüfung ergab sich, als auf dem Gebiete der anorganischen Colloide 
Erscheinungen beobachtet wurden, deren Zusammenhang mit der 
vorliegenden Frage sehr augenfällig ist, da sie eine gewisse Aehn- 
lichkeit im Verhalten dieser Kôrperklasse mit einer Anzahl or- 
ganischer Farbstoffe erkennen liefen. Die weitere Verfolgung der 
Erscheinungen und die dabei zu Tage tretenden Gesichtspunkte 
regten zu Untersuchungen in etwas grôBerem Umfange an. Da 
der AbschluB dieser Arbeiten in kürzerer Zeit noch nicht zu er- 
warten steht, dürfte eine Mitteilung über die vorläufigen Resultate 
einigen Fachgenossen schon um defwillen nicht unwillkommen sein, 
weil zur Zeit sowohl der Chemie der Colloide, wie der Frage nach 
der Natur des Färbevorganges von verschiedenen Seiten lebhafteres 
Interesse entgegengebracht wird. 

Colloidale- oder Pseudolüsungen werden als Gemische von 
äuBerst kleinen festen oder gequollenen Teilchen mit einer als Lüsungs- 
mittel fungierenden Flüssigkeit (meistens Wasser) angesehen. Es 
ist bereits früher in einigen Fällen beobachtet und neuerdings 
durch eingehendere Prüfung ) bestätigt worden, daf gewisse dieser 
Pseudolüsungen durch gegenseitiges Vermischen eine derartige 
Veränderung erleiden, daB die Teilchen der Einzellüsungen sedi- 
mentirt und als Gemisch flockig abgeschieden werden. Man kann 
auf diese Weise eine grofe Reïhe von Niederschlägen (Gelen) be- 


1) Walker u. Appleyard: J. chem. soc. 69. 1334 (1896). 
2) Vgl. hierzu Bodländer, Neues Jahrbuch für Mineralogie; Beilage- 
band XII, 588 (1899). 
8) Wilhelm Biltz, Vers. deutscher Naturf. u. Aerzte 1908. 
8* 
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reiten, welche aus den vorher in Pseudolôsung befindlichen Com- 
ponenten zusammengesetzt sind, und deren Bildung an die Aus- 
fällung eines unlôslichen Salzes durch Mischen zweier Lôsungen 
äuferlich in mancher Hinsicht erinnert. Wie schon von anderen 
Autoren, insbesondere von Lottermoser‘) beobachtet worden 
ist, besteht ein inniger Zusammenhang zwischen der gegenseitigen 
Fällbarkeit und dem elektrischen Verhalten der Colloïide. Zur ge- 
genseitigen Ausfällung scheinen nur diejenigen Colloidteilchen 
befähigt zu sein, deren Wanderungsrichtung unter dem Einflusse 
des elektrischen Stromes entgegengesetzt ist. Man kann die Bezie- 
hungen dieser Colloide passend in ihrem Namen als ,Fällungs- 
colloide“ kennzeichnen; im Gegensatze hierzu stehen die gegen 
Fällung durch Elektrolyte schützenden Eigenschaften mancher 
Colloide, die insbesonders durch Zsigmon d y ?) aufgedeckt worden 
sind. Man würde diese entsprechend ,Schutzcolloide“ nennen. 
Um die Fähigkeit der Colloidteilchen zu dem geschilderten Ver- 
halten kurz zu charakterisieren, habe ich unlängst den Ausdruck 
»Zustandsaffinität“ vorgeschlagen. Die Reaktionsprodukte, 
die gemischten Colloide, sind in die Klasse der Adsorptions- 
verbindungen zu rechnen. 

Die nächstliegende Frage war die: Wie verhält sich ein in 
Lôüsung vorhandenes Colloid gegen ein zweites, bereits im Gelzu- 
stande befindliches? Es ist bekannt, daB Kôrper mit grofer Ober- 
flächenentwicklung ganz allgemein das Phänomen der Adsorption 
zeigen. So werden z. B. gelüste Colloide (Arsensulfid) durch 
Schütteln mit Baryumsulfat aus der Lüsung entfernt *). Ausge- 
schiedene Gele, z. B. das Gel des basischen Lanthanacetats, be- 
sitzen in hohem Mafe die Fähigkeit, Jod zu adsorbieren. Die 
Erwartung, daB demnach Gele in reichlicher Menge gelôste Colloide 
unter Bildung von Adsorptionsverbindungen in sich aufnehmen, 
hat sich in den untersuchten Fällen in der That bestätigt. 
Eine Abhängigkeit der Aufnahmefähigkeit der Gele für gelôste 
Colloide von dem elektrischen Charakter der beiderseits in Lôsung 
befindlichen Colloidarten ist bisher nicht konstatiert worden. 

In einem Einzelfalle — für Lüsungen colloidalen Goldes — 
ist die weitgehende Bedeutung dieser Erscheinungen schon von 
Zsigmondy“‘) scharf erkannt worden; insbesondere war eine 


1) Lottermoser, anorganische Colloide, A h rens’sche Sammlung 1901; 
8. 76. 

2) Z. f. analyt. Chem. 40, 697 (1901). 

8) Ber. 35, 662 (1902). Z. f, anorg. Chem. 84, 410 (1903). 

4) Verb. deutscher Naturf. u. Aerzte 1900. 
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Aebnlichkeit im Verhalten von Gold zu Colloiden und Farbstoffen 
zu Beïzen ersichtlich. 

Um aber nun zu einem System zu gelangen, dessen Eigenart 
den bei der substantiven Ausfärbung obwaltenden Verhältnissen 
nahe kommt, ist es offenbar nur nôtig, das zur Aufnahme der ge- 
lôsten Colloidstoffe dienende Gel durch die pflanzliche oder 
tierische Faser zu substituieren, ein Schritt, zu dessen Berechtigung 
noch einiges anzuführen ist. 

In neuester Zeit haben sich die Thatsachen gemehrt, welche 
darauf hinweïisen, da$ in dem physikalischen Zustand und gewissen 
katalytischen Wirkungen organisierter oder vom Organismus un- 
mittelbar erzeugter Stoffe einerseits, anorganischer Colloide anderer- 
seits eine gewisse Analogie besteht !). Die pflanzliche und tierische 
Faser müfite daher schon als Produkt des Organismus gleichen 
Beziehungen unterworfen sein. In diesem Zusammenhange bean- 
sprucht besonderes Interesse, daB an anorganischen Gelen zellen- 
artige, wabige Strukturen beobachtet werden konnten, ein Umstand, 
auf welchen besonders van Bemmelen?) und Bütschli auf- 
merksam gemacht haben. Weitere gemeinsame Charakteristika liefert 
das Verhalten gegen Wasser, die hygroskopischen Eigenschaften 
und die Quellungserscheinungen *). Sehr bemerkenswert ist ferner 
die Fähigkeit der Faser, in den colloidal gelôsten Zustand über- 
zugehen, sei es daf man die bekannten Lüsungsmittel, Cupfer- 
oxydammoniak oder Nickeloxydammoniak, einwirken läft, sei es 
da8 man durch erhôühten Druck und erhôhte Temperatur unter 
gleichzeitiger Hydrolyse einen ,Aufschluf“ der Faserstoffe erzielt. 
Von der von Knecht als chemisches Individuum aus der Wolle iso- 
lierten Lanuginsäure wiesen jüngst Gnehm und Kaufler) 
nach, daB ihre Lüsungen zu 25 °/ colloidale Substanz enthalten. 
Bringt man Seidenfäden, in Was:er suspendiert, in ein elektrisches 
Potentialgefälle, so findet zufolge einer Beobachtung von Quinck e°), 
wie bei anderen fein verteilten Stoffen, ein Transport der Seide 
und zwar ein Wandern an die Anode statt. Da iübrigens gerade 
für die Aufnahme von Farbstoff der physikalische Zustand der 
Faser von grundlegender Bedeutung ist, lehren zahlreiche Beob- 
achtungen, insbesondere eine solche von C. O0. Weber‘). Dinitro- 


1) Bredig, anorganische Fermente. Leipzig 1901. 

2) Z. f. anorgan. Chem. 18, 21 (1898). 

8) Zacharias, Z. f. Farben- und Textilchemie 2, 233 C. 1903 II, 267. 
4) Z. f. angw. Chem. 15, 345 (1902). 

5) Pogg. Ann. 113, 513 (1861). 

6) Färberzeitung 1893/4, 201; J. soc. chem. Ind. 13, 120. 
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cellulose, welche an sich ebenso wie Baumwolle zur Farbstoffauf- 
nahme geeignet ist, verliert diese Fähigkeit, wenn man sie durch 
Verdunsten ihrer Lôsung in Aceton strukturlos, als lackartige 
Haut darstellt. 

Die unter diesen Umständen naheliegende Erwartung, da 
anorganische Colloide von der Faser aufgenommen werden, hat 
sich experimentell in den geprüften Füällen bestätigt; ein ge- 
färbtes Colloid wird mit seiner Eigenfarbe fixiert; gefärbte anor- 
ganische Stoffe kôünnen durch Ueberführung in den colloidalen Zu- 
stand die Fähigkeit, adsorbiert zu werden, erlangen. 

Zu den Versuchen wurden chemisch môglichst verschiedene 
Stoffe gewählt. 

1. Selen. Elementares Selen in colloidaler Form wurde nach 
der Methode von H. Schulze') gewonnen. Leitet man in eine 
kalte Lôüsung von 1 gr Selendioxyd in 20 ccm Wasser einen lang- 
samen Strom von Schwefeldioxyd, so tritt zunächst Grelbfärbung, 
dann Rotfärbung und schlieflich Trübung der Flüssigkeit ein. 
Verdünnnt man dann mit 10—20 ccm Wasser, so erhält man eine 
intensiv rote, im durchfallenden Lichte durchsichtige Flüssigkeit. 
Da das colloidale Selen gegen Wasser negativ geladen ist, kann man 
durch einfaches Vermischen mit colloidalen Lôsungen positiv gela- 
dener Hydroxyde, wie Eisenhydroxyd, Aluminiumhydroxyd, Chrom- 
hydroxyd, Thoriumhydroxyd, Zirkonhydroxyd, Cerhydroxyd mehr 
oder minder intensiv gefärbte Niederschläge herstellen. Aehnliches 
gilt von den folgenden, als färbende Stoffe benutzten Colloiden. 
Kattun, welcher mit derartigen Hydroxyden gebeizt ist, nimmt 
natürlicherweise ebenfalls Colloid aus der Lôsung auf ?). 

Diese Eigenschaften der colloidalen Selenlôsung bieten ver- 
hältniBmäBig wenig neues; von wesentlicher Bedeutung ist indessen 
die Empfindlichkeit der Lôsung gegen reine Seide. Bewegt man 
einen Seidenstrang oder seidenes Gewebe einige Zeit (10—20 Min.) 
in der Kälte in der Lôsung, so wandert fast der gesamte gelôste 
Stoff an die Faser, die nach dem Auswaschen in flieBendem Wasser 
rein rotgelb gefärbt erscheint. Ein geringer Teil des Selens scheidet 
sich bei der Digerierung groBflockig ab und geht für das Aus- 
färben verloren. Mit Selen imprägnirte Seide ist nicht lichtecht 


1) J. f. pr. Chem. [N. F.] 82, 396 (1885). 

2) Zu den Versuchen wurde ein von der Firma Scheurer, Lauthu. Co. 
Thann (Elsa) hergestellter, mit folgenden Beizen imprägnierter Kattun benützt : 
Ce, Th, Zr. Y, Be, Al, Co, Ni, Ur, Cr, Cu, Zn, Cd, Mn, Sb, Bi, Pb, Sn, Ti, Fe. 
Für die liebenswürdige Ueberlassung dieser Proben bin ich der Firma zu gro$fen 
Danke verpflichtet. 
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gafärbt; auch ist die Farbe empfindlich gegen hôhere Tempera- 
turen; sie ist nicht ,plättecht“. Das Element geht dabei in die 
graue metallische Modifikation über. Von grüBerer Bedeutang 
scheint zu sein, daB nach längerer Zeit die ursprüngliche, rote 
Selenfarbe wieder auftritt, wenn, wie dies beim Plätten der Fall 
ist, die Hitze nur kurze Zeit eingewirkt hat. Primitive Vesuche, 
einen bestimmten Umwandlungspunkt dieses in die Faser einge- 
betteten roten Selens festzustellen, haben noch zu keinem Re- 
sultate geführt. 

2. Tellur. Colloidales Tellur wurde nach der Methode von 
Gutbier !) dargestellt. 0.5 gr reiner Tellursäure wurden in 200 cem 
durch Ausfrieren gereinigten Wassers gelôst; ferner wurden 1cem 
b0°/ Hydrazinlôsung mit Wasser auf ein Liter verdünnt. Ver- 
setzt man 100 ccm der Tellurlôsung mit etwa 15 cem der Hydra- 
zinlôsung und erwärmt auf b0—60!°, so tritt langsam Braunfärbung 
ein; später wird die Lôsung trübe und nimmt eine stahlgraublaue 
Färbung an. Seide nimmt in der Hitze aus dieser Lôsung das Tellur fast 
vollkommen auf; eine nennenswerte Färbung der Seide ist indessen 
bei der Schwäche der anwendbaren Tellurlôsung nicht zu erzielen. 

3. Gold?) Colloidale Goldlôsungen verhalten sich gegen die 
Faser verschieden je nach ihrer Darstellungsweise. 

a. Colloidale Goldlôsung nach Zsigmondy. Nach 
den Angaben von Zsigmondy*) kann man bekanntlich eine 
hochrote und sehr stabile Lôüsung colloidalen Goldes durch Re- 
duction von Goldchlorid mit Formaldehyd in schwach alkalischer 
Lôsung gewinnen. Diese an sich ausgezeichnete Methode liefert 
indessen nur bei einiger Uebung die erwünschten Resultate. Bei 
sehr zahlreichen Versuchen habe ich die von Zsigmondy ange- 
gebenen VorsichtsmaBregeln als unerläfiliche bestätigen kônnen. 
Insbesondere ist auf die Qualität des Wassers zu achten. Ein 
Wasser von der Leitfähigkeit x — 8.10*, wie es bisweilen ein 
gewübnlicher Destillierapparat liefert, erwies sich brauchbar; ein 
unbedingt erfolgreiches Arbeiten läBt sich indessen nur dann er- 
warten, wenn man in Räumen operiert, welche während der Zeit 
nur zu diesen difficilen Versuchen zur Verfügung stehen. Zur 
Bereitung der Goldlôsung eignet sich das aurum chloratum flavum 
des Handels ebenso, wie das aurum chloratum fuscum. Ich habe 


1) Z. f. anorg. Chem. 82, 51 (1902). 

2) Ueber die Herstellung von Goldpurpur in der Faser vgl. Odernheimer, 
Fürberzeitung 1891/92, 205, 375; 1893/94, 4, 207. 
| 8) Z. f. analyt. Chem. 40, 697 (1901). Z. f. Biochem. herausgegeb. von 
Jofmeister 3, 141 (1902). 
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im allgemeinen gefanden, daB die Lôsungen um so schôner werden, 
je schneller die Reaktion beginnt, und daher das Erhitzen der 
Flüssigkeit erst während des Eintragens des Reductionsmittels 
unterbrochen, sodaB nach dieser in kurzer Zeit beendeten Operation 
sofort schwache Rotfärbung auftrat, die in wenigen Sekunden der 
hochroten Färbung Platz machte. 

Kocht man mit einer solchen Goldlôsung Seide, so tritt keine 
oder nur sehr geringe Ablagerung des Goldes in der Faser ein 
und zwar aus einem Grunde, der sofort ersichtlich wird, wenn 
man die resultierende Flüssigkeit untersucht. Die vorher gegen 
Elektrolyte hôchst empfindliche Goldlôüsung ist nun indifferent ge- 
worden: ein aus der Seide in Lôüsung gegangener Bestandteil der 
Faser wirkt als Schutzkolloid; erst nach reichlichem Kochsalzzu- 
satz scheidet sich bei längerem Stehen aus der Lôsung ein 
flockiger, roter Niederschlag ab. Ein längeres Verweilen von Seide 
in kalter Goldlôsung liefert kein anderes Resultat. 

b. Goldlüsung nach Brunck. Neuerdings hat Brunck) 
durch Reduction von Goldsalzen mit Natriumhydrosulfit colloidale 
Goldlôsangen erhalten. Die Darstellung verläuft ohne besondere 
VorsichtsmaBregeln glatt, liefert aber ein Colloid, das sich in 
seiner Beständigkeit wesentlich von dem Zsigmond y’schen unter- 
scheidet. Natriumhydrosulfit der Badischen Anilin- und Sodafabrik 
wird nach der Vorschrift von Brunck durch Lôsen in Wasser 
und Fällen mit Alkohol gereinigt. Fügt man 3 cem einer 0.2°/o 
Lôsung dieses Präparates zu einer siedenden Goldchloridlôsung, 
welche in 125 cem 2.5 cem einer 0.6 % Goldchloridlôsung enthält, 
so tritt sofort Reaction ein. Es lassen sich auch grôBere Mengen 
Lôsung in einer Operation darstellen; auch kann man in hôherer Gold- 
concentration, als angegeben, arbeïten. Die erhaltene Lôsung zeichnet 
sich durch ihre Empfindlichkeit gegen Elektrolyte und gegen die 
Faser aus. Einer frisch mit Hydrosulfit dargestellten Goldlüsung 
kann man schon in der Kälte, besser in der Kochhitze durch 
Schütteln mit Seide das Metall entziehen. Die Faser färbt sich 
violett. Der Farbton des Bades schlägt ebenfalls im Violett um; 
nach einigem Kochen kann das Metall vollkommen auf der Faser 
niedergeschlagen werden. 

c. Gemische von Goldlüsungen mit anderen colloi- 
dalen Lôsungen. Von Zsigmondy ist beobachtet worden, 
daB colloidales Gold gebeizte Wolle anfärbt, indem sich die ent- 
sprechende Sorte Goldpurpur bildet. Stellt man eine Lôüsung von 


1) Ann. 327, 250 (1903). 
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Cassius’schem Goldpurpur durch Peptisierang des feuchten Par- 
purs mit Ammoniak her, so kann man ihn mit Hilfe dieser dunkel- 
violetten Flüssigkeit auf Seide übertragen. Ebenso gelingt es mit 
Hilfe eiweifhaltiger Goldlüsangen nach Paal!) Ausfärbungen zu 
erzeugen. Diese Versuche künnte man gewissermafen als Analoga 
der adjektiven Färbungen auffassen; sie erfordern ihrer kompli- 
cierteren Natur nach zunächst nur in zweiter Linie Interesse. 

4 Vanadinpentoxyd. Uebergieft man Ammoniumvana- 
dat des Handels mit verdünnter Salzsäure und verreibt die grô- 
beren Stücke mit einem Pistill, so scheidet sich Vanadinpentoxyd 
als rotbraunes Pulver ab. Beim Auswaschen des abfiltrierten 
Pulvers mit kaltem Wasser tritt ein Punkt ein, bei welchem das 
Waschwasser beginnt, gefärbt durchzulaufen. Man bringt dann 
den Filterinhalt in reines Wasser, worin er sich vollständig lôst. 
Die klare, kräftig rotgelb gefärbte Flüssigkeit läft sich ohne 
nennenswerte Zersetzung filtrieren. Bei längerem Stehen erstarrt 
eine koncentrierte Lüsung dieser Art häufig zu einer Gallerte. 
Die frisch bereitete Lôüsung färbt in der Kälte Seide gelb; in- 
dessen bleibt ein beträchtlicher Teil des Pentoxydes in Lôsung. 
Durch Behandeln von Seide, Wolle oder Baumwolle mit der kochen- 
den Lôüsung verändert sich die Färbung in moosgrün und färbt 
entsprechend an. 

Für die Bereitung von colloidalen Vanadinpentoxydlüsungen 
sind auch ältere Vorschriften bekannt *); indessen ist es mir trotz 
mehrfacher Versuche nicht gelungen, diese zu bestätigen. Der an- 
gegebene, äuBerst einfache Weg dürfte daher unter allen Umständen 
vorzuziehen sein. 

5. Molybdänblau. Es ist bereits lange*) bekannt, da 
man mit Hilfe von Molybdänblau die Faser färben kann, wenn 
der Farbstoff in dieser selbst hergestellt, oder mit Beizen be- 
festigt wird. In der Litteratur finden sich eine ganze Reiïhe von 
Angaben, die auf die Darstellung einer brauchbaren Farbennüance 
abzielen. Andererseits liegen bündige Beweise für die colloidale 
Natur der blauen Lüsung vor ‘). Ausfärbeversuche mit der reinen 
Lüsung selbst sind, wie es scheint, indessen in systematischer 
Weise noch nicht angestellt worden. Zur bequemen und billigen 


1) Ber. 35, 2236 (1902). 

2) Dammer, III, 706. 

3) Berzelius, Lehrbuch V. Aufl. Bd. II, 355 (1844). Dingler polyt. J. 
129, 139 (1853); 201, 82 (1871); 202, 192 (1872). 

4) Guichard, C. R. 131, 389, 419 (1900). 
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Darstellungsweise dieses Colloids geht man von dem käuflichen 
Ammoniummolybdat aus. Man lôst etwa 15gr Salz in 250 ccm 
Wasser und säuert mit reichlich soviel verdünnter Schwefelsäure 
an, wie zum Freimachen der Molybdänsäure nôtig ist. Leitet man 
in diese siedende Lôüsung einen lebhaften Schwefelwasserstoffstrom, 
so färbt sich die Lôsung tiefdunkelblau ; man setzt die Reduction 
fort, bis die Flüssigkeit stark nach Schwefelwasserstoff riecht, und 
unterwirft das Product einer mehrtägigen Dialyse, bis das Aufen- 
wasser schwefelsäurefrei und nahezu farblos erscheint. Durch 
Eindampfen gewinnt man das Colloid als feste, lackartige, tief- 
blauschwarze, Masse, die zu etwa 50°) aus Molybdänblau Mos Os 
besteht und sich klar in heïifem Wasser lôst. Durch nochmaliges 
Reducieren der Lôsung kann man den Farbstoffgehalt natürlich 
vergrôBern; doch geht beim Arbeiten damit durch Oxydation stets 
wieder ein Teil in Molybdänsäure oder Molybdänoxyd über. Die 
dunkelblaue Lôsung des Colloids giebt ihren Gehalt an Molybdän- 
blau zum groBen Teil an die Seidenfaser ab. Orientierende Ver- 
suche zeigten, da etwa b0—75°/o des gelôsten Blaus aufge- 
nommen werden. Wolle und Baumwolle adsorbieren weniger. Salz- 
zusatz befôrdert die Verteilung zwischen Faser und Flotte zu 
Gunsten der Faser. Die mit Molybdänblau imprägnierte Faser 
nimmt bei Belichtung an Tiefe der Färbung in auffälliger Weise 
zu; im Dunkeln geht der Farbton zurück; offenbar liegt hier eine 
unter dem Einflusse des Lichtes auf Kosten der organischen Sub- 
stanz der Faser eintretende reversible Reduction des farblosen, 
gleichzeitig von der Faser aufgenommenen Molybdänoxyds vor. 
Eine Bildung von Molybdänblau durch andere organische Sub- 
stanzen im Lichte ist bereits durch Liesegang') beschrieben; 
an Wolframblau kann man ähnliche Beobachtungen machen. 

6. Wolframblau. Sättigt man nach der Vorschrift von 
Scheibler?) eine etwa b°/ Lôüsung von Metawolframsäure mit 
Schwefelwasserstoff und versetzt die resultierende durch ausge- 
schiedenen Schwefel getrübte Flässigkeit mit Ammoniak, so erhält 
man eine tief dunkelblaue Lôüsung. Diese Lôsung scheint nicht ein- 
heitlich zu sein; sie kann Sulfowolframat, sowie auch niedere 
Oxyde des Wolframs enthalten. Dem entspricht, daB sich durch 
Dialyse dieser Lüsung eine Spaltung in einen schnell diffundieren- 
den blauen Kôrper und in einen zweiten ebenfalls blau gefärbten 
äuferst langsam oder praktisch garnicht diffundierenden erzielen 


1) Phot. Arch. 34, 177 u. 193. C. 1893 II, 305 u. 343. 
2) J. f. pr. Chem. 88, 313 (1861). 
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läBt. Als Färbelôsung ist die frisch bereitete dunkelblaue Lôsung 
ohne weiteres verwendbar. Seide, Baumwolle und Wolle — die 
letzteren weniger gat — werden hellblau angefärbt, ohne daf die 
Färbelôsung erschôpft wird. Salzzusatz befôrdert die Ausscheidung 
des Wolframblaus auf der Faser. 


7. Cadmiumsulfid. Ausgefälltes Cadmiumsulfid läBt sich 
bekanntlich der Faser nicht imprägnieren. Anders verhalten sich 
indessen colloidale Lôüsungen des Sulfids, die man leicht nach der 
Methode von Prost!) erhalten kann. Man fällt Cadmiumsulfid in 
neutraler oder ammoniakalischer Lüsung in der Kälte mit Schwefel- 
wasserstoff, wäscht mit Wasser aus und suspendiert das erhaltene 
Gel in reinem Wasser. Leitet man durch diese Suspension einen 
Schwefelwasserstoffstrom, so entsteht nach einiger Zeit eine homo- 
gene goldgelbe Flüssigkeit, die in durchfallendem Lichte klar, in 
auffallendem trübe erscheint und eventuell durch Dialyse von 
Elektrolytresten, durch Filtration von grôüberen Partikeln befreit 
werden kann. Pflanzliche und tierische Fasern nehmen bei lang- 
samen Erwärmen aus dieser Lôüsung einen Teil des Sulfids auf 
und erscheinen dann hellgelb gefärbt. Ein vülliges ,Ausziehen des 
Farbstoffes“ findet indessen hier ebensowenig, wie bei den meisten 
der vorher beschriebenen Colloide statt. Gegen Belichtung ist die 
Farbe vüllig beständig. 

8. Arsensulfid und Antimonsulfid. Zu der üblichen 
Darstellungsweise dieser Colloide durch Behandeln müglichst elek- 
trolytfreier Lüsungen von arseniger Säure bzw. Brechweinstein 
mit Schwefelwasserstoff ist nichts hinzuzufügen. 

Arsensulfid wird, wenn auch nur teilweise, mit gelbbrauner, 
etwas stumpfer Farbe von der Seidenfaser beim Kochen aufge- 
nommen. 

Antimonsulfid färbt schwach rôtlichgelb. Ein beträchtlicher 
Teil dieses Colloids wird beim Arbeiten in der Hitze als Gel ge- 
fällt und geht für die Faser verloren. Aus demselben Grunde — 
der Unbeständigkeit der Lüsung — ist eine einigermafen gleich- 
mäfige Färbung nicht zu erzielen; das Sulfid ,egalisiert“ schlecht. 

9. Ferrocyankupfer. Frisch gefälltes und sorgfälltig 
durch Auswaschen mit Wasser von Elektrolyt befreites Ferrocyan- 
kupfer wurde nach den Angaben von Graham durch Behandeln 
mit Ammoniumoxalat in den colloidalen Zustand übergeführt. Die 
dunkelrotbraune Lüsung reagiert mit den verschiedensten Fasern, 


1) Bull. acad. d. sciences de Bruxelles [3] 14, 312. 


28 Wilhelm Biltz, 


wenngleich auch- hier in keïinem Falle annähernd vollständige 
Fixierung des Salzes auf der Faser erzielt werden konnte, 

10. Orientierungsversuche sind schliefilich noch angestellt 
worden mit colloidalen Lüsungen von Quecksilber!'), Zinn- 
sulfid, Kupferhydroxyd nach Graham und Molybdän- 
wolframpurpur nach Berzelius?). In allen Fällen hat sich 
ergeben, daB der gefärbte Kôrper an der Faser haftet; eine vüllige 
Erschôpfung der colloidalen Lôüsung an Substanz trat nicht ein; 
besonders charakteristische Erscheinungen, die eine genauere Unter- 
suchung wünschenswert machen, zeigten sich nicht. 

In die beschriebene Klasse von Erscheinungen gehôren auch 
einige bereits bekannte, aber bisher nicht erklärliche, beziehungs- 
weise nicht systematisierbare Beobachtungen. So hatte man bemerkt, 
‘daf Lôsungen von Ferrirutheniumcyanid*) Baumwolle purpurrot 
echt anfärben. Dasselbe ist von dem Rutheniumammoniumoxychlorid#) 
festgestellt worden. Da die betreffenden Stoffe in Wasser colloidal 
gelôst sinä, kônnenn unmebhr diese, früher auffälligen Erscheinungen 
nicht als ausnahmsweise angesehen werden und ihre Klassificierung 
keine Schwierigkeiten bereiten. 

Ebenso verständlich ist die Färbefähigkeit der wenigen, all- 
gemein bekannten anorganischen Farbstoffe, des Berliner Blaus, 
des Turnbulls Blaus und des Ultramarins. Von den ersten hat 
schon Graham reine colloidale Lôüsungen bereitet. Das Ultramarin 
wird als Albuminfarbe, also mit Hilfe eines Schutzcolloids, auf der 
Faser fixiert. 

Von Bedeutung ist schliefilich noch auf organischem (Gebiete 
die hierhergehôrige ÆEntdeckung des colloidalen Indigos durch 
Môhlau und Zimmermann‘), ein Beispiel für die Ueberführung 
eines Küpenfarbstoffes in einen Beïzenfarbstoff; auf anorganischem 
Gebiete ist diesem Vorgange etwa die Herstellung von Cadmium- 
sulfidfärbungen aus der colloidalen Lôsung einerseits, nach dem 
Zweïbadverfahren andererseits an die Seite zu stellen. 

Nach dem vorstehenden mu folgendes als experimentell fest- 
gestellt gelten: 

1. Zahlreiche anorganische Colloide werden in 
mehr oder minder hohem Grade von Baumwolle, 
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1) Lottermoser, anorg. Colloide 1901, 56. 
2) Lehrbuch V. Auf. Bd. 3, 1042 (1845). 
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Wolle und besonders Seide aus ihren Lüsungen 
adsorbiert. 

2. Eine Abhängigkeit dieses Verhaltens von der 
in mannigfacher Weise variierten, chemischen Na- 
tur der colloidal gelôsten Stoffe hat nicht konsta- 
tiert werden kôünnen. 

Es liegt demnach der Gedanke nahe, daB die beobachteten 
Erscheinungen lediglich dem physikalischen Zustande der Stoffe 
ihre Entstehung zu verdanken haben. 

Es erhebt sich die Frage, in wie weit wir berechtigt sind, 
aus diesem Beobachtungsmaterial auf das Wesen des Ausfärbe- 
processes bei den technisch brauchbaren, organischen Farbstoffen 
zu schlieBen. 

Der theoretisch einfachste Fall von Ausfärbung liegt zweifels- 
ohne in den substantiven Färbungen vor, bei denen ohne Zuhilfe- 
nahme einer Beize und ohne chemische Zersetzung des Farbstoffes 
gearbeitet werden kann. Für die substantiven Farbstoffe, insbe- 
sondere die Benzidinfarbstoffe ist durch Krafft!) und Preuner?) 
festgestellt, daB sie sich in Wasser nicht als Elektrolyte, sondern 
als Colloide lôsen. Der Beweis ist durch kryoskopische, ebullio- 
skopische und Dialysierversuche einwandsfrei erbracht. Krafft 
sah in dem Charakter dieser substantiven Farbstoffe als colloidale 
Salze das wesentliche für das Ausfärbevermügen, eine Anschauung, 
welche verallgemeinert werden konnte, da sich herausgestellt hatte, 
daB auch die Beizen und Fixationsmittel der Praxis colloidale Lü- 
sungen liefern; der gleiche Charakter kommt ihren salzartigen Ver- 
bindungen mit Farbstoffen zu. Bei der Woll-und Seidenfäberei schlieB- 
lich spielt nach Krafft der sauere bzw. basische Bcstandteil der Faser 
selbst die Rolle eines Salzbildners. Krafft fafte demnach seine 
Ergebnisse dahin zusammen, da8 das Färben in der überwiegenden 
Mehrzahl der Fälle eine Ausscheidung colloidaler (klebender 
und widerstandsfähiger) Salze auf oder in der Faser sei. 

Durch diesen Nachweïis der colloidalen Natur der substantiven 
Farbstoffe erwächst zunächst der Einführung des Begriffs der festen 
Lôüsungen und der Benützung des Verteilungssatzes eine Schwierig- 
keit; der Verteilungssatz ist unter Zugrundelegung der Gasgesetze 
abgeleitet; daf diese aber für colloidale Lüsungen ohne weiteres nicht 
gelten, ist evident. Andererseits lassen uns die Ausführungen von 
Krafft nach zwei Richtungen hin unbefriedigt. Es fragt sich 


1) Ber. 82, 1608 (1899). 
2) Inaug. Diss. Heidelberg 1898. 
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nämlich, ob nicht ein tieferes VerständniB für den Vorgang der 
Fixierung des colloidalen Farbstoffes auf der Faser gewonnen 
werden kann, als durch den Ausdruck: , Ankleben und Anhaften“ 
angebahnt wird; und zweitens wäre zu entscheiden, welcher von 
den beiden geltend gemachten Faktoren: Colloidcharakter !) und 
Salzcharakter der mafgebende ist. 

Wenn man in der Lage wäre, die Ausfärbungen mit anor- 
ganischen Colloiden und mit substantiven Farbstoffen als wesens- 
gleich zu betrachten, so kônnte man die angeregten Fragen dahin 
beantworten, daB zweifellos der Salzcharakter eines Farbstoffes 
mit dessen Färbeeigenschaft nichts zu thun hat, sondern daB ein 
gefärbter Kôrper unabhängig von seiner chemischen Constitution 
ein Farbstoff werden muB, wenn es gelingt, ihn in colloidale Lô- 
sung überzuführen. Die erste Frage würde sich damit zunächst so 
erledigen, da der Färbevorgang zu den zahlreichen durch die 
Oberflächenbeschaffenheit der Stoffe bedingten Erscheinungen zu 
rechnen ist, Vorgänge, welche hier in besonders auffälliger Weise 
zu Tage treten, wo ungeheuere Oberflächenentwicklung der Colloid- 
partikel mit intensiver Farbe vereint ist. 

Indessen ist es zur Zeit nicht môglich, derartige Schlüsse zu 
ziehen, da nur ein Vergleich der anorganischen Colloide mit or- 
ganischen Farbstoffen, keine Identificierung statthaft ist. Als Vor- 
bedingung für eine Identificierung als Farbstoff ist die Festlegung 
einer Definition dieses Begriffes notwendig. Eine solche fehlt bis- 
her. Demnach wird man in der vorliegenden Identificierungsfrage 
nicht umhin künnen, auf das Urteil des Praktikers und auf die 
Erledigung der Frage nach der technischen Brauchbarkeit der 
colloidalen Lüsungen entscheidenden Wert zu legen. Die Direk- 
tion der Aktiengesellschaft für Anilinfabrikation 
hatte die grofe Liebenswürdigkeit, in ihrer Berliner Fabrik diese 
Prüfung vornehmen zu lassen, wofür ich ihr zu ganz besonderem 
Danke verpflichtet bin. Als Resultat ergab sich, daf neben ge- 
wissen Aehnlichkeiten doch in der technischen Wertschätzung eine 
fandamentale Verschiedenheit zwischen beiden Kürperklassen vorliegt, 


1) Die Wichtigkeit des colloidalen Zustandes von Farbstoff und Faser für 
das Entstehen einer Färbung hat Zacharias [Färberzeitung 1901, 149, 165; 
Z. f. phys. Chem. 39, 468 (1902); Z. f. Karben und Textilchem. 2, 233 (1903)] 
in zum Teil zutreffender Weise betont. Infolge seines mifglückten Versuches, 
die F'ärbevorgänge auf Grund dieser Erkenntnis einer mathematischen Behand- 
lung zu unterwerfen, haben indessen seine umfangreichen Spekulationen in der 
Fachpresse eine um so schärfere Ablebnung gefunden, als er neues experimen- 
telles Material zur Begründung seiner Vorstellungen nicht beigebracht hat, 
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Zunächst ist zu bemerken, daf in allen tecbnisch unter- 
suchten Füällen nur ein Teil des Colloids auf der Faser fixiert 
wird, während von einem eigentlichen Farbstoff innerhalb gewisser 
Concentrationen ein, wenn nicht vülliges, so doch sehr weitgehen- 
des Ausziehen verlangt wird. 

Im Zusammenhange mit dieser Erscheinung steht die Frage 
nach der Waschechtheit. Eine Ausfärbung repräsentiert die Er- 
zielung eines Gleichgewichtszustandes ; wird dieser von der einen 
Seite nur in der Weise erreicht, daB ein beträchtlicher Teil des 
färbenden Kôrpers in der Lüsung verbleibt, so wird beim Be- 
handeln der gefärbten Faser mit Wasser eine dem neuen Gleich- 
gewichtszustande entsprechende Menge Farbstoff in Lôüsung gehen, 
In der That sind die mit anorganischen Colloiden gefärbten Stoffe 
sehr mangelhaft waschecht. Bei diesen Versuchen ist es natür- 
licherweise ausgeschlossen, Waschflüssigkeiten zu verwenden, durch 
welche ohnehin eine chemische Zerstôrung des gefärbten Kôrpers 
bedingt wird. Der Alkaligehalt der üblichen Waschflüssigkeiten 
zersetzt die meisten der verwendeten Substanzen. 

Von wesentlicher Bedeutung ist ferner die Frage nach der 
Reïibechtheit. Die vorliegenden Färbungen sind sehr verschieden 
reibecht. Bei einem Vergleiche von Färbungen mit Cadmiumsulfid 
und Berlinerblau, die einmal nach dem Zweïbadverfahren, anderer- 
seits aus der Lôsung der Colloide vorgenommen wurden, stellte 
sich heraus, daB die ersten bei weitem grôBere Reibechtheit be- 
sitzen. 

Als übereinstimmende Kriterien kônnen hervorgehoben werden: 

1. Die befôrdernde Wirkung von Elektrolytzusäützen auf den 
Färbeeffekt. Eine solche konnte bei Molybdänblau, Wolframblau 
und dem von der Aktiengesellschaft für Anilinfabri- 
kation untersuchten Berliner Blau und dem colloidalen Silber 
(Collargol) nachgewiesen werden. 

2. Die vergrôBerte Aufnahmefähigkeit beschwerter Seide ge- 
über der unbeschwerten. 

8. Die Befôrderung der Aufnahme von Farbstoff durch An- 
wendung hôüherer Temperatur. 

4. Die Verminderung der Ausfällbarkeit anorganischer Colloide 
durch Zusatz von Schutzcolloiden. Man kann diese Schutzwirkung 
verglichen mit der Verlangsamung und dieser entsprechenden 
Egalisierung von Ausfärbungen mit organischen Farbstoffen bei 
Zusatz von Gelatine oder Bastseife, 

Es unterliegt keinem Zweifel, daB ein sich so überaus mannig- 
fach manifestierender Naturvorgang, wie der der Färbung, nicht 
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in eine einzige überall zureichende Theorie eingezwängt werden 
darf. Aber auch für den einfachsten Fall ist, wie ersichtlich, das 
Problem durch die geschilderten Ergebnisse nicht erschôpft. Man 
wird indessen nicht fehlgehen, wenn man auf dem betretenen Wege 
weitere Aufklärung erwartet, denn offenbar hat sich die Frage 
in ganz bestimmter Weise zugespitzt: Unbedingt wird man in der 
Folge mit den beiden Thatsachen zu rechnen haben, daf einerseits 
die typischen substantiven Farbstoffe Colloide sind, andererseits an- 
organische Colloide, wenn auch verschieden vollkommen, von der 
Faser adsorbiert werden. Kôünnen wir nun die Eigenschaften er- 
mitteln, durch deren Fehlen die anorganischen Colloide in ihrer 
Färbefähigkeit beschränkt werden? Sind diese Eigenschaften che- 
mischer Natur oder handelt es sich vielleicht nur um Unterschiede 
in der Beschaffenheit der Colloidpartikel, welche durch feinere 
Hilfsmittel entdeckt werden künnen? 

Einige Umstände scheinen diese Fragestellung zu rechtfertigen: 
Die nach dem Zweïbadverfahren hergestellten Färbungen sind 
reibechter, als die mit Hilfe der colloidalen Lôsungen gewonnenen. 
Nun ist zweifellos das primäre bei der Entstehung eines amorphen 
Kôrpers durch chemische Umsetzung der wässerigen Lüôsungen 
der Componenten die Entstehung einer colloidalen Lôsung, welche 
freilich ohne besondere Vorsichtsmafiregeln sofort zerstôrt wird. 
Sollte nicht die nach dem Zweibadverfahren erzielte reibechte 
Färbung auf die primäre Entstehung einer derartigen Lôüsung 
und zwar einer solchen mit Partikeln von ideal feiner Verteilung 
zurückzuführen sein ? 

Einen weiteren geradezu typischen Fall bietet uns das Ver- 
halten der colloidalen Goldlüsungen. Wie gezeigt wurde, hängt 
ihr Färbevermügen in unzweideutiger Weise von ihrer Bereitungs- 
weise und Beschaffenheit ab. 

Weitere Parallelen künnen zwischen diesen Kôrperklassen 
durch quantitative Untersuchung über die Verteilung der färben- 
den Stoffe zwischen Lüsung und Faser gezogen werden. Wie 
erwähnt, konnte Georgievics für einige organische Farbstoffe 
gewisse, dem Verteilungssatze ähnliche, empirische Formeln auf- 
stellen. Ich bin zur Zeit damit beschäftigt, anorganische Colloide 
zu demselben Endzwecke zu untersuchen. 


Zur Theorie der Elektrokapillarität und der Tropf- 
elektroden. 


Von 
F. Krüger. 


Vorgelegt in der Sitzung am 20. Februar 1904 durch Herrn W. Nernst. 


Das reiche Beobachtungsmaterial auf dem Gebiete der Elek- 
trokapillarität und der Tropfelektroden ist in den letzten Jahren 
noch erheblich erweitert durch die Untersuchungen von S. W. J. 
Smith!)}, Kuëera?) und vor allem durch die umfassenden und 
systematischen Arbeiten von Gouy*). Hinter dem hier Erreich- 
ten ist die Theorie weit zurückgeblieben, die eine grofe Zahl 
eklatantester Abweichungen nicht zu erklären vermag und zwi- 
schen den beiden Hauptausgangspunkten, der Ladungs- und der 
Leitungsstromtheorie, keine endgültige Entscheidung getroffen hat. 
Bei diesem Stande der Dinge erscheint eine kritische Sichtung 
der Theorie, zumal ihre Grundlagen durch die neueren elektro- 
chemischen Ansichten eine wesentliche Aenderung erfahren haben, 
durchaus geboten. 

Eine der wesentlichsten Grundlagen der Theorie der Elektro- 
kapillarität bildet die Auffassung der Polarisierbarkeit der Elek- 
troden, sie führt zu dem erwähnten Dualismus der Leitungs- und 
Ladungsstromtheorie. Lippmann“‘) sowohl wie Helmholtz®) 


1) Zeitschr. phys. Chem. 32, 433. 1900. 
2) Ann. d. Phys. 11, 529. 1903. 
3) Zusammengefaft Ann. de chim. et de phys. (7). 28. S. 145. 1908. 
4) Ann. de chim. et de phys. (5) 5. p.515. 1875. 
5) Monatsber. d. Berl. Akad. 8. XI. 1881. Wied. Ann. 16, 31. 1882. Wis- 
senschaftl. Abh. I. p. 925. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1904. Heft 1. 3 
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betrachten eine polarisierbare Elektrode als einen Kondensator ; sie 
sehen den Strom als einen Ladungsstrom an, dessen gesamte, mit- 
geführte Elektricitätsmenge als positive und negative Belegung 
der Doppelschicht sich der Grenzfläche Metall-Elektrolyt aufla- 
gert. Ein Unterschied zwischen den Theorien von Lippmann 
und Helmholtz besteht nur darin, daB jener die Elektrode ganz 
wie einen gewühnlichen Kondensator auffaft, bei dessen Aufladung 
lediglich elektrische Arbeit zu leisten ist, während dieser noch 
die Arbeit in Rechnung zieht, welche beim Uebergang der Elek- 
trizität aus dem Metall in die Lôsung geleistet wird, und die er 
gleichsetzt der Differenz der ,galvanischen Konstanten“. Da 
Helmholtz diese jedoch als unabhängig betrachtet von der Flä- 
chendichte &, also auch nach seiner Grundhypothese, daf die Flä- 
chendichte & lediglich abhänge von der durch die Zelle geschickten 
Elektricitätsmenge und sich nicht oder nur äufBerst langsam 
mit der Lôsung ins Gleichgewicht setze, von der hindurchgeschick- 
ten Elektricitätsmenge, so kommt er zu demselben Resultat wie 
Lippmann, nämlich daf 
0y 
EVA — —€ 

sein muB, worin y die Oberflächenspannung und Æ die Potential- 
differenz an der Elektrode bedeutet. Daraus folgt bekanntlich, 
da y ein Maximum ist für € — 0, also auch für E — 0. Der 
physikalische Grund der Abnahme der Oberflächenspannung des 
Quecksilbers diesseits und jenseits des Nullpunkts der Potential- 
differenz ist also nach Helmholtz in der elektrostatischen Ab- 
stoBung der elektriseh geladenen Oberflächenschicht des Quecksil- 
bers zu sehen. 

Lippmann führt in seiner Rechnung noch die Kapazität 
der elektrischen Doppelschicht ein, die er als konstant, d. h. un- 
abhängig von der Potentialdifferenz annimmt, und findet dadurcbh, 
da8 die Kurve, welche y als Funktion von Æ darstellt, eine Pa- 
rabel ist. Helmholtz zieht aus seinen Anschauungen noch einen 
anderen Schluf, nämlich, daf &, da es lediglich von der hindurch- 
geschickten Elektricitätsmenge abhängt, sich bei steter VergrôBe- 
rung der Oberfläche mehr und mebr verringert und schlieBlich 
der Null nähert, daf also eine tropfende Hg-Elektrode keine 
Potentialdifferenz gegen die Lüsung besitzt. 

Von der hiermit gegebenen Môglichkeit, Elektrolyte ohne Po- 
tentialänderung mit einem Elektrometer zu verbinden und somit 
die einzelnen Potentialdifferenzen zwischen Metallen und Elektro- 
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lyten zu bestimmen, hat zunächst Ostwald !) in weiterem Umfange 
Gebrauch gemacht. 

Den obigen Theorieen steht nahe die Ableitung von 
Planck?) Sie unterscheidet sich von der Helmholtzschen 
Theorie hauptsächlich dadurch, da über die Art der Anlagerung 
der hindurchgeschickten Elektrizitätsmenge auf der Elektrode 
keine spezielle Annahme gemacht wird; diese Elektrizitätsmenge 
wird nur in das Produkt 6.e zerlegt, worin 6 die GrüBe der Elek- 
trodenoberfläche und e die ,Ladung“ der Flächeneinheit bedeutet. 
Mit Lippmann und Helmholtz nimmt Planck an, da bei 
Dehnung die Ausbildung der Potentialdifferenz an der neugebildeten 
Oberfläche nicht momentan erfolge; dementsprechend ist auch seine 
Auffassung der Wirksamkeit der Tropfelektroden dieselbe wie bei 
Helmholtz. Die freie Energie der Grenzschicht, welche sich 
aus dem elektrostatischen, dem molekularen (thermodynamisch- 
chemischen) und dem elektromolekularen Teil zusammensetzen soll, 
wird zusammenfassend mit F bezeichnet und in das Produkt 6.f 
zerlegt, worin f die Energie der Oberflächeneinheit bedeutet. An 
Stelle der Differenz der galvanischen Konstanten bei Helmholtz 
setzt Planck die osmotische Arbeit, welche beim Ueberführen 
der Ionen aus dem Metall in das Innere (nicht die Grenzschicht) 
der Lôüsung zu leisten ist; da diese unabhängig von der durchge- 
schickten Elektrizitätsmenge ist, so fällt sie auch im Endresultat 
heraus. Dies lautet daher ebenso wie bei Helmholtz 


USE 
SE = — 
d. b. y ist ein Maximum für e und E gleich Null. 

Einen wesentlichen Fortschritt brachten die Arbeiten von War- 
burg*). Sein Verdienst ist es, zuerst darauf aufmerksam gemacht 
zu haben, daB der polarisierende Strom Konzentrationsänderungen 
an der Elektrode hervorbringen müsse, und daB die elektromotori- 
sche Kraft der Polarisation die einer Konzentrationskette sei. In 
seiner Theorie der Elektrokapillarität‘) nimmt er an, da der 
Polarisationsstrom der Hauptsache nach ein Leitungsstrom sei. 
Als Grundhypothese macht er dann, fuBend auf thermodynami- 


ê; 


1) Zeiïtschr. phys. Chem. 1, 583. 1887. Vergleiche auch Ostwald, Encrgie, 
IL. Auf. 1893. p. 933. 
2) Wied. Ann. 44, 385. 1891. 
3) Wied. Ann. 38, 321. 1889. 41, 1. 1890. 
4) Wied. Ann. 41, 1. 1890. 
3* 
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schen Betrachtungen von Gibbs!), die Annahme, daB an der 
Oberfläche des Quecksilbers eine Verdichtung des gelôsten Metall- 
salzes stattfinde und da die Oberflächenspannung des Hg wesent- 
lich nur durch diese Oberflächendichte T° bedingt sei, wogegen der 
elektrostatische EinfluB der Doppelschicht zu vernachlässigen wäre. 
Diese Kondensation steht zu der GAS e bei Planck, wie dieser 
zeigt, in der Beziehung 


F="a"e, 


wo « das elektrochemische Aequivalent des Hg-Salzes bedeutet. 
Für T gilt also dasselbe, was oben über e gesagt ist. Von der 
mit der Konzentrationsveränderung an der Elektrode verbundenen 
Energieänderung sieht jedoch Warburg ab, indem er mit Lipp- 
mann und Helmholtz annimmt, daf das totale Differential 
der Aenderung der Oberflächenenergie gegeben sei durch 


dU — yds + EdQ, 
worin s die Oberfläche und Q die Elektrizitätsmenge bedeutet. 
Durch diese Annahme nähert sich Warburgs Theorie denen 
von Lippmann und Helmholtz,was auch formal in die Er- 
scheinung tritt in ihrem Resultat, daf 
dy r 


dE %! 


d. h. daB y seinen grôüssten Wert erreicht für I’ gleich Null. Der 
fundamentale Unterschied aber besteht darin, daB sie nichts aussagt 
über densog.absoluten Nullpunktder Potentialdifferenz Metall-Lôsung. 
Die Abnahme von y jenseits des Maximums vermag sie nicht zu er- 
klären ohne besondere, weitere Annahmen. Für I wird analog 
wie in den früheren Theorieen für s, resp. e angenommen, daf es 
sich nur sehr langsam mit der Volumkonzentration ins Gleichge- 
wicht setze. Daraus folgt dann, daB an einer Tropfelektrode T° 
gleich Null ist. 

Die Forderung aller obigen Theorieen, daB eine mit einer 
Tropfelektrode verbundene Hg-Elektrode sich im Zustande maxi- 
maler Oberflächenspannung befinden müsse, wurde zuerst von K 5- 
nig?), später vor allem von Ostwald und Paschen bestätigt. 
Die weitere Konsequenz, daf in verschiedenen Elektrolyten die 
Oberflächenspannung des Quecksilbers beim Maximum derselben 


1) Transact. of the Connecticut. Acad., deutsch von Ostwald, 3, p. 380 ff, 
p. 506. 1878. 
2) Wied. Ann. 16, 1. 1882, 
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gleich sei, zeigte sich zunächst für eine ganze Anzahl von Lôsun- 
gen erfüllt. 

Eine eingreifende Umgestaltung erfubr die Lippmann-Helm- 
holtzsche Theorie der Elektrokapillarität, vor allem aber die 
der Tropfelektroden, als Nernst') seine Theorie der Lôüsungs- 
tension auf diese Erscheinungen anwandte. Nach ihr ist bekannt- 
lich die Potentialdifferenz Metall-Elektrolyt lediglich eine Funk- 
tion der Konzentration der betreffenden Metallionen, und da diese 
nicht nur durch Polarisation, sondern auch rein chemisch durch 
Ausfällen verändert werden kann, so zog Nernst den Schlu, 
daB man durch immer steigende Verringerung der Ionenkonzentra- 
tion durch chemische Mittel ebenfalls die Elektrokapillarkurve 
erhalten müfte, was denn auch der Versuch”) bestätigte; der Grund 
der Verringerung der Oberflächenspannung diesseits und jenseits 
des Maximums ist hiernach natürlich ganz nach Helmholtz le- 
diglich die elektrostatische AbstoBung der geladenen Oberflächen- 
schichten. Stärker noch modificiert wurde durch die Nernstsche 
Theorie die Auffassung von der Wirksamkeit der Tropfelektroden. 
Nach ihr stellt sich die dem Gleichgewicht zwischen Metall und 
Lôüsung entsprechende Potentialdifferenz momentan her, die Ab- 
nahme der Potentialdifferenz an einer Tropfelektrode kann also 
nicht wie bei Helmholtz durch die Verringerung der Flächen- 
dichte mit der Dehnung der Oberfläche erklärt werden. Die Aen- 
derung der Potentialdifferenz ergiebt sich vielmehr daraus, da 
zur Ausbildung der Doppelschicht, welche der jeweiligen Poten- 
tialdifferenz entspricht, Ionen der Lüsung entzogen werden, so- 
lange, bis deren Konzentration in der Nähe der Elektroden die 
dem sog. absoluten Nullpunkt entsprechende ist, wo keine Doppel- 
schicht mehr gebildet wird. Der hiernach zu erwartende Effekt, daf 
die Lüsung in der Nähe der tropfenden Elektrode verdünnter, 
dort, wo die Tropfen sich wieder vereinigen, konzentrirter wird, 
wurde von Palmaer*) schlagend bestätigt. 

Dadurch, da8 die Nernstsche Theorie der elektromotori- 
schen Wirksamkeit der Ionen‘) es ermüglichte, die durch Helm- 
ho1lz nur in ihrer Gesamtheit und nur für verschiedene konzen- 
trierte Lôsungen der gleichen Elektrolyte berechenbare Poten- 


1) Nernst, Referat über Berührungselektricität, Beilage zu Wied. Ann. 
1896 Nr. 8. 

2) Zeitschr. f. Elektrochemie, 4, p. 29. 1897/8. 

3) Zeitschr. phys. Chem. 25, 265. 1898. 28, 257. 1899, 

4) ibid. 4, 129. 1889. 
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tialdifferenz von Konzentrationsketten in die drei Potentialsprünge 
Metall-Lôsung 1, Lüsung 1 — Lüsung 2, Lôsung 2— Metall zu zer- 
legen, und nach der von Planck gegebenen Integration die an 
der Grenze der Lôüsungen direkt zu berechnen, war eine weiter- 
gehende experimentelle Prüfung der Theorie der Elektrokapillarität 
und der Tropfelektroden môglich. Hier ergaben sich nun, wie be- 
sonders V. Rothmund!) und später G. Meyer?) fanden, un- 
zweifelbafte Differenzen, wie z. B. die folgende auszugsweise der 
Arbeit von G. Meyer entnommene Tabelle zeigt: 


K | €Ey —€ | & | E | E—(e,—e;) 


Hg | KCI | KCNS | Hg | —0,028 | 0,186 | 0,148 | 0,146 
Hg | KCI| KJ |Hg| 0,122 | 0,284 | 0,390 | 0,226 
Hg | KC1 | Na,S | Hg | 0,561 | 0,365 | 0,983 | 0,416. 


Unter Æ stehen die verschiedenen Ketten, unter e, —e, die Diffe- 
renzen der mittels der Methode der maximalen Oberflächenspan- 
nung gefundenen Eïinzelpotentialdifferenzen, unter e, die Potential- 
differenzen, welche zwei Tropfelektroden in den betreff. Lôsungen 
zeigen, unter ÆE die gemessene elektromotorische Kraft der Kette. 
Wie die letzte Kolumne zeigt, sind die Differenzen dieser Werte 
und die aus dem Maximum der Oberflächenspannung sich erge- 
benden sehr beträchtlich, während sie Null sein sollten, da nach 
der Nernstschen Theorie an der Berührungsstelle der Lôsungen 
infolge des Zusatzes eines indifferenten Elektrolyten keine Po- 
tentialdifferenz besteht. 

Fast dieselben Differenzen, wie die der letzten Kolumne zei- 
gen die Tropfelektroden, ebenfalls im Widerspruch mit der 
durchgehends bestätigten Theorie der Konzentrationsketten. Fer- 
ner ist in diesen Lôüsungen, wie zuerst Gouy*), später auch 
Rothmund‘), S. W. J. Smith‘) und Kuëera‘) fanden, die 
Oberflächenspannung beim Maximum nicht die gleiche, sondern um 
so geringer, je grôBer die erwähnten Differenzen sind. Es kann 
hiernach keinem Zweifel unterliegen, daB nicht immer beim Maxi- 
mum der Oberflächenspannung die Potentialdifferenz Null herrscht ; 
nimmt man an, daB in den Lôüsungen, in denen die Oberflächen- 


1) Zeitschr. phys. Chem. ibid. 15, 1. 1894. 
2) Wied. Ann. 56, 680. 1845. 

3) Compt. rend. 114, 211. 1892. 

4) loc. cit. 


Zur Theorie der Elektrokapillarität und der Tropfelektroden. 39 


spannung beim Maximum dieselbe ist und bei denen sich aus der 
Differenz der zur Hervorbringung des Maximums der Oberflächen- 
spannung erforderlichen Spannungen die Kraft der betreffenden 
Kette richtig berechnen läft, wirklich beim Maximum die Poten- 
tialdifferenz Null herrscht, so ist das Hg beim Maximum in den 
Lôüsungen von KCNS, KJ und Na,S im zunehmenden Grade 
negativ geladen. Dieselben Abweïchungen zeigen sich nach Gôu y 
noch in einer Reïhe von Lüsungen, wenn auch die genannten 
gleichsam typische Füälle sind. 


Schon in seinem oben erwähnten Referat über Berührungs- 
elektrizität hat Nernst darauf aufmerksam gemacht, daB diese 
Abweïichungen im Widerspruch sind mit der Theorie, die die 
elektrokapillaren Erscheinungen allein durch elektrostatische Wir- 
kungen zu erklären versucht. Später ‘) hat er darauf hingewie- 
sen, da mehr chemische Wirkungen der verschiedenen Ionenar- 
ten, welche in verschiedenen Lôüsungen die Doppelschicht bilden, 
die Oberflächenspannung ändern und eine Verschiebung des Nuli- 
punkts bedingen kônnten. Wenngleich eine solche Wirkung als 
môglich zugegeben werden muB, wollen wir hier von ihr absehen 
und nicht näher darauf eingehen, da sie zur Erklärung dieser 
Erscheinungen nicht als unbedingt notwendig erscheint. 


Es fragt sich schliefilich noch, ob es bei diesen Verhältnissen 
nicht geratener erscheint, lediglich die Grundvorstellung der Theorie 
von Warburg anzunehmen, die, da sie die elcktrostatischen Einflüsse 
als zu vernachlässigen klein betrachtet, die erwähnten Beziehungen 
nicht verlangt und daher auch mit deren Nichtbestätigung durch das 
Experiment nicht im Widerspruch ist. Dagegen ist jedoch zu- 
nächst einzuwenden, da8 die ursprünglich Warburgsche Theorie 
die Elektrokapillarkurve nur bis zum Maximum zu erklären ver- 
mag, die Abnahme der Oberflächenspannung jenseits derselben 
jedoch nicht darstellt. Diesen Mangel derselben hat bekânntlich 
G. Meyer?) in mehreren Arbeiten zu heben und die Abnahme 
jenseits des Maximums durch Amalgambildung zu erklären gesucht. 
Abgesehen davon, daf die Existenz eines Wasserstoffamalgams wenig 
wahrscheinlich, die Bildung der Amalgame der Alkalimetalle wegen 
ihrer hohen Lüsungstension nach der Nernstschen*) Theorie 
der Abscheidung von Metallgemischen nur in äuferst minimaler 
Konzentration erfolgen kann und mit der Annahme auch die 


1) Zeitschr. f. Elektrochemie 7, 253 (1900/1901). 
2) Wied. Ann. 56, 680. 1896. 
8) Zeitschr. f. phys. Chem. 22, 539, 1897. 
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Ergebnisse von Messungen') der Polarisationskapazität im Wider- 
spruch stehen, soll hier nur ein Umstand näher hervorgehoben 
werden, der die Aufrechterhaltung der G. Meyÿerschen Hÿpo- 
these wohl nicht als môglich erscheinen läft. Wie nämlich 
Smith und ausführlicher Gouy zeigte, fallen die negativen 
Aeste der Elektrokapillarkurven aller untersuchten Lôsungen sehr 
nahe zusammen, wenn man die Kurven parallel mit sich ver- 
schiebt und zur Deckung bringt; dies Zusammenfallen tritt ein, 
wenn man die Kurven auf die gleiche Potentialdifferenz bezieht. 


0,5 1 15 


Die obenstehende, einer Arbeit von Gouy entnommene Figur giebt 
eine Anschauung hiervon; wir haben hier eine zehnprozentige 
KOH-Lôsung, der dann an der kleinen Elektrode (Kapillare) ein 
Prozent KCI, resp. K Br. u.s.w. zugesetzt wurde, während die 
Lôsung an der grofen Elektrode (Anode) unverändert blieb. 
Wie Gouy später zeigte, fügen sich diesem Gesetz auch die 
Säuren, sowie die Rb- und Cs-Salze. Will man nun den negativen 
Ast durch Amalgambildung erklären, so ist nicht einzusehen, 
warum dieser bei den verschiedensten Amalgamen, deren Konzen- 
trationen noch dazu verschieden sein müssen, gleich sein soll. Wie 
ferner Smith zeigte, geben die Potentialdifferenzen, die zur Er- 


1) F. Krüger, ibid. 45, 1. 1908. 
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zeugung gleicher Oberflächenspannung in verschiedenen Lôsungen 
erforderlich sind in demjenigen Teil des negativen Astes, wo die 
Kurven parallel laufen resp. zur Deckung gebracht werden künnen, 
äuBerst exakt die richtigen Potentialdifferenzen der aus den be- 
treffenden Lôüsungen zusammengesetzten Ketten, was mit Smith 
wobl nur so gedeutet werden kann, da in diesem Gebiet lediglich 
die elektrostatische AbstoBung der Grund der verringerten Ober- 
flächenspannung ist; eine für alle Lüsungen gleiche additive Beein- 
flussung irgendwelcher anderen Art anzunehmen, liegt zunächst 
kein Grund vor. Zur Deutung des negativen Astes scheint hier- 
nach die G. Meyersche Erweiterung der Warburgschen 
Theorie ungeeignet, die Helmholtzsche Theorie dagegen fast 
unumgänglich. 

Ist also die letztere wenigstens in einem gewissen Gebiete 
unbedingt anzunehmen, während sich in einem andern zweifellose 
Widersprüche mit ihr zeigen, so ist zunächst zu untersuchen, ob 
diese Widersprüche vielleicht verschwinden bei Ableitung der Glei- 
chung unter strenger Berücksichtigung der Vorgänge an der Elek- 
trode gemäf der Nernstschen Theorie der Lüsungstension. 
Während nämlich Planck auf die Vorgänge in der Grenzschicht 
überhaupt nicht näher eingeht und, wie erwähnt, auch noch an 
der alten Auffassung der langsamen Ausbildung der natürlichen 
Potentialdifferenz festhält, ist in den Ableitungen von Lippmann 
und Helmholtz, wie aus der obigen Darstellung hervorgeht, die 
Annahme enthalten, daB eine Elektrode polarisierbar sei, ohne daf 
die Ionenkonzentration in ihrer Nähe geändert wird; in ihnen wird 
ein prinzipieller Gegensatz zwischen polarisierbaren und unpolari- 
sierbaren Elektroden angenommen, nur auf die letzteren wird die 
Theorie der Konzentrationsketten angewandt. ÆErscheint das zur 
Zeit der Ableitung der ursprünglichen Lippmann-Helmholtz- 
schen Theorie erklärlich, so ist diese Auffassung unhaltbar ge- 
worden, seitdem durch die Nernstsche Theorie, die hierin über 
die ursprüngliche Helmholtzsche Theorie der Konzentrations- 
ketten hinausgeht, gezeigt ist, daB die Potentialdifferenz nur durch 
die Ionenkonzentration des betreffenden Metalls bedingt ist, gleich- 
gültig welches Salz gelüst, d.h. welche Anionen in der Lüsung 
sind, und daf eine Elektrode nur polarisierbar ist durch Aenderung 
der Ionenkonzentration in der Nähe der Elektrode. Der Unter- 
schied zwischen unpolarisierbaren und polarisierbaren Elektroden, 
wie er z. B. durch Quecksilber in Merkuronitratlüsung und anderer- 
seits in K CI-Lôüsung, gesättigt mit dem äuBerst wenig lôslichen Hg CI, 
dargestellt wird, besteht hiernach darin, daf in jenen durch 
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Diffusion das durch eine angelegte Spannung herauselektroly- 
sierte Salz stets wieder ergänzt und daher die Potentialdifferenz 
nicht geändert wird, während in dieser die geringere Diffusion 
hierzu nicht genügt und sich daher die Elektrode polarisiert; der 
Unterschied zwischen beiden ist also nur ein gradweïiser, bei 
Arten gehen kontinuierlich in einander über. Bei beiden erfolgt 
momentan die Ausbildung der natürlichen Potentialdifferenz. An 
jenem künstlichen Unterschiede lag es, da die Erklärung der Un- 
wirksamkeit der Tropfelektrode in Merkuronitrat auf Schwierig- 
keit stief, die sich hier einfach ebenso wie die Unpolarisierbarkeit 
durch die grôBere Diffusion erklärt. Diese Betrachtungen gelten 
auch für die Warburgsche Theorie. Zwar war Warburg 
der erste, der darauf hinwies, daB der Polarisationsstrom wenig- 
stens teilweise ein Leitungsstrom sei, allein seine ausdrückliche 
Annabme der Lippmannschen Gleichung 


aU = yds+E.dQ 


vernachlässigt die mit der Polarisierung verbundene Konzentrations- 
und hierdurch bedingte Energieänderung der Grenzschicht. Ebenso 
mu er für Tropfelektroden in konzentrierten Hg-Salzlôsungen die 
neue Hypothese machen, daB sich hier wegen der grôBeren Kon- 
zentration die natürliche Potentialdifferenz schneller ausbildet. 

Da hiernach bei jeder Polarisation Konzentrationsänderungen 
in Betracht kommen, jeder Polarisationsstrom also auch zum Teil 
Leitungsstrom ist, so haben wir anstatt der Lippmannschen 
Gleichung die folgende 

dU = yds + Ed Q + p dv, 

worin p den osmotischen Druck der Hg-Ionen und v das Volumen be- 
deutet, und deren zweites und drittes Glied bekanntlich die Nernst- 
sche Gleichung für die elektromotorische Kraft ergiebt ; das erste und 
dritte führt zu der von Des Coudres!) abgeleiteten Beziehung 
zwischen der elektromotorischen Kraft und der Krümmung der 
Oberfläche. Da diese letztere Beziehung jedoch nur sehr 
geringfügige Aenderungen bedingt, soll hier von ihr abgesehen 
werden. Nun ist allerdings ersichtlich, daf das Glied pdv trotz 
der Annahme von Leïitungsstrümen für das Endresultat belanglos 
ist, da in summa die bei dem KreïisprozeB geleistete osmotische 
Arbeit gleich Null ist, wie folgende Betrachtung lehrt. Als Grund- 
hypothese machen wir dabei die Helmholtzsche Annahme 
einer Doppelschicht von endlicher Dicke mit flächenhaften Be- 


1) Wied. Ann. 46, 292. 1892. 
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legangen, deren Schicht in der Lôsang von lonen gebildet wird; 
ist auch zweifellos diese Annahme insofern nicht ganz streng, als 
die Verteilung der Elektrizität in der [üsung auf einer Fläche 
nicht exakt zutreffend ist, sondern sicher auch z. T. räumlich ist, 
so ist sie doch jedenfalls sehr angenäbrt richtig und für die hier 
betrachteten Verhältnisse ausreichend. Die Polarisation einer Elek- 
trode setzt sich dann zusammen aus einem Leitungsstrom zur 
Veränderung der Konzentration und einem Ladungsstrom zur Ver- 
änderung der Flächendichte, wie ich das andern Orts (1. c.) näher 
ausgeführt habe. Von dem irreversiblen Vorgange der Diffusion, 
den Wiedeburg!) zur Erklärung der oben genannten Ab- 
weichungen von der Theorie heranzuziehen suchte, kônnen wir ab- 
sehen, seitdem Smith nachgewiesen hat, da dieser Einflu sebr 
gering und zu vernachlässigen ist. Der KreisprozeB gestaltet sich 
dann folgendermafen : 

1) Wir dehnen die Oberfläche einer Queksilberelektrode von der 
GrôBe s bei konstantem Potential um ds, dabei haben wir die me- 
chanische Arbeit y ds zu leisten. Da auch an der neugebildeten 
Fläche ds sich die der betreffenden Konzentration entsprechende 
Doppelschicht ausbildet, wobei die hierzu erforderlichen Ionen der 
Lôüsung entzogen werden, so müssen wir zur Konstanthaltung der 
Konzentration durch einen entsprechenden Strom diese ergänzen. 
Ist also & die entsprechende Flächendichte, so haben wir die Elek- 
trizitätsemenge « ds durchzuschicken, bekommen also in summa 


A, = yds+E.s.ds. 


2) Wir erhôhen die Potentialdifferenz bei konstanter Ober- 
fläche um dE. Hierzu haben wir in der der Elektrode anliegenden 
Schicht von der, wenn auch geringen, so doch endlichen Dicke 
ôx die lonenkonzentration entsprechend zu verändern. Bezeichnen 
wir mit F die mit einem gr-Aequ. wandernde Elektricitätsmenge 
und rechnen die Konzentration in gr-Aequ., so ist hierzu die Elek- 
tricitätsmenge F.0x F .dE pro Flächeneinheit erforderlich, wenn 
mit c die Konzentration der Hg-Ionen bezeichnet wird. Das Hg- 
Salz betrachten wir hier als vollkommen dissociiert; ist es nicht 
von vornherein der Lüsung zugesetzt, so bildet es sich alsbald 
unter Mitwirkung des gelôsten Luftsauerstoffs. Bemerkt muf 
hier noch werden, da8 wegen des angenommenen Ueberschusses 
eines indifferenten Elektrolyten mit gleichem Anion, der die 


1) Wied. Ann. 59,742. 1896. 
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Stromleitung im Innern fast allein übernimmt, die Ueberführungs- 
zahl hier bekanntlich keine Rolle ri Zur Ausbildung der 


Doppelschicht bedarf es der Menge ——. dE, sodaB wir für die Ar- 


beit bekommen: 


de 


A, = (s+ds).E. CE 


+ F'ôz-. RE. 

8) Hierauf verkleinern wir bei konstanter Potentialdifferenz 
die Oberfläche um ds. Die hierbei gewonnene Arbeit entspricht 
natürlich der bei Vorgang 1, nur ist zu bedenken, daB an der 
Oberfläche ds auch die Konzentrationsänderung wieder rückgängig 
zu machen ist. Wir haben daher: 

: ôc 
pre — (r+5%aE)ds-(E+aR)(e+ ER dE+F. bi “an dE) ds. 

4) Um die Elektrode in den Anfangszustand zurückzubringen, 
ist noch die Potentialdifferenz um dE zu erniedrigen, wozu erfor- 
derlich ist die negative Arbeït 

res ET + F.0% RE 

À, + À, + 4, + À, = O0 ergiebt mit Vernachlässigung der 

kleinen Glieder hôherer Ordnung 


Ôy 
ÔE 


== —e, 


d. h. die ursprüngliche Lippmann-Helmholtzsche Glei- 
chung. Dies Resultat war, wie schon erwähnt, vorauszusehen, da 
die Lôsung bei der Dehnung unverändert bleibt und daher aufer 
den elektrostatischen keine Kräfte auftreten, die eine Veränderung 
der Oberflächenspannung bedingen. 

Nun ist aber zu bedenken, daB, da das Wasser das Queck- 
silber kenetzt, es unter dem Einfluf der Oberflächenkräfte steht, 
die es an der Oberfläche festhalten und dort kondensieren. Daraus 
folgt aber, daB die Konzentration in der unmittelbar anhaftenden 
Schicht eine etwas andere sein wird, als im homogenen Innern 
der Lôsung, eine Annahme, wie sie ganz äbnlich Warburg 
macht. Man kann diese Annahme am einfachsten so darstellen, 
worauf mich Herr Prof. Nernst freundlichst aufmerksam machte, 
daf man dem gelüsten Salz einen von eins verschiedenen Teilungs- 
koëffizienten zwischen der anbaftenden Wasserschicht und dem 
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Innern der Lôüsung zuschreibt; nach allem, was man bisher weiB, 
wird dieser grüBer sein als 1, d.h. die Konzentration des Salzes 
in der Schicht grüBer als in der Lüsung. Für verschiedene Salze 
werden wir den Verteilungskoefficienten als nahe gleich be- 
trachten kônnen. Ferner sei hier im Unterschied von Warburg 
die Annahme gemacht, daf dies Teilungsverhältnis in der Grenz- 
schicht sich augenblicklich ins Gleichgewicht setzt, wie man das 
nach Analogien auf anderen Gebieten zu erwarten hat. 

Da also die Konzentration in der anbaftenden Schicht mit der 
Konzentration c, die ohne die Kondensation jeweils in der Grenz- 
schicht vorhanden sein würde, stets im Gleichgewicht steht, so ist 
zur Ueberführung dieser Konzentration c in die infolge der Ver- 
teilung auf x.c erhühte, keine Arbeit zu leisten. An dem obigen 
Kreïisprozef wird also zunächst nur an Stelle der Konzentration 
c zu setzen sein x.c, wo x den Teilungskoëffizienten bedeutet. 
Dagegen ist zu bedenken, daB bei der Dehnung der Oberfläche 
um ds auch an diesem neugebildeten Teil derselben sich das Ver- 
teilungsgleichgewicht herstellt, wozu Salz der Lüsung entzogen wird. 
Damit also die Konzentration oder die Potentialdifferenz während 
der Dehnung konstant bleibt, ist diese Menge durch den Strom zu 
ergänzen; sie beträgt wenn c die Konzentration im Innern der 
Lôüsung bedeutet (x—1).c.ôr.ds. In À, des obigen Kreispro- 
zesses ist daher noch das Glied E./}.(x—1)c.dx.ds aufzunehmen, 
in À, (E+ dE) F(x—1).c.0x.ds. Das Resultat des Kreisprozesses 
ist dann 


= = —e—(x—1)c.ôx, 


d.h. y ist ein Maximum nicht, wenn &, resp. Æ gleich Null ist, 
sondern wenn & — —F(x—1)c.ôx, wenn also die Elektrizitäts- 
menge, die nütig ist, um die durch die Herstellung des Ver- 
teilungsgleichgewichts in der anhaftenden Schicht bedingte Kon- 
zentrationsverminderung zu kompensieren, mit umgekehrtem Zeichen 
der gleich ist, die zur Beseitung der durch Ausbildung der Doppel- 
schicht bedingten Konzentrationsänderung erforderlich ist. Oder: 
das Maximum liegt dort, wo die Konzentrationsverminderung in- 
folge von Verteilung kompensiert wird durch die Konzentrations- 
vermehrung ‘) durch Ausbildung der Doppelschicht, was nur müglich 
ist jenseits des sog. absoluten Nullpunkts, wo die Oberfläche schon 
negativ geladen ist. In diesem Punkte ist also zur Konstant- 


1) Vergl. Amelung, Dissertation, Gôttingen 1902, und F. Krüger a. a. 0. 
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baltung der Konzentration an der Elektrode bei Dehnung der- 
selben kein Strom erforderlich. Das Glied F(x—1).c.0x ent- 


spricht dem Ausdruck = bei Warburg. 


Hieraus erklärt sich nun ohne weiteres die aus den obigen 
Kurven zu entnehmende Tatsache, auf die auch schon Rothmund 
aufmerksam machte, daf mit zunehmender Komplexität des ge- 
lôsten Hg-Salzes die erwähnten Abweichungen von den Konsequenzen 
der ursprünglichen Helmholtzschen Theorie zunehmen. An 
Stelle von c, der Ionenkonzentration eines vollkommen dissociierten 
Salzes, die wir oben lediglich in Rücksicht zogen, ist nämlich 
bei einem nur teilweise dissociierten Salze, vor allem also bei den 
Komplexsalzen, deren Anionen nur äuBerst wenig dissociiert sind, 
die Gesamtkonzentration c, zu setzen. Um deren für die obige 
Gleichung erforderliches elektrisches Aequivalent zu bekommen, 
ist die Gesamtkonzentration durch die Ionenkonzentration auszu- 
drücken, wobei die Dissociationskonstante # in den Nenner tritt. 
Haben wir z.B. das komplexe Salz KHg(CN),, das primär stark 


dissociiert ist in K und Hg(CN),, so haben wir statt der Hg- 

Ionenkonzentration die Konzentration der Hg(CN)-Ilonen zu 

nehmen, die äuBerst schwach dissociiert sind nach der Gleichung 
Hg+2CN — Hg(ON),. 

Bezeichnen wir mit c, die Hg- und CN-Ionenkonzentration, mit c, 

die der Hg(CN),-Ionen, so ergiebt das Massenwirkungsgesetz 

c? — k.c,, wofür wir, falls der Dissociationsgrad klein gegen 1 


ist, auch schreiben kônnen & — k.c, oder c, — T° worin c, die 


Gesamtkonzentration an Hg (CN), bedeutet. Da k mit zunehmender 


Komplexität abnimmt, so wird c, — + in demselben Male 


grôBer, umsomehr wird also das Maximum auf den negativen 
Ast verschoben. Gleichzeitig ergiebt sich in vülliger Ueberein- 
stimmung mit der Erfahrung eine Verminderung des Maximums 
selbst, wie schon allein daraus folgt, da in diesem Punkt die 
Oberfläche negativ geladen ist. 

Ferner folgt ohne weiteres die sehr interessante Tatsache 
auf welche wohl zuerst G. Meyer!) hinwies und die auch von 
Smith!) und Amelung?) bestätigt wurde, da8 nämlich auch in 


D) loc. cit. Siehe obige Tabelle! 
2) Dissertation, Gôttingen 1902. 
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allen den Lüsungen, welche die bekannten Abweichungen zeigen, 
an einer Tropfelektrode dieselbe Potentialdifferenz herrscht, wie 
beim Maximum der Oberflächenspannung in derselben Lôüsung. Nach 
der Nernstschen Theorie der Tropfelektroden gehen bekanntlich 
solange Hg-Tonen aus der Lüsung heraus, resp. in dieselbe hinein, 
bis P — p geworden ist, bis der osmotische Druck der Ionen der 
Lôsungstension das Gleichgewicht hält. Nachunserer Anschauung wird 
auch in diesem Punkte ein Tropfelektrode noch Konzentrationsände- 
rungen bewirken, da durch die Einstellung des Verteilungsgleichge- 
wichts an dem entstehenden Tropfen eine Konzentrationsverminderung 
stattfindet, indem die unmittelbar fest am Tropfen haftende Schicht mit 
diesem fortgeführt wird. ÆErst wenn jenseits des absol. Nullpunktes 
die Verdünnung des Salzes durch Dehnung kompensiert wird durch 
die Konzentrierung infolge der Doppelschichtenausbildung, bleibt 
die Potentialdifferenz ungeändert; dann ist sie aber nach dem 
Obigen gleich der beim Maximum der Oberflächenspannung. Auch 
hier haben wir demnach die stärksten Abweïichungen in den am 
stärksten komplexen Salzlôsungen. Die zweite Komponente der 
Tropfelektrodenwirksamkeit, die Kondensation des Salzes auf den 
Tropfen wurde in ähnlicher Weise schon von G. Meyer!) aller- 
dings als einzige Ursache, zur Erklärung der Konzentrationsver- 
änderungen durch Tropfelektroden herangezogen. 

Die Asymmetrie der Kurven, welche auf dem positiven Aste 
mit zunehmender Komplexität der gelôsten Salze immer steiler 
abfallen, ergiebt sich nunmehr leicht aus der mit der Kompexität 
der Salze zunehmenden Gesamtkapazität der Elektroden; ein nä- 
heres Eingehen hierauf würde indes hier zu weit führen. 

Wir sind somit zu einer Art Kombination der Lippmann- 
Helmholtzschen und der Warburgschen Theorie gelangt, 
wobei jene freilich modificiert ist durch die Nernstsche Theorie 
der Lüsungstension, diese vor allem durch die Annahme einer momen- 
tanen Ausbildung des Gleichgewichts in der Grenzschicht, und es fragt 
sich nunmehr, was sich daraus für die Lage des sog. abso- 
luten Nullpunktes der Potentialdifferenz, der durch die Gleichheit 
von Lüsungstension und osmotischem Druck definiert ist, ergiebt. 
Da ist zunächst zu bemerken, da, wie die obige Figur zeigt, mit 
Abnahme der Komplexität der gelüsten Salze die Abweichungen 
vom normalen Verhalten immer geringer werden. Wie immer man 
diese Anomalien auch deuten will, eins scheint aus den Kurven der 
Figur mit Sicherheit hervorzugehn, daB sich über die reine Er- 


1) Wied. Ann. 67, 433. 1899, 
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scheinung der elektrostatischen Wirkung eine Stôrung superponiert, 
zunehmend mit der Konzentration und stärker bei den komplexeren 
Salzen, und es fragt sich nur, ob auch z. B. in verdünnter H, SO, 
oder H C1 diese Stôrung noch beim Maximum vorhanden ist oder 
schon diesseits desselben liegt. Nach der oben entwickelten Theorie 
müBte dann beim Maximum die Oberflächenspannung F'(x—1)c.ôx 
verschwindend klein sein im Vergleich zu &. Ein Kriterium hierfür 
würde sein, daf in diesem Punkte die Kapazität einer solchen 
Elektrode lediglich eine Doppelschichtenkapazität ist, was zur Zeit 
wohl mit grofer Wabhrscheinlichkeit behauptet werden kann), 
worauf indessen hier nicht näher eingegangen werden soll. Ein 
weiteres Kriterium besteht darin, daB man nach Smith in dem 
Gebiet der Kurven, das von der Stôrung frei ist, aus der Diffe- 
renz der in verschiedenen Lüsungen zur Hervorbringung gleicher 
Oberflächenspannung erforderlichen Potentialdifferenzen die Kraft 
der aus denselben Lôüsungen zusammengesetzten Kette berechnen 
kann. Nun ist aber bekannt, daf man in der Tat in den ver- 
dünnten Lüsungen einer Reihe von Säuren und Salzen, deren ent- 
sprechende Hg-verbindungen nicht, resp.schwach komplex sind, aus den 
zur Hervorbringung des Maximums nôtigen Spannungen die betreffen- 
den elektromotorischen Kräfte mit gro$er Annäherung richtig be- 
rechnen kann, woraus zu schlieBen ist, daB man sich hier noch in 
dem stürungsfreiem Gebiete befindet, worauf auBerdem auch die 
Gleichheit der Oberflächenspannung in verschiedenen Lôsungen an 
diesem Punkt hinweist. Es erscheint dies als durchaus verständ- 
lich, wenn man bedenkt, daf bei diesen vüllig dissoziierten Salzen 
die zur Aenderung ibrer Konzentration, die ja beim Maximum der 
Oberflächenspannung auferordentlich klein ist, erforderliche Elek- 
trizitätsmenge verschwindend sind gegenüber den zur Ausbildung 
der Doppelschicht notwendigen und daB jene erst beträchtlich und 
von Einfluf werden, wenn bei starker Komplexität auch die Kon- 
zentration des undissoziierten Bestandteils zu ändern ist. Be- 
schränken wir uns also zunächst auf das Gebiet der Elektro- 
kapillarität und der Tropfelcktroden, wo bisher allein ein aus- 
reichendes Beobachtungsmaterial vorliegt, so kommen wir zu dem 
von Ostwald verfochtenen Standpunkte, da der in verdünnten 
Lüsungen nicht komplexer Säuren und Salze erhaltene sog. abso- 
lute Nullpunkt mit grofer Wabrscheinlichkeit als der richtige zu 
betrachten ist. 


1) Vergl. F. Krüger, Zeitschr. f. physik. Chemie 45, 1. 1903. 


Grundzüge einer allgemeinen Theorie 
der linearen Integralgleichungen. 


(Erste Mitteilung.) 


Von 
David Hilbert in Güttingen. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 5. Mürz 


Es sei X(s,t) eine Funktion der reellen Veränderlichen 5, #; 
f(s) sei eine gegebene Funktion von s und q(s) werde als die zu 
bestimmende Funktion von s angesehen; jede der Veränderlichen 
s, t môüge sich in dem Intervalle a bis b bewegen: dann heife 


fe) = JG 9P@& 
‘ne Integralgleichung erster Art und 
F6) = POI" K6, 9 Odt 


eine Integralgleichung aweiter Art; dabei bedeutet À einen 
Parameter. Die Funktion K(s, t) heiBe der Kern der Integral- 
gleichungen. 

Durch die Randwertaufgabe in der Potentialtheorie wurde 
zuerst GauB auf eine besondere Integralgleichung geführt; die 
Benennung ,Integralgleichung“ hat bereits P. du Bois-Rey- 
mond') angewandt. Die erste Methode zur Auf Iôsung der Inte- 
gralgleichung zweiter Art rührt von C. Neumann”) her: dieser 
Methode zufolge erscheint die Function (s) direct als eine unend- 


1) Bemerkungen über 4s = 0. Journ. f. Math. Bd. 108 (1888). 
2) Ueber die Methode des arithmetischen Mittels. Leipz. Abh. Bd. 18 (1887), 
Egl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Matb.-phys. Klasse 1904. Heft 1. 4 
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liche Reïhe, die nach Potenzen des Parameters À fortschreitet und 
deren Coefficienten gewisse durch mehrfache Integrale definirte 
Funktionen von s sind. Eine andere Formel zur Auflôsung der 
Integralgleichung zweiter Art fand Fredholm'!), indem es ihm 
gelang, q(s) als Bruch darzustellen, dessen Zähler eine beständig 
convergente Potenzreihe in 4 mit gewissen von s abhängigen Coeff- 
cienten ist, während als Nenner eine.beständig convergente Potenz- 
reihe in À mit numerischen Coeffcienten auftritt. Den directen 
Nachweis der Uebereinstimmung der Formeln von C. Neumann 
und Fredholm erbrachte auf meine Anregung hin Kellogg ?. 
In dem besonderen Falle gewisser Randwertaufgaben in der 
Potentialtheorie hat Poincaré*) als der Erste den Parameter 
eingeführt und ihm gelang es auch zuerst nachzuweisen, daB die 
Lôüsung notwendig als Quotient zweier beständig convergenter 
Potenzreihen in 4 darstellbar sein muB. Eine dritte Methode zur 
Lôsung der Integralgleichung zweiter Art, die auch zugleich auf 
die Integralgleichung erster Art anwendbar ist, werde ich in einer 
späteren Note in diesen Nachrichten auseinandersetzen. Die Auflésung 
besonderer Integralgleichungen gelang Volterra‘). In gewissen 
Fällen läft sich die Integralgleichung erster Art auf die zweiter 
Art nach einer von mir angegebenen Methode‘) zurückführen. 
Die nähere Beschäftigung mit dem Gegenstande führte mich 
zu der ErkenntniB, daf der systematische Aufbau einer allgemeinen 
Theorie der linearen Integralgleichungen für die gesamte Ana- 
lysis, insbesondere für die Theorie der bestimmten Integrale und 
die Theorie der Entwickelung willkürlicher Funktionen in unend- 
liche Reïhen, ferner für die Theorie der linearen Differentialglei- 
chungen sowie für die Potentialtheorie und Variationsrechnung 
von hôchster Bedeutung ist. Ich beabsichtige in einer Reihe von 
Mitteilungen die Frage nach der Lôüsung der Integralgleichungen 
von neuem zu behandeln, vor Allem aber den Zusammenhang und 
die allgemeinen Eigenschaften der Lüsungen aufzusuchen, wobei ich 
meist die für meine Resultate wesentliche Voraussetzung mache, 


1) Sur une classe d’équations fonctionnelles. Acta mathematica Bd. 27 (1903). 
und die daselbst citirte Abhandlung über denselben Gegenstand aus dem Jahre 1899. 

2) Zur Theorie der Integralgleichungen. Gôütt. Nachr. 1902. 

3) Sur les équations de la physique mathématique. Rendiconti del circolo di 
Palermo t. 8 (1894). La méthode de Neumann et le problème de Dirichlet. Acta 
mathematica Bd. 20 (1896—97). 

4) Sopra alcune questioni di inversione di integrali definiti. Annali di mate- 
matica 8. 2 t. 25 (1897). 

5) Vgl. Kellogg, Zur Theorie der Integralgleichungen. Inaugural - Disser- 
tation, Gôttingen 1902, sowie Math. Ann. Bd. 58. 


, * 
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daf der Kern X(s,t) der Integralgleichung eine symmetrische 
Fuanktion der Veränderlichen s, é ist. Insbesondere in dieser ersten 
Mitteilung gelange ich zu Formeln, die die Entwickelung einer 
willkürlichen Funktion nach gewissen ausgezeichneten Funktionen, 
die ich Eigenfunktionen nenne, liefern: es ist dies ein Resultat, 
in dem als specielle Fälle die bekannten Entwickelungen nach trigo- 
nometrischen, Bessel’schen, nach Kugel-, Lamé’schen und Sturm’schen 
Funktionen, sowie die Entwickelungen nach denjenigen Funktionen 
mit mehr Veränderlichen enthalten sind, wie sie zuerst Poincaré 
(L c.) bei seinen Untersuchungen über gewisse Randwertaufgaben 
in der Potentialtheorie nachwies. Meine Untersuchung wird zeigen, 
da8 die Theorie der Entwickelung willkürlicher Funktionen durchaus 
nicht die Heranziehung von gewühnlichen oder partiellen Differential- 
gleichungen erfordert, sondern daB die Integralgleichung es 
ist, die die notwendige Grundlage und den natürlichen Ausgangs- 
punkt für eine Theorie der Reïhenentwickelung bildet. Das merk- 
würdigste Resultat ist, daf die Entwickelbarkeit einer Funktion 
nach den zu einer Integralgleichung zweiter Art zugehôrigen 
Eigenfunktionen als abhängig erscheint von der Lüsbarkeit der 
entsprechenden Integralgleichung erster Art. 

Zugleich erhält dabei die Frage nach der Existenz der Eigen- 
fanktionen eine neue und vollständigere Beantwortung. In dem 
besonderen Fall der Randwertaufgaben der Potentialtheorie hat 
bekanntlich die Existenz der Eigenfunktionen zuerst H. Weber!) 
auf Grund des Dirichlet-Thomsonschen Minimalprincipes zu 
beweisen gesucht und sodann hat Poincaré (1 c.) den Beweis 
dafür für jenes besondere Problem mit Benutzung der von H. A. 
Schwarz ausgebildeten Methoden wirklich erbracht. Durch An- 
wendung meiner Theoreme folgt nicht nur die Existenz der Eigen- 
funktionen im allgemeinsten Falle, sondern meine Theorie liefert 
zugleich in einfacher Form die notwendige und hinreichende Be- 
dingung für die Existenz unendlich vieler Eigenfunktionen. Dieser 
Erfolg ist wesentlich durch den Umstand bedingt, daB ich nicht, 
wie es bisher geschah, in erster Linie auf den Beweis für die 
Existenz der Eigenwerte ausgehe, sondern vielmebr zunächst ein 
allgemeines Entwicklungstheorem (S. 69—70) aufstelle und dann 
aus diesem ohne Mühe die Bedingungen für die Existenz der Eigen- 
werte und Eigenfunktionen abzuleiten vermag. 

Die Methode, die ich in dieser ersten Mitteilung anwende, 


1) Ueber die Integration der partiellen Differentialgleichung Au + k'u = 0. 
Math. Ann. Bd. 1. (1868) 
4* 
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besteht darin, daB ich von einem algebraischen Problem, nämlich 
dem Problem der orthogonalen Transformation einer quadratischen 
Form von # Variabeln in eine Quadratsumme ausgehe und dann durch 
strenge Ausführung des Grenzüberganges für # — co zur Lüsung des 
zu behandelnden transcendenten Problemes gelange !). Dieser Grund- 
gedanke ist als heuristisches Hülfsmittel bereits von anderen Autoren 
häufig herangezogen worden, insbesondere von Lord Rayleigh?); 
ich habe denselben zu einem beweisenden Prinzip umgestaltet. 
Der leichteren Faflichkeit und der kürzeren Darstellung wegen 
habe ich mich in dieser Mitteilung stets auf den Fall einer Integral- 
gleichung mit einfachem Integrale beschränkt. Doch sind die 
Methoden und Resultate auch gültig, wenn in den oben angegebenen 
Integralgleichungen an Stelle der einfachen Integrale D oppel- oder 
mehrfache Integrale stehen und XÀ sodann entsprechend eine 
symmetrische Function zweier Reihen von Variabeln bedeutet. 


1 
Lôsung des algebraischen Problems. 


Es môügen K(s,t), f(s), p(s) die zu Anfang dieser Mitteilung 
angegebene Bedeutung haben; jedoch nehmen wir das Intervall der 
Variabeln s, é der Einfachheit halber als das Intervall O bis 1 an; 
auBerdem sei X (s, {) eine symmetrische Funktion in s,t. Ferner 
verstehen wir unter n- eine bestimmte positive ganze Zahl und 
führen folgende abkürzende Bezeichnungen ein: 

Æ,, = k(?, 2) (», Je 1 2, …) n) 
Kxy TE: K,,x,y, TE LiYat 7 nYti+ K,,2,y, 

Fa 2 Kn%,Va) (Æ, "+ Æ,,) 


 — o(?), 1e (Ë) (p = 1, 2,...,n), 


n 
KE, = K,a,+K,x,+..+XK,x,, 
Kx, — KE 2, + K,2,;Fe.—+ K,,%n 
Kx, eg K,t+K, T3 + res ze X,, LM 
[æ, y] = LYi+dYt "+ Yne 
1) Die Grundidee dieser Methode habe ich seit W.-S. 1900—1901 wiederholt 
im Seminar und in Vorlesungen zum Vortrag gebracht. 
2) Vgl. Rayleigh, The theory of Sound, 2. ed. London 1894—96 und 
Pockels-Klein, Ueber die partielle Differentialgleichung Au + kK?w — 0 und 
deren Auftreten in der mathematischen Physik. Leipzig 1891. 
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Es ist offenbar 
Kxy = [Kx, y] = [Ky, x]. 


Wir legen nun das algebraische Problem zu Grunde: es seien 
aus den n linearen Gleichungen 


[, = Pa—(Kpi+..+K, gp, ; 
( fs = Pa—l(Kupi+.+K, op), 


oder kürzer 


re Sen Ah nn 


die » Unbekannten ®,, p,, ...,o, zu ermitteln, während die Werte 
f, und die Coefficienten Æ,, gegeben sind und Z ebenfalls als ein 
bekannter Parameterwert anzusehen ist. Wir ziehen zugleich die 
Eigenschaften der Lüsungen und den Zusammenhang mit dem 
Problem der orthogonalen Transformation der quadratischen Form 
Kzx in Betracht. 

Um dieses algebraische Problem zu lôsen, gebrauchen wir die 
Determinanten 


NAT KZ... ik. 
d(?) — —IX,,, 1—IK,,, .…, —1K,, 
RER À VELUX 
0 Li Ts) ) LA 
VAUIR cos lR ob. bte 21e 
D( ni + dt: Vs) —lK;,, 1—IX,,, S100S) —lK,, ? 


abnice le Le le + 4000 a Dh) or(er otre) 920. 9.50... 


Yn) —1X,, —IX,,, .….) 1=-7X 
deren erste die Diskriminante der quadratischen Form 
[x, «]—1Kax 


ist. Bezeichnen wir mit D (, sd diejenige Determinante, die aus 
D(, 5) entsteht, wenn man darin allgemein y, durch 


Ky, = nt Æntste + EL 
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ersetzt, so gilt 2 wie leicht ersichtlich ist, identisch in x, y und / 
die Gleichang : 


(3) d(D[x, + D ,)-1D C #) 210; 


Unser Problem bestand nun darin aus den Gleichungen (1) 
oder (2) die # Unbekannten ®,, y,,..., g, zu ermitteln, d. h. eine 
Linearform 


[p, y] = piy+p y +... +p,7, 
zu finden, die identisch in y die Gleichung 
F, y] = [, y]—1[K, y] 
erfüllt. Da wegen 
E, = K 


Pq gp? 
[Kw, y] = [y, Ky] 
ausfällt, so ist die zu erfüllende Gleichung mit der Gleichung 


[f, y] = [y, y]—1ly, Ky] 


gleichbedeutend und diese Gleichung wird, wie aus (3) unmittelbar 
einleuchtet, durch die Formel: 
Din) 


(4 pie 


notwendig 


gelôst. Wenn also der Parameterwert ! so beschaffen ist, daf 
d(1) + 0 ausfällt, so sind die Coefficienten der Linearform (4) die 
gesuchten Werte der Unbekannten ®,, p,, ..., g.. 

Bekanntlich sind die Wurzeln der Gleichung 


d(l):—"°0 
sämtlich reell; wir bezeichnen sie mit 
AA a hs) 1" 


und nehmenan, da sievoneinander verschieden sind. 
Bedeuten d,, (1), ..., d,,(!) die Unterdeterminanten der Determi- 
nante d(l) in Bezug auf ihre n Diagonalelemente und ist d'(l) die 
Ableitung von d(l) nach {, so gilt identisch in / die Gleichung 
di@+-.+d4M (0) = nd()—-1d'() 
und hieraus folgt für ! — 1° 
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(6) ds (1) Lot d. (®) = [97 (F9). 


Da unserer Annahme zufolge d'(l*) nicht Nall sein kann, so sind 
auch die links stehenden Unterdeterminanten gewiB nicht sämtlich 
Nall, d. h. die homogenen Gleichungen 


Pi —lKy, = 0 
(6) Rd 
p.—lKp, = 0 


besitzen für ? = l° ein gewisses Lôsungssystem 
Pi = Pire Ps = Pa 


das bis auf einen allen diesen n GrüBen gemeinsamen Factor ein- 
deutig bestimmt ist. Da wegen (3) die Coefficienten von Y,,..., y, 
in dem Ausdruck 
D (r, 4 
y 


unabhängig von den Werten z,,...x, Lôsungen der homogenen 
Gleichungen (6) sein müssen, so gilt der Ansatz 


D{e,%) = [8° allo, y] 


wo der erste Faktor rechts eine lineare Form in x,,..., x, bedeutet. 
Hieraus folgt wegen der Symmetrie des Ausdrucks linker Hand 
bei Vertauschung von x mit y 


D(,?) = Ce”, as" y, 


wo unter C eine von x, y unabhängige Constante zu verstehen ist, 
und wenn wir den vorhin erwähnten gemeinsamen Faktor geeignet 
gewählt denken , so finden wir 


@) D{e, 4) = +19", al[p%, y] 


Aus dieser Gleichung schliefen wir durch Vergleich der Coeff- 
cienten der Producte 


ZX, Y;; 2207 Lu Yn 
auf beiden Seiten die speciellere Formel 
(8) d,, () + rs + 1 Bel (1) — à [p”, p"] 


und wegen (5) ist somit 
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(°) [p®, gp] = +0), G=12,..,n) 
und sodann nach (?) 


D (is, e 1) (A) @) 
(10) 1wd' () d' @) — = eu, (h TT d, 2, . 
Die Gleichung (9) zeigt an, daB in den Gleichungen (7), (8) das 
obere bez. das untere Vorzeichen auf der rechten Seite zu nehmen 
ist, je nachdem !° d'(l®) positiv oder negativ ausfällt. Die Glei- 
chungen (6) schreiben wir als Identität in z, wie folgt 


(11) [p”, x] = l°[9°7, Kx] 


und entnehmen daraus, weil !® und !® bei ungleichen Indices ver- 
schieden sind, die Beziehung 


[p®, p®] = 0, (h + D). 


Um endlich den Zusammenhang mit der Theorie der orthogo- 
nalen Transformation der quadratischen Form zu erhalten, gehen 
wir von dem Ausdruck 

nf.) 
2 


d(E) 


aus. Da der Zähler eine Function (#—1)-ten Grades in / und der 
Nenner vom nten Grade in L ist, so erhalten wir nach den Regeln 
der Partialbruchentwickelung unter Benutzung von (10) 


ra) 


D{, ) D (e, ,) D ( cn) "| 
hr Le = ENT ei + "0 <- LL pi 
d (?) d' (e®) 1—1® d' (a) L—1" 
# [p", x][o‘”, y] 2 , Lo“, x][o®, y] 1 


[o”, 30) 11 Mie [p”, p"] 1-10? 


eine Formel, die identisch in x, y, L erfüllt ist. Für ! — 0 gehen 
hieraus die Formeln 


D (r, «| D (e, À 
y. 
(12) [x, y] = 1" d' («®) re D l d' (”) 


(1) p® (s) €) 
on den 
hervor. Setzen wir hier an Stelle von y die lineare Combination 
Xy, 80 erhalten wir mit Rücksicht auf (11) die Identität 
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D(r,!) D(r,®) 
Re Li coins Les 
(Fey d' (®) hs SE (+) d' LS) 


[g°”, +] Cp°”, y] [p°”,x][p°”,y] 
(15) Ze, ge] ++ Ip”, p° ®, Pa N 


Wir fügen noch die besonderen Formeln hinzu, die aus den beiden 
letzteren durch Gleichsetzen der x mit den y hervorgehen: 


Ant 


(14) Kzy = [Kx, y] = [x, Ky] — 


(16) Bale og ++ 75700) 
”. [œ (@)  &l [p (s) : ZT. 
[p°, ] * FT Te, 7] 


D(»,® Dr,” 


PL pt 
EE 1°[p Ha op] 1" Ip”, p”] 


(17) Kzx — 


IL. 
Lüsung des transcendenten Problems. 


Wir erinnern an die Bedeutung der GrôBen K,,, wie sie am 
Anfange von Abschnitt I aus der Fanktion X{s,t) gebildet 
worden sind und nehmen an, daB Æ(s,t) eine symmetrische 
stetige Funktion der Variabeln s, é in den betrachteten Inter- 
vallen O bis 1 sein môge. Unsere Methode erheischt die strenge 
Duorchführung des Grenzüberganges für n — co. Der in Abschnitt 
I zunächst erledigten algebraischen Aufgabe entspricht das trans- 
cendente Problem, die Integralgleichang zweïiter Art 


fo) = #0) —2 [K (6,9 p00 de, 


aufzulôsen. Wir beschränken uns in diesem Abschnitt II im 
wesentlichen darauf, nach unserer Methode die zur Auflüsung 
der Integralgleichung nôtigen Formeln zu gewinnen, wie sie von 
Fredholm zuerst angegeben worden sind. 

Entwickeln wir d(l) nach Potenzen von !, wie folgt: 


D = 1—-d,1+4P—... +47, 
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80 ist, wenn k irgend einen der Indices 1, 2, ..., n bedeutet, 
Kyin Kyips Ti K} Ph 
dd» Kpini Kpsps *** Kpip (RRTR a) 
DB om) : re: Ds, Dim, 2,-..,n 
Kyypi Kyips Le Kynv " 
Die Summe rechter Hand besteht aus (, Determinanten; nach 


einem bekannten Satze !) überschreitet der absolute Wert einer 
jeden Determinante gewiB nicht die Grenze VX" Æ', wo K das 
Maximum der absoluten Beträge der Funktionswerte K{s,f) be- 
deutet. Hieraus entnehmen wir 


Th h h° h & 
LARS fai VA" K' = _. (nK) = Eee 
d. h. es ist 


eK \* 

+ Sy) 
Andererseits finden wir leicht, wenn k festgehalten wird, in 

der Grenze bei unendlich wachsendem » 


(19) ” LH =e,, 


n=œN 
wo 0, die Bedeutung eines k-fachen Integrales hat: 
K(s,, s,), Æ{s,, 5,), +++, Æ{s,,5,) 


Nemo tés re hole, e-.s,e, ee. eh sie enel ee 


X(s,, S,), K(s,, 83) Es Ks,, 8) 
Aus (18) und (19) folgt auch 


1 «1 
= >7l 


0 


K h 
20 É = (=. 
( ) h VA 
Wir führen nun die von Fredholm zuerst angegebene und wegen 
(20) beständig convergente Potenzreihe 
d(1) = 1—0,4 + 0,4? — 0, 4 +... 
ein und stellen dann folgenden Hilfssatz auf: 

Hilfssatz 1. Der Ausdruck a(À) convergirt bei unendlich 
wachsendem n# gegen d(4) und zwar ist diese Convergenz eine 
gleichmäBige für alle Werte von À, deren absoluter Betrag 
unterhalb einer beliebig gewählten positiven Grenze 4 gelegen 


: 1) Hadamard, Bulletin des sciences mathématiques (2) XVII (1893). 
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ist. In demselben Sinne convergirt der Ausdruck # d (2) gegen 
d (1). 

Um diesen Hilfssatz zu beweisen, nehmen wir im Gegensatz 
zu demselben an, es existire eine positive Grôfe & derart, daB für 
unendlich viele ganzzahlige n und zugehôrige Werte von 1 mit 
absoluten Beträgen unterhalb 4 stets 


La (E)-2@>e 


ausfällt. Nuonmehr wählen wir die ganze Zahl m so grof, daf 
folgende Bedingungen erfüllt sind: es soll für alle 4, deren ab- 
soluter Betrag unterhalb 4 liegt, 


(21) Pda mure |) 


EF 
sein; ferner sollen die Ungleichungen 
(22) m > (2eKA) 
1 € 


erfüllt sein; dann ist gewi8 im Hinblick auf (18) und (22) für 
jedes » auch 


À d d d d 
—| — LE ee + me gun mtt gmti + Un 9m 
a(+) T : A+ += À F nn À “ +4 
1-4 pe ris (0 = &# <1) 
oder wegen (23) 
À d d € 
Ce) V0 | (Re pREs 0e Se mn Ve) —— 
(24) ja(à) (1 a+ £a) BE 


Nachdem die ganze Zahl m in dieser Art bestimmt worden 
ist, wählen wir die ganze Zahl n so groB, daf 


1 2 2 + m L] 


—fi-aapa,#-..+8r)< 


ausfällt; wegen der Gleichung (19) ist eine solche Bestimmung 
von # gewiB müglich. Die Ungleichungen (21), (24), (25) zeigen 


nun, daB der Unterschied zwischen (+) und Ô(4) absolut ge- 
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nommen weniger als e betragen muB; diese Folgerung widerspricht 
unserer Annahme und damit ist Hilfssatz 1 bewiesen. 


Um zu erkennen, wie sich für die Determinante D, sw der 


Grenzübergang zum transcendenten Problem gestaltet, verstehen 
wir unter æ(s) und y(s) zwei willkürliche stetige Funktionen der 
reellen Variabeln s im Intervall O bis 1 und setzen allgemein 


=) = vf) 


in jene Determinante D (e, ,) ein. Sodann entwickeln wir. die- 


selbe nach Potenzen von !, wie folgt : 


D) = 25) (ns) +2(p 


und finden leicht in der Grenze bei unendlich wachsendem #, wenn 
h festbleibt, 


x 
L = a). 
WO À, () die Bedeutung eines k-fachen Integrales hat: 


On "r(6Jar(s), #.:T(8,) 
(5) = f. PO EG EGu 0). FC) |, 


y(S), K(5,, 8), K (5,,5,), K(s, 53) 
Führen wir nun die beständig convergente Potenzreihe ein: 


aa) - a(,)-4(5)a+2(0)8-. 


so folgt durch einen entsprechenden Beweis wie vorhin der fol- 
gende Hilfssatz : 


Hilfssatz 2. Der Ausdruck +D(5) convergirt bei un- 
endlich wachsendem n gegen 4 (,,) und zwar ist diese Conver- 


genz eine gleichmäBige für alle 1, deren absoluter Betrag unterhalb 
einer beliebig gewählten positiven Grenze 4 gelegen ist. 


Wie man sieht, ist 4 (a, ) eine Potenzreihe in À, deren Coeffi- 
cienten noch von den willkürlichen Funktionen x(s), y(s) abhängen. 
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Wir gehen dazu über, in der Formel (3) den Grenzübergang 
für #n — © zu vollziehen. 

Bedenken wir, daf zufolge der eingangs eingeführten Ab- 
kürzungen 


Ky, = PA ne NT A CE fl 2 


71 TRES 1 Der 2 p n n 
em rates +2 (EE) (E) 
ist, so erhalten wir durch das nämliche Verfahren, das zu den 
Hilfssätzen 1 und 2 führte, die Formel 


À RUE À 1 7 
L nm 4 Gr x) be hr ! (1x4) 
112 (a, :)| 
Y/ Jys) =f K (5, t) y(0 dt 


cd + (& a = 6,9 ne 


0 


Setzen wir daher in der Formel (3) ! — = ein und dividiren 
dieselbe durch n, so liefert der Grenzübergang für unendlich 
wachsende #:: 

1 x 
26) 8(4)f x(s) y(s)d a(a%)-2 Lt) dt = 0. 
@8) au) 26) y (a+ 2(,) af Deer 


Ÿ 


Diese Formel ist eine Identität in 4 und gilt, wenn x(s), y (s) 
irgend welche stetige Funktionen ihres Argumentes sind. 
Setzen wir in dieser Formel (26) 


z(r) = K(r,s) und y(r) = K(r,t) 
ein und benutzen die Abkürzung 
HA 

CORP TELE al a(s, Sins — (4) K(s,6), 
y(r)=X(r, à 

so geht (26) über in 

(28) 8G)Æ(s)+4(:;50-—4f A(G;5,r) K(4r)dr = 0. 
0 


Setzt man endlich 


so erhält man 
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(29) K(s,t) = K(s,8)—4/["K(sr) K(ér)dr. 
0 


Im Vorstehenden sind 4(4; 5, t) und K(s, ét) symmetrische Funk- 
tionen der reellen Veränderlichen s, {, die noch den Parameter 
1 enthalten; die Formeln (28) und (29) gelten identisch in 5,4 
und À. 

Die Funktion K(s,t) heile die lüsende Funktion für den 
Kern Ks,t); mittelst derselben läBt sich nämlich die zu Grunde 
gelegte Integralgleichung zweiter Art 


fs) = p(s5)—4 EC 1) p(#) dt 
auflôsen, wie folgt: 
p(s) = FE)+ A" K(s,5) (D dt. 


Man erkennt dies sofort durch Einführung der rechten Seite der letzten 
Formel in die voranstehende Integralgleichung; zugleich erkennen 
wir hieraus die Eindeutigkeit der Auflôsung der Integralgleichung 
zweiter Art für solche 4, die nicht Nullstellen von Ô (4) sind. 

Für 4(4;5s,t) erbalten wir aus den obigen Angaben die 
Reïhenentwickelang 

4Q,;5,t) = —K(s,t)+4,(s,t)1—4, (st) +—..., 

wo 5 
K(s,t), K(s,s,), .…, K(s, 5) 


L 
A0 = ff ED AD 2 RC a 


l 
è ONE ARE t-ferh ie elties 
K(s,,t), K(s,s), 1 K(s,s,) 
bedeutet. Aus dieser Formel folgt leicht die Identität in 4: 
(80) . dG) = ['AUG;s, s) ds. 
0 


Die s0 erhaltenen Formeln sind nichts anderes als die bereits 
mehrmals erwähnten Formeln von Fredholm. 


ILE 


Das transcendente Problem, welches der orthogonalen Transformation 
der quadratischen Form in eine Quadratsumme entspricht. 
Unsere wichtigste Aufgabe besteht darin, diejenigen algebrai- 
schen Untersuchungen in Abschnitt I, welche die orthogonale Trans- 
formation der quadratischen Form Xxx betreffen, durch Ausfübrung 
des Grenzüberganges für # — © auf das transcendente Gebiet 
zu übertragen. 


- 


A] 
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Zu dem Zwecke beweisen wir zunächst folgende Sätze über 
die Nullstellen von 0 (1). 

Satz 1. Die Funktion Ô(4) besitat keine complexen Nullstellen. 

Zum Beweise nehmen wir im Gegenteil das Vorhandensein 
einer solchen Nullstelle an, schlagen dann um dieselbe als Mittel- 
punkt in der complexen 4-Ebene einen Kreïis, auf dessen Peripherie 
und in dessen Inneres keine weitere Nullstelle von d(4) fällt und 
auf dessen Peripherie überdies 0’(4) von Null verschieden ist. 


Da a(s) nach Hilfssatz 1 für unendlich wachsendes # gleichmäfig 


gegen d(1) und à (5) gegen 0'(4) convergirt, so müfte für ge- 


nügend grofe Werte von » auf der ganzen Peripherie jenes Kreïses 
À 
A6 (1) 
der Quotient -—- sich von den Werten des Quotienten 7 
n \n 
um beliebig wenig unterscheiden und ebenso würde dann auch von 
der Unterschied der über die Kreïisperipherie erstreckten Integrale 


2(5) 


’@ ; 
Tax md [4 


beliebig nahe an Null liegen; dies aber wäre unmôüglich ; denn das erste 


Integral hat den Werth Null, da die Nullstellen von d (5) sämtlich 


reell sind, das letzte Integral dagegen wird derjenigen ganzen Zahl 
gleich, die die Vielfachheit der Nullstelle von 0 (1) im Kreismittel- 
punkt angiebt. 
In ähnlicher Weise erkennen wir auf Grund der in Hilfssatz 1 
angegebenen gleichmäBigen Convergenz auch folgende Thatsache: 
Satz 2. Wir denken uns für jede der Gleichungen d(l) = 0 
ihbre » Wurzeln dem absoluten Betrage nach geordnet 


(a) (n) 
10, de 


derart, daB, wenn entgegengesetzt gleiche Wurzeln vorhanden 
sind, die positive vorangeht und überdies beim Vorhandensein 
mehrfacher Wurzeln jede so oft gesetzt werden soll, als ibre Viel- 
fachheit beträgt. Ebenso ordne man die Nullstellen von d (1), soweit 
solche da sind: alsdann ist 

TJ; nl® — 1% T; nl? = À? ; L nl — 1® de 


n=o n = © n = © 
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… Man darf jedoch aus Satz 2 keineswegs auf die Existenz von 
Nullstellen von d(1) schliefen, da sehr wohl der Fall eintreten 
kann, daB bereits nl® für unendlich wachsendes #7 absolut über 
alle Grenzen zunimmt. 

Wir führen hier noch folgende Bezeichnungen ein: die Null- 
stellen von (4) môgen die zum Kern K(s, t) gehürigen Eigen- 
werte heiBen. 

Unter X4(s,t) wurde bisher irgend eine symmetrische Fanktion 
der reellen Veränderlichen s,t verstanden; wir machen nun in 
diesem Abschnitte III durchweg die Annahme, da die zu K(s,t) 
gehôrige Funktion Ô0(1) keine mehrfache Nullstelle be- 
sitzen môge, so daB für eine jede Wurzel der Gleichung 0 (4) = 0 
gewiB d’(4) von Null verschieden ausfällt. 

Wir haben ferner zu beachten, daB die gegen Schlu des Ab- 
schnittes 1 entwickelte Transformationstheorie der quadratischen 
aus X(s, f) gebildeten Form 


HIT 3E(?, Las, (p,a=1,2...,n) 
NN 
zur Voraussetzung hatte, daf die Determinante d(?) keine mehr- 
fache Nallstelle besitzt. Sollte nun für irgend welche Werte von 
n die zu K(s,t) gehôrige Determinante d(l) eine mehrfache Null- 
stelle aufweisen, so verfahre man in folgender Weïse: man denke 
sich für jeden solchen Wert von n an Stelle von X (s, t) eine modi- 
ficirte Funktion X(s, t) gesetzt, so daB die Nullstellen der ent- 
sprechend gebildeten Determinante d(l) für K(s, t) sämtlich einfach 
ausfallen; doch sollen die Werte der modificirten Funktion X(s, t) 
sich von denen des ursprünglichen Kerns Æ(s,{f) nur so wenig 
unterscheiden, daB für alle Werte der Variabeln s,é, für alle In- 
dices h (= 1,2,...,n und für alle Paare von stetigen Funktionen 
x(s), y(s) die Ungleichungen 


| Æ(s, t)—K(s, t) | < “ 
| d,—d,| < 1, 
— 1 
0) + 
fm] < 2, ne rar 


|D, ()-20) < M(a):.M(y) 


erfüllt sind; dabei bedeuten 4, D, () die Coefficienten der ent- 
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sprechend für Æ(s, t) gebildeten Determinanten d(!), D (, . ferner 


1% die entsprechenden Nullstellen von 4(!) und M (x), M(y) sollen 
die Maxima der absoluten Werte der Funktionen x(s) bez. y(s) 
sein. Offenbar nähern sich dann die Ausdrücke 


— {À MER pe 
K(s, t), a(s), +D(e, À 
für unendlich wachsendes n gleichmäBig den Grenzen bez. 


K(s,t), d(à), af, ie 


d. h. den nämlichen Grenzen, wie die mittelst des nicht modificirten 
Kernes gebildeten Ausdrücke. Wir sind dadurch in den Stand ge- 
setzt, auch diejenigen Formeln der in Abschnitt I entwickelten Theo- 
rie der quadratischen Form Kxx anzuwenden, zu deren Gültigkeit 
das Nichtvorhandensein mehrfacher Nullstellen von d (!) eine notwen- 
dige Voraussetzung war. Obwohl wir in den fraglichen Fällen 
mit den modificirten Ausdrücken operiren müssen, wollen wir doch 
fortan bei unserer Darstellung der grôBeren Uebersicht halber die 
ursprünglichen Ausdrücke ohne die Querstriche beibehalten. 

Es bezeichne 4° die hte Nullstelle von 8(1) unter Beachtung 
der S. 63 festgesetzten Reïhenfolge; aus (26) folgt 


1 x 
31 af ) 2= 1° À (av 2) t dt 
@1) y Le y A 


und wegen der Symmetrie des Ausdruckes Aa 1 in Bezug auf 
x(s), y(s) ist daher auch: 


1 LS 
A|\1® — À" tas, sl z(s\ds 
7 y J Y/Fo=x(, 0 6) 
und, wenn wir hierin y(r) = K4(r,t) einsetzen: 
1 (av, ) = À" JF ta, 1e jai x(s)ds 
LEA NA GEL 
oder im Hinblick auf (27) 
32 af ,) = [a (a; s,t)x(s) ds. 
ee) Lh) . =fau:sa 


Aus (31) und (82) erbalten wir 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten, Math.-phys. Klasse 1904. Hoft 1. b 


CS # 
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= L pl 
(33) af, ) = af ['au; s, Dx(s)y © dsät. 
0 ‘0 
Zugleich ergiebt sich, wenn wir in (32) x(r) — Æ(r,s) einführen, 
im Hinblick auf (27) 
1 
(34) AG%;5,t) = 1° [ 4(%;r,t) K(r, s)dr; 
L'HALLA 


Nunmehr bezeichne !® die ht Nullstelle von d(!) unter Be- 
achtung der oben festgesetzten Reiïhenfolge. Wegen Formel (7) ist 


allgemein 
m À œ L\ m Ÿ AO) 2) 
p(r,. (re) = 26.2)2(04 


und hieraus folgt in der Grenze für unendlich wachsendes » 


mn hi x" mn À 
Arf 7) = af 32e 
wenn hierin z2*, y* ebenso wie x, y stetige Funktionen ihres Ar- 
gumentes vorstellen, und folglich im Hinblick auf (27) 
(35) AS, DANSE PNUD ASS STAPS) 
Wegen (30) ist 
1 

(36) Î A(G%;s,s)ds — 0 (4”), 

0 
und da unserer Annahme zufolge die Nullstellen von (4) sämtlich 
einfach sind, so fällt d’(4°) von Null verschieden aus und folglich 
ist auch gewiB 4(4°;s,s) nicht identisch für alle Werte von s 


Null; es sei s* ein solcher specieller Wert, daB 4(4° ; s*, s*) 
von Null verschieden ausfällt. Alsdann setzen wir 


dadurch ist q"(s) als eine stetige Funktion der Variabeln s def- 
nirt: sie heife die zu dem Eigenwerte 1° gehôrige Eigen- 
funktion. Wir gewinnen aus (3b), (37), wenn wir noch #* durch 
s* ersetzen, die Gleichung 


(38) 2° 9 (1°; 8, t) — + p" (s) p"” (t). 
Mit Hülfe von (36) folgt mithin 
1 
j} (p"” (s)}° ds — + 1® o’ Lin” 


und daraus erkennen wir, daf in den beiïden letzten Gleichungen 
5 * 


(37) p" (s) — A4; 5,5*); 
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das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nach dem 4”6'(4°) po- 
sitiv oder negativ ausfällt. 
Unter Hinzuziehung von (33) leiten wir noch die Formeln ab: 


af, ?) = + J'"@a (0. ['e"(9 v(s)de 
und 

air, SO: fou 

PF JEU 


Endlich ergiebt die Formel (34) in Verbindung mit (38) nach Weg- 
lassung des Faktors œ(f) 


p°() = 4° J'EK(6, 9 pd 


und hieraus leiten wir, wenn œg"(s) die zu einem anderen Eigen- 
werte 4® gehôrige Eigenfunktion bezeichnet, sofort die Glei- 
chung ab: 


J ps) pV(s)ds = 0, (h + à). 


Oftmals ist es im Interesse einer kürzeren Schreibweise vor- 
zuziehen, an Stelle der Eigenfunktionen œ°(s) die Funktionen 


Abe) > 
ps) UT 1(p(s))'ds | 


einzuführen: dieselben môügen normirte Eigenfunktionen 
oder, wenn ein MiBverständnis ausgeschlossen erscheint, Eigen- 
funktionen schlechtweg heiBen: sie genügen den Gleichungen 


(39) < (,, 1 1 
qe) = J #O)a()ds -f'a"()y(sds, 
J'a@)'as = 1, 
J'avGads = 0, G+n 
(40) Vs) = 29 JU K(s, 5) WE) de. 


Nuanmebr haben wir die Vorbereitungen beendet, um dieje- 
b % 
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nige Fragestellang zu erledigen, welche aus dem algebraischen Pro- 
blem der orthogonalen Transformation der quadratischen Form 
beim Grenzübergange für unendlich wachsendes # entsteht. 

Wir haben am SchluB des Abschnitt I die Formeln erhalten: 


p(rv, À D(rv, ‘ D{ te, î 
x z x 


D TN IT RU Rata: 


m % 
D 0) y, af 
Pa) = [p°, gp] 


Die letzte Formel zeigt, daB jedes Glied der Summe rechter 
Hand im Ausdruck für [x,x] positiv ausfällt; mithin gilt, wenn m 
irgend eine ganze Zahl unterhalb # bedeutet, die Ungleichung : 


(m+-1) z (m-r2) Le (n) x 
on er to) 0e arte 2 as 
Gi D 


Da wegen 
[Lo"®, z] [p°”, y]1 = # (op, z7 + [p°, y]) 
notwendig 
D(r” . D{ir : p( ‘| 
FU AP RACE MP 
id (ES) == Id") a") 
ist, so folgt, indem wir (41) anwenden 
D{r=+, h D{rs, | Dr, ,) 
D (LE) + qe) a oO à FI) < #([x,x]+[y, y) 


und mithin ist umsomehr die Summe der n—m"” letzten Glieder 
auf der rechten Seite der Formel (14) absolut nicht grôfer als 


1 
ST (Læ, x] + [y, y] ; 
demnach ist mit Rücksicht auf jene Formel (14) auch 
D(«, A D(iv, ,) Dfis, | 
y y y. 


DC 1 


<gpeer (a+ 1 D: 
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In dieser Formel wollen wir, wie bereits früher geschehen ist, 


se) s-{hn-() 


eingesetzt denken und sodann nach Division durch #’, während 
m festbleibt, den Grenzübergang für n — co ausführen. Be- 
rücksichtigen wir die Grenzgleichungen : 


1 
L, FE4Y= 1 (& 1) z,V 
= J'L'KG0 260) 10 dsat 
0 
L ni = 19 
# = © 


L Ed = pegye, LE food 


# = 0 
und beachten wir, daB den Hilfssätzen 1 und 2 gemäg die Ausdrücke 
+D(+, :) und = a(+) gleichmäfig für alle unterhalb einer 
festen Grenze liegenden À gegen af, ; bez. 0'(4) convergiren, 


so geht die Ungleichung (42) in die folgende über : 


EM A a Afi, ,) 
(43) J J (5,926) JO dd — ou — HA) — 
4 (as, ï) 
: TG) 0 | pie ( fe (x(s))" af "((s)'as). 


Nunmehr benutzen wir die Thatsache, daf die Eigenwerte 4°, 
falls es ihrer unendlich viele giebt, mit unendlich wachsendem m» 
absolut genommen selbst über jede Grenze wachsen und erken- 
nen dann mit Hilfe der Formel (39), indem wir noch statt der Inte- 
grationsgrenzen 0, 1 die allgemeineren Grenzen a,b einführen, fol- 
gendes grundlegende Theorem : 


Theorem. Es sei der Kern K(s,t) einer Integralglei. 
chung zweiter Art 


f(s) = p(s)—2 ['AÆ(s, 0) pdt 
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eine symmetrische stetige Funktion von s,t; ferner 
seien À" die zu K(s,t) gehôrigen Eigenwerte und Y°%s) 
die sugehôrigen normirten Eigenfunktionen; end- 
lich seien x(s), y(s) irgend welçhe stetige Funktionen 
von s: alsdann gilt die Entwickelung 


(44) Le ; i "X (s,t)a(s) y()dsdt — ile ps) x(s)ds - ÿ: L ps) y(s)ds 


2% F 
1 b 
+ JU") a(s)ds + fs) y(s)ds +, 

a & 
wobei die Reihe rechter Hand absolut und gleickh- 
mäflig für alle Funktionen x(s), y(s) konvergiri, für 
welche die Integrale 

b 
J'ec)'as,  f'O)'és 

unterhalb einer festen endlichen Grenze bleiben. 

Dies ist dasjenige Theorem, das für zæ(s) — y(s) dem in I 
genannten algebraischen Satze über die Transformation einer qua- 
dratischen Form in die Quadratsumme von linearen Formen ent- 
spricht. 

Einige unmittelbare Folgerungen dieses Theorems sind fol- 
gende: 

Die nämlichen Eigenwerte 4° und Eigenfunktionen y"(s) kôn- 
nen nicht noch zu einem anderen von X(s,t) verschiedenen Kern 
gehôren; die 4” und #"{(s) bestimmen vielmehrinihrer 
Gesammtheit den Kern X(s,f) vollständig. 

Setzt man in die Formel des Theorems an Stelle von y(t) das 


d 
Integral f K(r,t) y(r)är ein, so entsteht mit Rücksicht auf (40) 
die folgende Formel: 


JS ARC yOa = Er S'Oaas. fi yo ds 


ie ay! ps) x(s)ds . dj ps) y(s) ds + ..., 
wobei zur Abkürzung 
KK(s,t) = [ K(s,r) K(t rar 


gesetzt ist; diese Fanktion KX(s,t) môge der aus K(s,t) 
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aweifach susammengesetszte Kern heiBen. Aus Formel 
(44) erkennen wir, daB der aus X(s,t) zweïfach zusammengesetzte 
Kern dieselben Eigenfunktionen besitzt, wie K(s,t), während die 
Eigenwerte die Quadrate der zu X{s, t) gehôrigen Eigenwerte sind. 

Es môüge hier noch eine Verallgemeinerung der Formel (29) 
Platz finden. Bringen wir nämlich die Abhängigkeit der lôsenden 
Funktion K(s,t) vom Parameter À zum Ausdruck, indem wir für 
dieselbe die Bezeichnung K(1; s,f) anwenden und setzen wir zur 
vorübergehenden Abkürzung 


b 
F(s,5 = KGis,D— K(uis9+(u—2) fKG;r,9)K(u;r Dar, 
so erhalten wir mittelst wiederholter Anwendung von (29) die Identität 


F6 à J Fr,s) Ktr,t)dr = 0 


und diese zeigt zu Folge einer Bemerkung am SchluB von II, 
da8 F(s,t) jedenfalls für jeden solchen Wert von 4 verschwindet, 
der von den Eïigenwerten 4% verschieden ausfällt. Daher ist 
F(s,t) notwendig für alle Argumente 4,w,s,t identisch Null, d. h. 
es gilt die allgemeine Formel 


b 
GS) KG;s9-K(u;s,9 = (Au) J'KG;r,s)K(u;r tar. 
Diese Formel kônnen wir auch in der Gestalt schreiben : 


b 
(46)  K(u;s,9 = KG+u;st)—2 [KG+u;rs)K(u:r,bdr 


hieraus folgt, daB, wenn wir K(u;s,t) als Kern für eine Integral- 
gleichung zweiter Art nehmen, die zugehôrige lôsende Funktion 
notwendig K(1+wu;s,t) ist. Zugleich finden wir 


bd @) 
L'ivO KG; s, 9 dt = ie 


und erkennen hieraus, daB zum Kern K(u;s,t) dieselben Eigen- 
funktionen wie zum Kern KX(s,t) gehôren, während die zugehô- 
rigen Eigenwerte die GrôBen 4°” —w sind. 


IV. 
Entwickelung einer willkürlichen Funktion nach Eigenfunktionen. 


Die erste wichtige Anwendung des in Abschnitt LIL bewie- 
senen Theorems geschehe zur Beantwortung der Frage nach der 
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Existenz der Eigenwerte 1”. Diese Frage ist von besonderem 
Interesse, weil die entsprechende speciellere Aufgabe in der 
Theorie der linearen partiellen Differentialgleichungen, nämlich 
der Nachweis der Existenz gewisser ausgezeichneter Werte für 
die in der Differentialgleichung oder in der Randbedingung auftre- 
tenden Parameter bisher wesentliche Schwierigkeiten verursacht 
hat. Durch Heranziehung unseres Theorems wird die weit allge- 
meinere Frage nach der Existenz der Eigenwerte, die zu einer 
Integralgleichung zweiter Art gehôren, auf einfache und vollstän- 
dige Weise beantwortet. Nehmen wir nämlich an, es gäbe keine 
oder nur eine endliche Anzahl, etwa m Eigenwerte, so ist die in 
dem Theorem auftretende Reihe (44) eine endliche mit m Glie- 
dern und, da die Formel (44) des Theorems für alle stetigen 
Funktionen x(s) und y(s) gelten soll, so folgt aus derselben mit 
Notwendigkeit 


L 1 
K(s,t) — 2w Ds) DE) + + ps) p(E), 


à. b. X(s,t) vermag, wenn man eine der beiden Variablen, etwa 
t als Parameter auffaft und diesem irgend welche constante Werte 
erteilt, nur "” linear unabhängige Funktionen der anderen Varia- 
beln s darzustellen. Umgekehrt, wenn X{(s,t) diese Besonderheit 
aufweist, so verschwinden, wie man sieht, alle Coefficienten der 
Potenzreihe (4), die mit einer hôberen als der mten Potenz 
von À multiplicirt sind, d. h. ÿ(4) wird eine ganze rationale 
Funktion in 4 und es giebt dann gewiB nur m Eigenwerte. 
Wir sprechen somit den Satz aus: 


Satz 3 Die zu Ks,t) gehôrigen Eïgenwerte sind stets in 
unendlicher Anzahl vorhanden — es sei denn, dal K(s,t) als eine 
endliche Summe von Produkten darstellbar ist, deren Faktoren nur 
von je einer der Vuriabeln s, t abhängen; tritt dieser Fall ein, so ist 
die Zahl der Eïigenwerte gleich der Anzahl der Summanden in jener 
Summe und (1) ist eine ganze rationale Funktion von einem Grade 
gleich dieser Anzahl. 


Wir wenden uns nunmebr zu der Frage der Entwickelung 
jener willkürlichen Funktion in eine unendliche Reïhe, die nach 
Eigenfunktionen fortschreitet. Führen wir in die Formel (44) 
unseres Theorems 

y) = K(r,t) 


ein und setzen 


fo) = JSK, D Ktr, dx (s)dsdt, 
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bedenken wir sodann, daB mit Rücksicht auf (40) 


Pro Or = a l'O vds 
wird, so geht die Formel (44) unseres Theorems über in 
FO = L'rO sas 600) + fr O8" (a #0 (+, 


d.h. es gilt der Satz: 
Satz 4 Wenn eine Funktion f(s) sich in der Gestalt 


f(s) = NEC t)K(s, t) h(r) dr dt 


darstellen läffl, wo h(r) eine stetige Funktion von r ist, so läfft sie 
sich auf die Fouriersche Weise in eine nach Eïigenfunktionen fort- 
schreitende Reihe entwickeln, wie folgt 


FC) = a 4°) +0 8% (5) +: 
e = J'F() 4%) ds. 
Diese Reihe convergirt absolut und gleichmäflig. 
Die in diesem Satze gemachte Voraussetzung über f(s) ist 


gleichbedeutend mit der Forderung, es soll eine stetige Funktion 
h(s) geben, so da die Integraldarstellung 


f(s) = J'KK(s,t) h(9 dt 


gilt, oder auch mit der Forderung, es soll zwei stetige Funk- 
tionen g(s) und h(s) geben, so daf 


FO = J'xGHIO4& 


96) = J'A(,0h Ed 
wird. 
Wenn K(s,f) eine solche symmetrische Funktion von 5, ist, 
daB die Gleichung 


J'Æ(s, 0 g(s) ds = 0 


sich niemals durch eine stetige von Null verschiedene Funktion 
g(s) identisch in é erfüllen läft, so heïle K(s,f) ein abgeschlos- 
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sener Kern. Es ist leicht, aus Satz 3 zu erkennen, daB zu 
einem abgeschlossenen Kern stets unendlich viele Eigenwerte ge- 
hôren. Ferner kônnen wir für einen abgeschlossenen Kern fol- 
gende Behauptungen aufstellen : 

Satzb. Es sei K(s,t) ein abgeschlossener Kern und Y"s) 
die zugehôrigen Eigenfunktionen: wenn dann h(s) eine stetige Funktion 
ist, so daf für alle m die Gleichung 


J'R(s) ds) ds = 0 


erfullt ist, so ist h(s) identisch Null. 
Um diesen Satz zu beweisen, setzen wir 


g(s) = JG, 9 E&, 
fe) = J'£ (93. 


Nach Satz 4 gestattet f(s) die Entwickelung nach den Eigenfunk- 
tionen Y”’(s), und zwar erhält man für die Coefficienten dieser 
Entwickelung 


= foros = frs = 
al) ds = 0, 


folglich ist f(s) identisch Null. Da X(s,f) ein abgeschlossener 
Kern sein sollte, so folgt hieraus zunächst g(s) — 0 und sodann 
auch h(s) = 0. 

Satz 6. Es sei K(s,t) ein abgeschlossener Kern und f(s) 
irgend eine stetige Funktion: wenn sich alsdann herausstellt, dafj die 
in Fourierscher Weise gebildete Reihe 


cb (s)+ ce, DV (s) +... 
= J'rO4® (4 


gleichmäffig convergirt, so stellt sie die Funktion f(s) dar. 

In der Tat erweist sich die Differenz von f(s) und der durch 
jene Reïhe dargestellten Funktion von s unter Benutzung des 
Satzes 5 als Null. 

Für die Entwickelbarkeit einer willkürlichen Funktion f(s) 
nach Eigenfunktionen haben wir in den Sätzen 4 und 6 gewisse 
Kriterien aufgestellt. Wir künnen die Bedingungen des Satzes 4 
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wesentlich vereinfachen, wenn wir über den Kern Æ(s,t) eine ge- 
wisse Vorraussetzung machen. Wir wollen nämlich eine symme- 
trische stetige Funktion X(s,t) dann einen allgemeinen Kern 
nennen, wenn es môüglich ist, zu jeder stetigen Funktion g(s) und 
zu jedem beliebig kleinen positiven & stets eine stetige Funktion 
h(s) zu ermitteln, so daB, wenn 


x(s) = g(s)—["K(s,t) h(b dt 
gesetzt wird, die Ungleichung 
IRC (s)) ds < & 


a 


gilt, d.h. der Kern K(s,t) heift allgemein, wenn das Integral 


J'Æ(G, DA à 


bei geeigneter Wahl der stetigen Fanktion A(s) jede stetige Funk- 
tion g(s) in dem eben bezeichneten Sinne angenähert darzustellen 
fähig ist. Nunmehr gilt der Satz: 

Satz 7. Wenn K(s,t) ein allgemeiner Kern st, so ist jede 
unter Vermittelung einer stetigen Funktion g(s) durch das Integral 


fr) = J'E(6,)9 (0 à 


darstellbare Funktion in eine nach ÆEïigenfunktionen fortschreitende 
Reihe entwickelbar, wie folgt 
F(s) = avg" (s)+ad(s)+-.., 
eu = J'F(s)#"(s) ds. 
Diese Reihe convergirt absolut und gleichmäfig. 


Zum Beweïse bezeichnen wir mit & irgend eine beliebig kleine 
positive GrôüBe; sodann bedeute M das Maximum der Funktion 


J'ÆG0)'&, 
wenn die Variabele s sich im Intervall a bis b bewegt. Da Æ(s,t) 
ein allgemeiner Kern und g(s) eine stetige Funktion sein soll, so 


läBt sich eine stetige Funktion k(s) finden, so daf, wenn 


z(s) = g(s)—J"K(s, 6 h(6) dt 
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gesetzt wird, die Ungleichung 


Co J'eCyas < (37) 
erfüllt ist. Wir setzen 
g() = J'K(GD1O%, 
Pr) = J'K(, 99" at. 


Nach Satz 4 gestattet die Funktion f*(s) die Reihenentwickelung 
nach Eïigenfunktionen 


F*(s) = cp (s) + cp (s) + cp (s) +. 


und wegen der gleichmäBigen und absoluten Convergenz dieser 
Reiïhe ist es gewi8 môglich, eine ganze Zahl m zu finden, so daB 
für alle s 


(48) LE(S) — cp (s)— cp (s) — cp (s)| < _ 


ausfällt und auch die Ungleichungen noch gelten, die entstehen 
wenn man # hierin durch eine grôüBere Zahl ersetzt. 
Nun ist 


| IR: CPE ae | < | RE TOT AI eu) & | 
und mit Rücksicht auf (47) mithin 


Lu 


Wegen 


(49) FO = PO +K(, 92 (0 à 
haben wir folglich die Ungleichung 
(60) HOMACIEE 
Andererseits ist wegen (49) 
ae = JPEG GO = fe (de 
und folglich 
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GD)  G-chu(s) = J'ar(s (sas J'K(, 0 #°(0) à. 
Nehmen wir 
l'a 9z (sas 
À = ee 
VI (@(s)"ds 


so folgt wegen 


, B = V['@(s)'às J°K(, 0 w° (0 àt, 


|AB|<4(4+ 3" 
aus (51) die Ungleichung 
[G;— gp? (s)| = 


(l'woroa) 
COR rene V CORNE CLEAN) 


Wir wenden uns nunmehr zu der Formel (16) zurück. Da 
jedes Glied der Summe auf der rechten Seite dieser Formel (16) 
Z 0 ausfällt, so gilt die Ungleichung 


D (e ï) D (e A D (re | 
TE 1 de 
ae) + pag tt pags Se 
Denken wir uns in dieser Formel wieder, wie früher 


K, = (2,1), a, = 2(?) 


pq nn ñn 


eingesetzt und sodann nach Division durch n, während m fest- 
bleibt, den Grenzübergang für n — c ausgeführt, so entsteht die 
Ungleichung 


voa +{f'é eo + 


(63) à TE: 
PE U p®(s) x(s) as) 3 Je (&(s))' ds. 


Mit Benutzung dieser Ungleichung, in der wir wieder die Inte- 
grationsgrenzen a bis b eingeführt annehmen, folgt, wenn wir (52) 
für j = 1,2,...,m" bilden und summiren: 


G-)WOIE 4 e)'é (+29 


J= 1, 
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oder im Hinblick auf (47) 


<izqin + = à, 
d. h. es ist auch 
A) la p()+.+e 80 (8)— #00) y )| < à 
Aus (48), (60), (54) folgt für alle s 
LPC) — 6,05) — 0,8 (5) — 2 + — 0,06) | < à 


und man sieht zugleich, daB diese Ungleichung gültig bleibt, wenn 
man auf der linken Seite statt m eine grôBere Zahl wählt; damit 
ist der Beweis für unseren Satz vollständig erbracht. 

Auf Grund des eben bewiesenen Satzes 7 läBt sich auch zeigen, 
daB die unendliche Reïhe 


(l'a (s)z(s) as) L (S p(s)z(s)ds) + +. 
convergirt und den Wert 
COL 


besitzt; dabei ist X(s,f) als allgemeiner Kern vorausgesetzt und 
æ(s) bedeutet eine beliebige stetige Funktion. 


V. 
Das Variationsproblem, das der algebraischen Frage nach den Minima 
und Maxima einer quadratischen Form entspricht. 


Die in Abschnitt III—IV entwickelte Theorie ist für die 
Variationsrechnung von besonderer Bedeutung. Ich môüchte jedoch 
hier nur dasjenige transcendente Problem behandeln, welches der 
algebraischen Frage nach den relativen Maxima und Minima einer 
quadratischen Form bei Konstanz einer zweiten anderen Form 
entspricht: es ist dies das Problem, diejenigen Funktionen x(s) zu 
finden, für welche das Doppelintegral 


Ja) = J'J'K(s,dx(s)x(0 dsàt 
minimale oder maximale Werte besitzt, während die Nebenbedingung 


COS GG) ds = 1 
erfüllt ist. 
6 
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Wenn der Kern X{s, ft) die Eigenschaft hat, daB das Integral 
J(x) nur positive Werte besitzt, was auch z(s) für eine stetige 
Fanktion sei und Null nur für æ(s) — O0 wird, so heiïfe der Kern 
K(s,t) definit. Wir machen im Folgenden die Annahme, da 
K (s, t) ein definiter Kern sei. 

Wenn für eine gewisse stetige Fuanktion x(s) identisch in 
allen s À 


S'Kkt t)z(t)dt = 0 


wird, so folgt offenbar J(x) — 0 und hieraus auch z(s) — 0, d.h. 
ein definiter Kern ist slets auch ein abgeschlossener Kern; es giebt 
für ihn also gewi8 unendlich viele Eigenwerte und Eigenfunktionen. 

Die Eïigenwerte eines definiten Kerns sind stets positio. Denn 
fiele im Gegenteil etwa 4° negativ aus, so würde sich aus 

1 b 2 1 b 3 

6 7 = ff 62024 62084... 
für z(s) = #°(s) der Wert des Doppelintegrals J(x) negativ 
ergeben. 

Betreffs der Minima und Maxima von J{(x) gelten folgende Sätze : 


Satz 8. Es giebt keine stetige Funktion x(s), welche das Dop- 
pelintegral J'(x) zu einem Minimum macht, während die Nebenbedin- 
gung (55) erfüllt ist. 

In der Tat, die Eigenfunktionen #"°(s), #°®(s),... erfüllen 
sämtlich die Nebenbedingung (65); wegen 


1 1 
J(y°®) = FT J(y®) — FTOÉ ps 


kôünnte daher der gewünschte Minimalwert nur gleich Null sein; 
diesen Wert nimmt J(x) aber nur für æ(s) — 0 an. 

Satz 9. Der grüite Wert, den das Doppelintegral J(x) an- 
nimmit, falls x(s) eine stetige der Nebenbedingung (5b) genügende Funk- 


tion sein soll, ist denselben nimmt das Doppelintegral für x(s) 


— #°(s) an. 
Sei nämlich im Gegenteil z(s) eine Funktion, die der Neben- 
bedingung (65) genügt und für welche 
1 
J (x) > 75 


ausfiele, so müBte sich eine ganze Zahl m so wählen lassen, da 
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auch die Summe S(x) der ersten » Glieder rechter Hand in (56) 


grôBer als = wird. Nunmehr setzen wir 


c(s) = Ah" (s)+0v° ci one. D (s) + y(s), 

wo zur Abkürzung 
s : 

CA ei p® (s) x (s) ds (h = 1,2,...,m) 

gesetzt ist und demnach 
bd 
Ja" (s)y(s)ds = 0 (R—1,2,...,m) 

ausfällt; wir finden dann leicht 


(57) fi (x(s)) ds = +c+...+c +f (y (s))'ds 


HE SE = Dre er 


(58) S(œ) = À-+ 


Aus (57) folgt mit Rücksicht auf (55) 


++ =l; 
umsomebr ist also 
1 
1® 


und diese Gleichung steht mit (58) in Widerspruch, da S(x) grôfer 


c? 
do 


als _ sein sollte; die ursprünglich gemachte Annahme trifft 


mithin nicht zu. 

In analoger Weïse erkennen wir die Richtigkeit des folgenden 
allgemeineren Satzes : 

Satz 10. Der grülite Wert, den das Doppelintegral J(x) an- 
nimmt, falls x(s) eine stetige Funktion sein soll, die den Neben- 
bedingungen 


J (Ed = 1, 


b 
J 4°) z(5)ds = 0, (k = 1,2,...,m—1) 


denselben nimmt das Doppelintegral für x(s) — 


genügt, ist . - 


y (s) an. 
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Durch ähnliche Schlüsse erlangen wir auch die Lüsung wei- 
terer Maximalprobleme. Beispielsweise gelingt ohne wesentliche 
Schwierigkeit die Auffindung der Funktion x(s), die das Integral 
J(x) zu einem Maximum macht, wenn aufer der Nebenbedingung 
(65) noch die folgende Nebenbedingung 


(69) f f (s)æ(s)ds = 0 


erfüllt sein soll, wobei f(s) irgend eine gegebene Funktion bedeutet. 
Wenn der Kern X (s,t) die Eigenschaft besitzt, stets positive 
Werte anzunehmen, sobald x(s) eine dieser Nebenbedingung (59) ge- 
nügende stetige Funktion ist, so heife er kurz relativ definit. 
Unter den Eïgenwerten eines relativ definiten Kernes ist hüchstens 
einer negativ. Denn wären etwa 41° und 4° negativ, so bestimme 
man die Constanten c,, c, derart, da die Funktion 


(s) = cd" (s)+ 0, p°?(s) 


der Nebenbedingung (59) genügt, und überdies c +c, — 1 aus- 
fällt: alsdann fällt nach (56) gewiB J'(x) negativ aus. 


VI. 
Ergänzung und Erweiterung der Theorie. 


Wir haben bisher in Abschnitt I—V stets vorausgesetzt, daf 
K(s,t) eine stetige Funktion der Veränderlichen s,f sei; es ist un- 
sere nächste Aufgabe, festzustellen, inwieweit sich diese Annahme 
beseitigen läft. 

Wenn es eine endliche Anzahl von analytischen Linien ZL 


s — J() oder {26 (5) 


in der st-Ebene giebt, so daB X(s,f) in den Punkten dieser Linien 
unstetig oder unendlich wird, während für einen gewissen posi- 
tiven, unterhalb 1 liegenden Exponenten « das Produkt 


(s—F(t)" Æ(s, t) bez. (— G(s)) K(s, t) 


daselbst stetig bleibt, so sagen wir, daf K(s,t) Singularitäten 
von nicderer als der $ten Ordnung besitzt. Dabei setzen 
wir voraus, da K(s,t) auBerhalb der Linien L durchweg stetig 
sei. Nunmebr stellen wir die Behauptung auf: 

Die sämtlichen in Abschnitt III—V bewicsenen Resultate sind 
gültig, auch wenn der Kern K(s,t) der zu Grunde gelcgten Integral- 
gleichung Singularitäten von niederer als der 4%" Ordnung besitat. 
Zugleich dürfen auch die in unserer Theorie auftretenden Funktionen 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasso 1904. Heft 1. 15 


Ca 
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æ(s), y(s) solche Funktionen sein, die an einer endlichen Anzahl von 
Stellen von niederer als der 4ten Ordnung unendlich werden, wenn 
sie sonst stetige Funktionen von s sind. 

Die Methode, mittelst der wir die Gültigkeit dieser Behaup- 
tung erkennen, besteht darin, daB wir die Linien Z durch Ge- 
bietsstreifen der sf-Ebene von beliebig geringer Breite #& aus- 
schliefen und alsdann eine Funktion Æ, (s,t) construiren, die in- 
nerhalb jener Gebietsstreifen Null ist, während sie auBerhalb der- 
selben mit Æ(s,t) übereinstimmt. Die Funktion X, (s, é) ist über- 
all stetig mit Ausnahme der Grenzlinien jener Gebietsstreifen, in 
denen sie, wie man sieht, sprungweise Wertänderungen erfährt. 
Für einen solchen Kern wie Æ,(s,t), dessen Werte überall unter- 
balb einer endlichen Grenze bleiben und nur in gewissen Linien 
unstetig werden, sind unsere früheren Beweise unverändert gültig. 
Um ihre Gültigkeit für den Kern X(s,t) zu erkennen, bedarf es 
der Ausführung des Grenzüberganges für & — 0. Wir wollen im 
Folgenden auseinandersetzen, wie dies zu geschehen hat. 

Zu dem Zwecke wenden wir uns zunächst zu den Potenz- 


reihen d (4) S.58 und af) S. 60. Die Coefficienten Ô, bez. 4, () 


derselben lassen sich für den Kern X(s,t) gewiB dann nicht bil- 
den, wenn Æ(s,s) als Funktion von s keine Bedeutung hat, d.h. 
sobald die Linie s — { oder ein Teil derselben zu den singulären 
Linien des Kerns gehôrt. Diesem Uebelstande helfen wir dadurch 
ab, daB wir an Stelle der früher angewandten Formeln für 6, 


S.b8 bez. 4, () S. 60 die folgenden eingesetzt denken 


0 s AS, 83) AE? | K(s, S;) 
PR 4h al ARE Bab cos Méohe said. de 
hl% 0 

K(s,, S) K(s,, 83): COS 0 

(0) ? x (s,) ) x (s,) ET ER | x (s,) 
4, :) Lis aff y(s), 0 , K(s,s,), ..., K(s,,5,) ds,.….ds,. 
10 en TR OS LE AE SR 
Y(S), K(s55,), KG, 83), ++, 0 


Wie man sieht, unterscheiden sich die neuen Ausdrücke für d, bez. 
4, à von den früheren nur dadurch, da in der Determinante 
die Elemente der Diagonalreihe überall O0 sind. Die mit den neuen 


Coefficienten gebildeten Potenzreihen d(4) bez. 4 (2 z stimmen 


6 * 
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mit den früheren bis auf einen unwesentlichen Exponentialfaktor 
überein, der für (1) und 4 (a ) derselbe ist und daher bei der 

a (A 
Bildung des Quotienten 5 O) wegfällt !). 
Hilfesatz 8. Die nenen!Ausdrücke d und 21) haben für 


unsern Kern X(s,t) gewiB stets einen Sinn und die mit ihnen ge- 
bildeten Potenzreihen 0 (4) und 4 (a, +) in À sind beständig con- 


vergent. 

Wir wollen der Einfachheit halber den Beweis hierfür nur in 
dem Falle erbringen, daB s — f die einzige singuläre Linie von 
K(s,t) ist. In dem k-fachen Integrale für d, sollen die Integra- 
tionsveränderlichen 5,,...,s, alle Werte zwischen 0 und 1 durch- 
laufen. Wir betrachten zunächst den hk/t Teil T dieses -di- 
mensionalen Integrationsgebietes, der durch die Ungleichungen 


ms ads, 


charakterisirt ist. Wir denken uns dann in der 4-reïihigen Deter- 
minante, die im Ausdruck für 0, auftritt, die Elemente 


der ersten Horizontalreihe mit |(s, —s,)* | 
» Zweiten : nr, HG-s)1+1(6,-5)*1)" 
, dritten = nr Us) |+1(-s) 1} 
n h-ten » ” (5% ni 8,)° 


multiplicirt; dadurch entsteht eine Determinante, deren Elemente, 
wie man leicht sieht, gewif sämtlich für alle Werte der Va- 
riabeln absolut genommen unterhalb einer endlichen positiven 
GrôüBe X liegen. Der Wert der letzteren Determinante ist gewif 


< VI K' und folglich ergiebt sich für das über T' erstreckte k- 
fache Integral als obere Grenze der Ausdruck 


Go) vez f...fls-s"|{l-s)"1+1(6-5) "1 
| (s,—5,) +|(,-5)"° | [es ds,ds,.…..dàs, 
es sis, > 0, 
1) Vergl. Kellogg, Zur Theorie der Integralgleichungen, $ 6. Güttinger 


Nachr. 1902. 
6* 
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Wenn wir in dem k-fachen Integral hier die neuen Veränderlichen 
Si —S = 6, Si —S = pp ve Spa — 8 = 6-1) à = 6, 


einführen und die Produkte unter den Integralzeichen ausmulti- 
pliciren, so erkennen wir, da jenes Integral sich aus 2"? - 
fachen Integralen von folgender Gestalt zusammensetzt : 


(61) J... fonom ... oc do, do, . . . do, 
tech) 
+6, +...+06, <1 


wo die Exponenten &,,«,, ..., «æ die Werte 0,—a« oder — 2a 
haben, ïhre Summe «a,+a,+:..+a, jedoch stets gleich —Aa 
ausfällt. Die Berechnung des Integrals (61) liefert für dasselbe 
als obere Grenze einen Ausdruck 


A” que 
TÜ+k =) © PS 


wo À,B gewisse von k unabhängige positive GrôBen bedeuten, 
und hieraus folgt für (60) eine obere Grenze 


C? 
(62) nhG—o) ? 


wo C wiederum eine von k unabhängige positive GrôBe darstellt. Der 
Ausdruck (62) ist zugleich eine obere Grenze für den über T er- 
streckten Teil des À-fachen Integrales, das in 0, auftritt. Da 
aber alle übrigen L!—1 Teile jenes L-fachen Integrales, wie sich 
bei Vertauschung der Integrationsveränderlichen zeigt, den glei- 
chen Wert besitzen, so folgt, daB das vollständige k-fache Inte- 
gral, das in d, auftritt, den mit ! multiplicirten Ausdruck (62) 
zur oberen Grenze hat, d. h. es ist 


C? 
(63) es 


Wegen «a <4 folgt hieraus die Richtigkeit des Hilfssatzes 3 in 
Betreff der Potenzreihe 6(1)*). 


*) Die Darstellung dieses Beweises in den früher genannten Dissertationen 
von Kellogg und Andrae ist unrichtig. 
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Die nämliche Beweisführung gelingt für die Potenzreihe 


Al Fe 5. 
y 

Wir kehren nun zu dem Kern K,(s,t) zurück; erinnern wir 
uns, wie ÆX,(s,t) aus X(s,f) durch Ausschalten der singulären 
Stellen entstand, so erhellt, daB X,(s,t) als abhängig von der Strei- 
fenbreite s zu betrachten ist. Da für ein bestimmtes & X,(s, t) 
absolut genommen stets unterhalb einer endlichen Grenze bleibt, 
so ist unsere frühere Theorie für X,;(s,t) unverändert gültig. 
Wir bezeichnen die hier zu X,(s,t) gehôrigen Potenzreihen in À mit 


8,(4) bez. Ad, ,) Da offenbar die Ungleichung (63) und die ent- 


sprechende für 2) umsomehr für die Coefficienten der Potenz- 


reihen 6,(1) bez. air) gültig sind, so erkennen wir durch das 


nämliche SchluBverfahren, wie wir es zum Beweise des Hülfs- 
satzes 1 (S. 58) angewandt haben, die Richtigkeit der folgenden 
Tatsache : 


Hilfssatz 4 Die Funktionen 6,(4) bez. Aa) conver- 
giren für & — O gegen (4) bez. A(i, 7 und zwar ist diese 


Convergenz eine gleichmäBige für alle Werte von 4, deren abso- 
luter Betrag unterhalb einer beliebig gewählten positiven Grenze 
A gelegen ist. 

Es ist nicht schwer, nach diesen Vorbereitungen die Gültig- 
keit anseres grundlegenden Theorems $S. 69 auf den Fall auszu- 
dehnen, daB der Kern X(s,t) Singularitäten von niederer als der 
ten Ordnung aufweist. 

Für den Kern XÆ}{(s,t) ist unser Theorem bereits als gültig 
erkannt, vorausgesetzt, daB die Nullstellen der zugehôrigen Funk- 
tion d,(4) sämtlich einfach sind. Sollte diese Voraussetzung für 
einen Kern K,(s,t) nicht zutreffen, so denke man sich — ähnlich 
wie zu Beginn des Abschnitt III ausgeführt worden ist — den 
betreffenden Kern X,(s,t) ein wenig modificirt, sodaf jener Vor- 
aussetzung genügt wird und doch die modificirten Ausdrücke für 


\ 
e — O0 nach denselben Grenzen Æ(s,t) bez. d(4), al, ) gleich- 


mäBig convergiren. 
Es sei jetzt 4 irgend eine positive Grôüfe; aus Hilfssatz 4 kann 
dann geschlossen werden, daB diejenigen Nullstellen 4° von ô,(4), 
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deren absolute Beträge auch für & — 0 unterhalb 4 bleïben, in der 
Grenze für s — 0 in die Nullstellen 4° von d(1), die absolut genom- 
men unterhalb 4 liegen, übergehen, und daB die zu jenen Nullstellen 


1 zugehôürigen Werte von 4, (a, À bei diesem Grenzübergang 
£& — 0 in die bezüglichen Werte von al, :) übergehen. 


Wir bezeichnen nun die zum Kern X,(s,t) gehôürigen Eigen- 
funktionen mit #£(s), ps(s), .... Da wegen (53) S. 77 für jedes 
noch so groBe m die Ungleichung 


oz + {furoatasl+ 


+ {froawal = fe) 
gilt, so ist auch gewiB : 


(64) Jus) (5) a} < < f'ecyas 


eat! 


Nunmebhr setzen wir in der Formel (44) unseres Theorems an Stelle 
von y(s) die Funktion x(s) ein und schreiben die entstehende For- 
mel dann in der Gestalt 


(65) f fe K(s,t) a(s)x(0 ds dt — ee 20 sr |] Lu <() af 


ETS air a(s) d if 
re 4 2 0408: 
dabei soll die erstere Summe rechter Hand über alle Eigenfunk- 
tionen #;(s) erstreckt werden, deren zugehürige Eigenwerte 4% 
absolut genommen unterbalb 4 bleiben, während die zweite Summe 


rechter Hand ebenso wie die Summe linker Hand in (64) alle 
übrigen Glieder enthält. Wegen (64) folgt aus (65) die Gleichung: 


f' S Es, 1) z(s) x(é) ds dt ie Z 2 | J've (s) Hd | 


ÿ r° : 
+ 7 J (Ya 
(0 = 9 < 1) 
and durch Grenzübergang für es — 0 entsteht hieraus : 
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De ÿ tro 
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Wenn wir nun 4 über jede Grenze zunehmen lassen, so ergiebt 
sich die Formel (44) unseres Theorems für den Kern X(s,t) und 
im Falle x(s) — y(s) genommen wird. Die letztere Einschrän- 
kung läft sich sofort beseitigen. 

Wir erkennen ohne Schwierigkeit auch alle früheren Folge- 
rungen unseres Theorems für den Kern Æ(s,t) als gültig, insbe- 
sondere die Sätze 4 und 7 über die Entwickelbarkeit willkürlicher 
Funktionen nach den Eigenfunktionen, die zu Æ(s,t) gehôüren. 

Sollte der vorgelegte Kern X(s,f) singuläre Linien von hô- 
herer als der 4ten und niederer als erster Ordnung besitzen, s0 
bedürfen unsere Sätze gewisser Modifikationen ; man erkennt diese 
leicht, wenn man die zweïfach bez. mehrfach aus X{s,{) zusam- 
mengesetzten Kerne (vgl. S. 70—71) bildet; bedenkt man, daf unter 
diesen Kernen stets solche Kerne vorhanden sein müssen, für die 
unsere oben dargelegte Theorie gültig ist, so ergeben sich die 
gewünschten Folgerungen für den Kern KX(s, t). 

Wir haben bisher durchweg — auch in den Entwickelungen 
dieses Abschnittes VI — die Voraussetzung gemacht, daB für den 
zu Grunde gelegten Kern XÆ(s,t) die Potenzreihe 0(4) nur ein- 
fache Nüullstellen besitzt. Es sind nunmehr die Modifikationen 
zu ermitteln, die unsere Theorie erfährt, wenn wir diese be- 
schränkende Annahme fallen lassen. 

Zu dem Zwecke sei Æ(s,t) ein solcher Kern, zu dem 
1® als n,-facher Eigenwert gehôürt, d. h. 4” sei genau 
eine »,-fache Nullstelle von 0(4. Sodann bietet es keine 
erhebliche principielle Schwierigkeit, einen Kern X,(s, t) von fol- 
geden Eigenschaften zu finden: X,(s,t) sei eine solche Potenzreihe 
von u, deren Coefficienten stetige symmetrische Funktionen von s, # 
sind, die für genügend kleine Werte von uw convergirt und für 
u—=0 in Æ(s,t) übergeht. Es sei d,(4) die fragliche zum Kern 
Æ,(s, t) gehôrige Potenzreihe, so daf ,,(4) für u —0indiezu X(s, t) 
gehürige Potenzreihe d(1) übergeht; d,(4) wird, wie man aus dem 
früheren Beweise leicht erkennt, eine Potenzreihe in 4, die gewik 
für alle À und genügend kleine w convergirt; diese Convergenz 
ist auBerdem für alle absolut unterhalb einer endlichen Grenze 
A liegenden 4 bei genügend kleinem y gewiB oine gloichmälige, 


88 David Hilbert, 


sodaf 6,(1) auch als Potenzreihe in 4 und y darstellbar ist. End- 
lich gestatte — so sei der Parameter u gewählt — die Gleichung 


8,4) = 0 
in der Umgebung von À — 4" die folgenden », Auflôsungen : 


4e = Fu), 


(6 6) À, — P.(u) ’ 


AU = Puy); 


hierin sollen Fu), B,(u), ... B»,-1(u) Potenzreïhen in w bedeuten und 
unter diesen seien keine zwei in w einander iden- 
tisch gleich. Die letztere Festsetzung bringt die für die 
nachfolgenden Entwickelungen wesentliche Eigenschaft der Funk- 
tion K,{(s,t) zum Ausdruck, die darin besteht, daf für alle genü- 
gend kleinen, von Null verschiedenen Werte des Parameters y die 
Funktion X,(s,t) einen Kern darstellt, der lauter einfache Eigen- 
werte besitzt. Wir bilden nunmebr für X,(s,t) nach Art von (27) 
die Potenzreihe 4(4;5,t), die für uw — 0 in die zu K{s,t) geh- 
ôrige Potenzreihe 41; s,t) übergeht. 4,(1;5,t) ist gewiB für alle 
À und genügend kleine y ebenso wie d,(1) gleichmäfiig convergent 
und auch als Potenzreihe von À und w darstellbar. Endlich con- 
struiren wir für X,(s,t) die zu 


G) (A+1) (+n,—1) 
À note Eur et ef 


gehôürigen normirten Eigenfunktionen 

Pas), Des), +, Pers), 
indem wir in d,(4) und 4,(1;5s,t) an Stelle von À der Reihe 
nach aus (66) die Werte für 4%, 44*°, ..., Aë®"%9 als Potenz- 
reihen in w einsetzen; wir erhalten zunächst 


ds; nas ? 
PHOPACES ae 2 UD + DOG Due), 


m+1 A1) (00:57) +a (+1) +1) 
pe (sp) = CDR = papas, 5) + Ds fut}, 


A A7 8, t) 


Dans) per) = A) 
u 


Le pe em i | pa (s, t) 
+ Da (st) pu +... ; 
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darin bedeuten €, e,, ...e,_, gewisse ganze rationale Exponenten 
die = O0 sind; ferner bedeuten die Ausdrücke #(s,f) auf der 
rechten Seite stetige Funktionen von s, é. Es fällt nicht schwer, 
hieraus für die gesuchten Eigenfunktionen Formeln von folgender 
Art abzuleiten: 

de(s) = wt7 { Ds) + y (su +. ..|, 
(67) Sen, KES L'ASRERE VA 


patis (s) 2e ut Latin (s) me Ps) u+... | - 


darin bedeuten wiederum f, f,, ..., f"1 gewisse ganze rationale 
Exponenten, die Æ 0 sind. Ferner bedeuten die Ausdrücke #‘”(s) 
auf der rechten Seite stetige Funktionen von s, und insbesondere 
dürfen wir annehmen, daf von den Funktionen 


(68) US OR (51 fée PT) 
keine für alle s identisch gleich Null sei. Da andererseits für 
alle genügend kleinen von Null verschiedenen w die Gleichungen 


b 
1} (sas = 1, ..., [ (um(s)) as = 1 


bestehen müssen, so folgt, da die Exponenten f, f,, ..., fn,1 
sämtlich Null sind, und die Formeln (67) lehren dann, daB die 
Funktionen 


HG), WE), dis) 


für uw — 0 stetig in die Funktionen (68) übergehen. Diese Funk- 
tionen (68) heïifen die zum n,-fachen Eigenwert À° gehü- 
rigen Eigenfunktioncn; sie erfüllen, wie man aus den 
Formeln für die Eigenfunktionen #(s), #e(s), ... durch Grenz- 
übergang zu uw — 0 sofort erkennt, die folgenden Gleichungen 


J'a) ds = 1, 


b 
Ÿ p%(s) p"(s) 1 — 0, 
G=hh+1,...h+n,-1; K +, 


Wir wenden nunmehr die Formel (43) auf den Kern X,(s, 0) 
an, wobei w einen genügend kleinen von Null verschiedenen Wert 
bedeutet. Mit Rücksicht auf (39) erhalten wir 
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= =3 se" | (ar Go)" ds + VE (y(s))° äs); 


wenn wir hierin zur Grenze uw — O0 übergehn und alsdann m# über 
jede Grenze wachsen lassen, so erkennen wir, daB auch für den 
Kern X{s,t) die Formel (44) des grundlegenden Theorems un- 
verändert gültig bleibt: man hat nur nütig, für den Fall eines 
n,-fachen Eïgenwertes 1® rechter Hand in (44) der Reihe nach 
jede der n, verschiedenen, zu À® gehürigen Eïgenfunktionen zu be- 
rücksichtigen, so dafj in jedem dieser n, Glieder der reciproke Wert 
desselben Eïigenwertes 1° als Faktor zu stehen kommt. 

Eine einfache Methode zur Berechnung der Eigenfanktionen 
(68) gewinnen wir, indem wir von der Formel 


ES KG; 5,0 205) ydsdt = > _— J Vs) (5) ds | se 4%) (5) ds 


(= 1,2, ...) 


ausgehen. Setzen wir hierin 


AG; 5, t 
ÉD Ge 

em, multipliciren dann die Formel mit 4—4* und gehen zur 
Grenze À — 4° über, so erhalten wir schlieBlich : 


dr 
FSI ZICH S, t) 
ET — Ds) DE) + Ds) D (E) +. 


To" ô(À) ] Aie 1® + pra (s) pra 0 (t) : 


Durch diese Gleichung sind die zu ‘dem n,-fachen Eigenwerte 
La gehôrigen Eigenfunktionen (68) eindeutig bestimmt, wenn man 
von einer unwesentlichen orthogonalen Combination derselben mit 
constanten Coefficienten absieht. 
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Mittelst einer eben bewiesenen Verallgemeinerung unseres 
grundlegenden Theorems sind wir im Stande, auch die anderen 
im Falle mehrfacher Eigenwerte entstehenden Fragen ohne Schwie- 
rigkeit zu beantworten. 


In einer zweiten Mitteilung werde ich einige Anwendungen 
der obigen Theorie der Integralgleichungen zweiter Art auf die 
Theorie der linearen gewübnlichen und partiellen Differential- 
gleichungen behandeln. 


Bemerkung 
zur Theorie der automorphen Funktionen. 


Von 
Otto Blumenthal in Gôttingen. 
Mit 1 Figur im Text. 


Vorgelegt in der Sitzung am 5. März 1904 durch Herrn Hilbert. 


Wir betrachten eine eigentlich discontinuierliche Gruppe G 
linearer Substitutionen der complexen Veränderlichen z'), welche 
das Innere des Einheïtskreises der z-Ebene in sich überführt. Die 
sämtlichen Substitutionen der Gruppe sind von der Form 

RE Ôz +y 
() re y2 + 0”? 
wo y, Ô die zu y, Ô conjugiert complexen GrôBen bezeichnen und 
auferdem 


(2) À. Doll À EE © 


Wir wollen dazu noch annehmen, daf die Gruppe G den Ein- 
heitskreis zum ,Grenzkreis* hat, d. h. daf jeder Punkt des Ein- 
heitskreises Häufungspunkt nach der Gruppe äquivalenter Punkte 
ist?) Alsdann zerfällt der Discontinuitätsbereich der Gruppe in 
zwei getrennte, in Bezug auf den Einheitskreis symmetrische Stücke 
und hat nur dann mit dem Einheitskreis Punkte (in endlicher An- 
zahl) gemein, wenn G parabolische Substitutionen enthält °). 


1) Betreffs der cingeführten Begriffe und Bezeichnungen verweise ich auf 
Fricke-Klein, Automorphe Funktionen (Leipzig, 1897—1901). 

2) Diese Annahme ist nur zur Vereinfachung der Ausdrucksweise eingeführt, 
die Gültigkeit der Beweise ist nicht von ihr abhängig. 

3) Dabei ist, wie üblich, vorausgesctzt, daf dic Gruppe cinen Discontinuitäts- 
bereich von endlicher Seitenzahl besitzt, 
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Um Funktionen zu bilden, welche gegenüber der Gruppe G 
invariant sind, betrachtet Poincaré!) die Reiïhen 


de+y 
H 
@ 8 =X Er) 


wo die Summe über sämtliche Substitutionen der Gruppe zu erstrecken 
ist, p eine positive ganze Zahl = 4 und H(2) eine rationale Funktion 
bezeichnet, welche auf dem Einheitskreise keinen Pol besitzen soll. 
Poincaré beweist die absolute und gleichmäfige Convergenz dieser 
Reïhen in der ganzen Ebene mit Ausnahme eines den Einheitskreis 
umgebenden beliebig schmalen Ringgebiets. Es folgt: Die Reihe 
@(z) stellt im Inneren und AeuBeren des Einheits- 
kreises je eine bis auf Pole reguläre eindeutige 
Funktion dar, welche sich bei Ausübung der Sub- 


tubion 4 idem taktontr 0 multiplietert 
0 0 


Der Beweis der absoluten Convergenz stützt sich darauf, daf 

die Reihe 
1 
— Z 4 
Bperpr PF 

für alle Punkte der Ebene mit AusschluB des genannten Ring- 
gebietes gleichmäBig convergiert. Daraus folgt insbesondere, durch 
Betrachtung der Punkte O und ce, die Convergenz der beiden 
Reihen 


1 1 
2 op und DIE 


Dagegen scheint das Verhalten der @-Reïhen bei Annäherung 
an den Einheitskreis bis jetzt noch nicht bebandelt worden zu 
sein. Wir geben in dieser Note ein sehr einfaches Resultat über 
dieses Verhalten an. 

Betrachten wir zuerst das Innere des Einheitskreïises. Sei 
z, ein beliebiger Punkt auf dem Einheitskreise, ich trage in z, an 


dem Radius (0z,) nach beiden Seiten einen Winkel a<? ab und 


begrenze den so entstandenen Winkelraum im Innern des Ein- 
heitskreises durch einen um z, als Mittelpunkt beschriebenen Kreis- 
bogen, so daB das entstandene Gebiet mit dem Einheitskreise nur 


1) Poincaré, Acta Math. I, pg. 193—198, Fricke-Klein, Aut. Funkt, II, 
pg. 142—147. 
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den Punkt z, gemeinsam hat. Wir schliefen aus diesem Gebiete 
ferner alle diejenigen Bereiche aus, in welchen irgend eine der 


02 + 
Funktionen H He ne Werte 


besitzt, welche dem absoluten 
Betrage nach grôBer als eine 
feste Zabl M sind. Das er- 
haltene Gebiet nennen wir D. 
Der Punkt 2, selbst werde 
nicht zu D hinzugerechnet !). 

Ich behaupte: Nähern 
wir us dem Punktez, 
auf einem beliebigen 
innerhalb D gelegenen 
Wege, so convergiert Fig. 1. 
das Produkt 


Zoe 


&— 2)" @(e) 


gegen den Wert Null. 
In der That haben wir für jeden Punkt von D 


e-nre0 = AE 


Ie-2)8()1<MZ 


et 


1) Der Bereich D ist zusammenhängend, d. h. ich kann von jedem seiner 
Punkte nach z, einen Weg ziehen, welcher ganz im Inneren von D verläuft, s0 
zwar, daB auch eine endliche Umgebung jedes seiner Punkte dem Bereiche an- 
gehôürt. In der That liegen in einem Discontinuitätsbereich der Gruppe nur eine 


endliche Anzabhl von Polen der Funktionen H (EE. Sie môgen alle im 
Innern, nicht auf dem Rande des D. B. liegen. Ich kann dann durch ge- 
nügend grofe Wahl von M erreichen, daB die entsprechenden Bereiche |H| => M 
ganz im Innern des D. B. liegen; dann sind aber alle übrigen Bereiche 


Hi &+y > M (weil H keinen Pol auf dem Einheitskreise hat) einfach die zu 


den dm Bereichen äquivalenten und liegen daher ganz im Innern der 
entsprechenden äquivalenten D. B. Um also von einem Punkte z von D auf einem 
Wege der gewünschten Art nach £, zu gelangen, habe ich nur von z zuerst nach 
dem Rande des zu z gehôrigen D. B. zu gehen und dann immer den Randcurven 
der nach z, sich häufenden Bereiche zu folgen. 


7 
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Ist z, ein beliebiger Punkt im Aeuferen oder auf dem Rande des 
Einheitskreises, so gilt für jeden Punkt von D 

ss", 
e—2, 


<< À, 


wo À eine nur noch von D abhängige GrôBe bedeutet. Daher ist 


insbesondere, da nach (2) die Punkte 4, — -$ auBerhalb des 
Einheitskreises liegen, 
2—4 E £ A 
ô [pl 
£ = 
H d 
Daher folgt für jeden Pankt von D 
nl 7 
Zhetd <42yp DE 


2 


+) 
genz der Reihe 5 pe indemganzen Bereiche Dgleich- 


Die Summe > ist daher, wegen der Conver- 


mäBig convergent. 

Ich kann daher von dieser Summe eine Restsumme so ab- 
trennen, daB diese für jeden Punkt von D unterhalb einer vor- 
geschriebenen beliebig kleinen Zahl o bleibt. Von den übrigen 
Gliedern nähert sich jedes bei Annäherung an z, dem Werte Null: 
unser Satz ist also bewiesen. 

Der analoge Satz gilt bei Annäherung im Aeuferen des Ein- 
heitskreises. Zum Beweise dient eine einfache Umformung der 
@-Reïhe. Man setze nämlich 


hrs ES 

H'(?) 2+y\ £ + Ô 

H(e) = —;", woraus x(+?) = ET 
res) 


folgt, so ist H'(2) wieder eine rationale Funktion der betrachteten 
Art und die @-Reïhe nimmt die Form an: 


H' de +7y 
. 
Æ SUMMER, 
ar (2 + y)" 


Tragen wir jetzt im AeuBeren des Einheitskreises an dem durch 
z, hindurchgehenden Radius nach beiden Seiten einen Winkel von 
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der Grübe « <$ ab, schliefen den Winkelraum durch einen 
Kreisbogen um z, und scheiden aus dem erhaltenen Gebiete die 
Bereiche aus, in welchen | H’| => M, so erhalten wir einen Bereich 
D’, und es gilt wieder: 

Nähern wir uns dem Punkte z, auf einem Wege, 
welcher ganz innerhalb D’ verläuft, so convergiert 
das Produkt | 

(e— 2) @(e) 


gegen den Grenzwert Null. 
Der Beweis vollzieht sich wie früher, indem man bemerkt, 


daB die Punkte 2! — = im Innern des Einheitskreises liegen. 


Unser Satz gilt allgemein für jeden Punkt z, des Einheïts- 
kreises, er wird von besonderer Bedeutung, wenn die Gruppe 
parabolische Substitutionen enthält, und wir den Satz auf die 
parabolischen Ecken z, des Discontinuitätsbereiches anwenden. 
Dann folgt nämlich sofort das Resultat : 

Jede @-Reihe convergiert gegen den Wert Null, 
wenn wir uns einem parabolischen Eckpunkt z, des 
Discontinuitätsbereichs auf einem ganz innerhalb 
des Discontinuitätsbereiches gelegenen Wege nä- 
hern. Sie gestattet um den parabolischen Eckpunkt 
herumeine Entwicklung nachaufsteigenden Fourier- 
Reihen: 


co 2nint 
(4) Ga =PrS A6", v=—0. 
v 
Die Variabele { bestimmt sich dabei in folgender Weise: Sei 
1 Ë 
@) DE Pi 


die parabolische Substitution, wo in « das Vorzeichen noch will- 
kürlich ist. Man setzt alsdann 
(6) ere 


© £—2, 


und findet bei richtiger Bestimmung des Vorzeichens von o leicht 
die Thatsache: Nähern wir uns dem Punkte z, im Innern des Be- 
reiches D, so nimmt der imaginäre Bestandteil von # beliebig 
wachsende positive Werte an. Die Substitution (5) erhält bei 
Einführung von t die einfache Form: 
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bd = t+i. 

Nun bleibt das Produkt (2— 2,)" @(2) bei der Substitution (5) 
ungeändert, ferner liegt das an die Ecke z, sich anschliefende 
Stück des Discontinuitätsbereichs der Gruppe G ganz im Innern 
von D, daher nähert sich für 0=(f) = 1 das Produkt bei un- 
endlich wachsendem imaginärem Bestandteil von é dem Werte Null 
und ist daher nach bekannten Sätzen in eine aufsteigende Fourier- 
Reiïhe entwickelbar : 


Qnxint 


(z — 2,)"O(2) — S A,e ; v > 0(. 
L4 


Damit ist der Satz bewiesen. 

Der Satz spielt eine entscheidende Rolle in der Theorie der 
automorphen Funktionen. Er ist nämlich notwendig zu dem Nach- 
weise, daB solche Funktionen sich durch Quotienten von @-Reiïhen 
darstellen lassen. Der von Poincaré erbrachte Beweis ist erheblich 
complicierter als der hier gegebene 1). 

Ich môchte hinzufügen, da unser Beweis sich auf eine all- 
gemeinere Gattung von Reïhen anwenden läft, welche der Poin- 
caré’schen Behandlung schwieriger zugänglich erscheint. Be- 
trachten wir nämlich die Reiïhe 

ares) 
@,(2) = X (yz+0Ÿ ? 
wo À eine beliebige reelle Zahl = 4 bedeutet, so stellt diese 
Reiïhe eine im Inneren des Einheïtskreises definierte, eindeutige 
und bis auf Pole reguläre Funktion dar, welche den Eïinheitskreis 
zur natürlichen Grenze hat. Die Funktion multipliciert sich (bei 
einheitlicher Festsetzung der Determination von (y2+ 6) für alle 
Glieder) bei Ausübung der Substitution (1) nur mit dem Faktor 
(72 + 0), hat also im Innern des Einheitskreïises alle Eigenschaften 
der @-Reïhen. 

Diese verallgemeinerten Reïhen werden auch von Poincaré 
gelegentlich in Betracht gezogen?). Sie gestatten an parabolischen 
Punkten die gleichen Fourier-Entwickelungen wie die gewühnlichen 
@-Reïhen, denn unser Beweis bleibt ungeändert auf sie anwendbar. 
Sie sind daher (durch Quotientenbildung) ebenfalls zur Construction 
automorpher (in Bezug auf die Gruppe invariauter) Funktionen 
geeignet. 


1) Acta Math. I, pg. 213—215; Fricke-Klein, Aut. Funkt., Il, pg. 147—153. 
2) Acta Math. I, pg. 236. 
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Zur Elektronentheorie. 


L Allgemeine Untersuchung des Feldes eines beliebig 
bewegten Elektrons. 


Von 
A. Sommerfeld in Aachen. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 5. März 1904 durch W. Voigt. 


$ 1. Eïinleitung. Die Differentialgleichung des skalaren Potentials. 


Von den Bewegungen eines Elektrons beherrschen wir bisher 
nur die gleichfôrmig-geradlinige Bewegung und ihre Nachbarbe- 
wegungen oder, wie man sagt, die stationäre und quasistationäre 
Bewegung. Ueber die wirklich beschleunigten Bewegungen ken- 
nen wir die Potentialgesetze von Liénard und Wiechert, 
welche das Feld eines Elektrons in hinreichender Entfernung von 
demselben beschreiben, für die Umgebung des Elektrons aber und 
für das Innere desselben nicht zureichen. Dementsprechend kôn- 
nen diese Gesetze zur Beantwortung dynamischer Fragen, bei 
denen es auf das Feld im Innern des Elektrons ankommt, nicht 
herangezogen werden. 

Im Folgenden gebe ich explicite, überraschend einfache For- 
meln für das Feld eines in beliebiger Weise bewegten Elektrons, 
welche innerhalb und auBerhalb desselben strenge Gültigkeit ha- 
ben. Aus ihnen lassen sich alle bisher bekannten und viele neue 
Ergebnisse der Elektronentheorie, soweit sie sich auf ein einzelnes 
Elektron bezieht, auf direktestem Wege herleiten, wie ich in 
einigen folgenden Noten zu zeigen gedenke. Ich teile hier den 
Weg mit, auf dem ich meine Formeln ursprünglich gefunden habe, 
da mir derselbe nicht ohne Interesse und Verallgemeineru ngs- 

Kgl. Ges, d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. KI. 1904. Heft 2. 
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fähigkeit zu sein scheint. Ein einfacherer Weg, der zu demselben 
Ziel führt, wird in $ 7 angedeutet werden. 

Die Differentialgleichung des skalaren Potentiales  lautet 
bekanntlich für ein im Raume festes Coordinatensystem bei Be- 
nutzung der sog. rationellen (Heaviside’schen) Einheiten !): 

1) p—c'Ap = ce, 
wo o die Dichte, c die Lichtgeschwindigkeit und ein Punkt die 
Differentiation nach # in einem festen Raumpunkte bedeutet. Ob 
das Elektron in Rotation befindlich ist, macht für die Aufstellung 
des skalaren Potentials nichts aus, wenn nur, was wir voraus- 
setzen wollen, die elektrische Dichte symmetrisch um die Rota- 
tionsaxe verteilt ist, so da immer Stellen gleicher Dichte durch 
die Rotation in einander übergeführt werden. Benutzen wir dagegen 
ein Coordinatensystem, welches die Translationsbewegung vb des 
Elektrons mitmacht, an der ev. vorhandenen Rotationsbewegung 
aber nicht teilnimmt, und bezeichnen wir mit d/ôt die Differen- 
tiation nach de: Zeit in einem mit diesem Coordinatensystem fest 
verbundenen Punkte, so gilt: 

TOP pe D 

PH Vox og Vo 
oder kürzer geschrieben, wenn grad @ den Anstieg des Poten- 
tiales, d. h. den Vektor mit den Componenten 69/07, ôy/ôy, ôy/ôz 
und () das skalare Produkt der eingeklammerten GrôBen bedeutet : 


- _ ôp 
p= 3, — (v grad y); 
daraus folgt: 


go = _ _ G grad #)- —2 (o grad 5 + (v grad (b grad p)). 


Die Differentialgleichung des Potentials lautet daher, bezogen auf 
ein derart mitbewegtes Coordinatensystem: 


2) De (7 grad ) 2 [5 grad S)+(vgrad( graû g)) 0 4p= co 


Den Anfangspunkt des Coordinatensystems werden wir im 
Falle eines kugelfôrmigen Elektrons naturgemäB in den Mittel- 


1) Näheres hierüber s. Enc. d. Math. Wiss. Bd.V Art. 12 (H. A. Lorentz: 
Maxwell’sche Theoric) Nr.7. Bei Benutzung der gewôhnlichen Einheiten wäre 
e durch 4xçe zu ersetzen. 
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punkt der Kugel legen ; er soll daher schon jetzt der ,Mittelpunkt 
des Elektrons“ heïifen. 

Die Dichte @ ist nach Einführung unseres mitbewegten Coor- 
dinatensystems für jeden mit diesem Coordinatensystem fest ver- 
bundenen Punkt æy2 zeitlich unveränderlich und zwar auferhalb 
des Elektrons gleich Null Wegen dieses Umstandes ist die 
scheinbar complicirtere Gl. (2) für das bewegte Coordinatensystem 
in Wirklichkeït einfacher, wie die Gl. (1), in welcher @ zeitlich 
veränderlich ist, so bald das Elektron über den betrachteten 
Raumpunkt hinweggeht. 


$ 2. Auflüsung der unstetigen Dichte @ in stetig-harmonische 
Verteilungen o'. 


Es ist für alles Folgende sehr bequem, die einigermafen ge- 
setzlose und an der Grenze des Elektrons unstetig wechselnde 
wirkliche Dichtigkeitsverteilung @ durch eine Summe von durch- 
aus stetigen Verteilungen @’ zu ersetzen. Das Mittel hierzu bie- 
tet die Theorie des Fourier’schen Integrals. Nach dieser gilt 
(unter bekannten für das Folgende belanglosen Einschränkungen) 
für eine beliebige im ganzen Raum definirte Funktion f(xy2) 
die Formel: : 


f(æyz2) = ( = he 2 dk di dm dx dA du f(x u) gites) | 


Die sämtlichen Integrationen nach klm und xAuw sind dabei 
von —© bis +o zu erstrecken und zwar sind die Integrationen 
nach xÂuw vor denen nach 4lm auszuführen. Wir wenden diese 
Formel auf unsere Funktion @ an und führen die Abkürzungen ein: 
3) l— Giehiytm) 


8 p+o 
4) ‘re Œ) [ du dA duo (x Au) em, 


Es gilt dann nach der vorausgeschickten Formel die folgende 
Darstellung für 0: 


5) o = | dk di dm P 0’. 


Die Dichteverteilung @' ist eine im ganzen Raum stetige und, wie 

wir sagen kônnen, harmonisch variable, da sie durch eine Expo- 

nentialfunktion mit imaginärem Exponenten dargestellt wird. Die 

HülfsgrôBe P ist von æyz unabhängig und als Funktion von klm 

aufzufassen. Gl.(5) zeigt nun, da die wirkliche Dichteverteilung 
g* 
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o gewissermafen durch Ueberlagerung der harmonischen Vertei- 
langen 6” erhalten wird, nachdem wir jede dieser Verteilungen 
mit dem Faktor dkdldmP maltiplicirt haben. 

Wir führen nun ein Hülfspotential œ’ ein, welches in dersel- 
ben Beziehung zu @’ steht, wie g zu @. Wir definiren nämlich 
g' durch die zu 2) analoge Gleichung : 

2,9 LU À 
2") œ — (G grad #)-2v grad 7. +(b grad(b grad p'))—c4p'= c'e". 
Aus æ’ berechnet sich g durch ganz dieselbe Ueberlagerung wie 
e aus @’ nämlich durch die zu (5) analoge Gleichung: 


b') p = dk di dm p'P. 

In der That genügt das so berechnete y der Gl.(2), wie man 
erkennt, wenn man auf jedes Glied der Gl.(2’) die Operation 
[dk dt dm P anwendet. 

G1.(2) ist aber wegen des gesetzmäfigen Charakters der 
rechten Seite sehr viel einfacher als G1.(2). Es ergiebt sich gleich- 
zeitig der weitere Vorteil, daB man sich um die Stetigkeitsbedin- 
gungen, die @ an der Oberfläche des Elektrons erfüllen mu, nicht 
zu kümmern braucht. Diese werden nämlich von selbst erfüllt, 
sofern man ursprünglich mit den stetigen Dichtigkeitsverteilungen 
e' und den zu ihnen gehôrigen Potentialen q’ rechnet. 


$ 3. Bestimmung des Hülfspotentiales œ'. 
Nach der Bedeutung von 9’ liegt es nahe y’ in der folgenden 
Form versuchsweise anzusetzen: 
6) Dome te (O 
Tragen wir in (2’) ein, so folgt nach Forthebung des allen Glie- 
dern gemeinsamen Exponentialfaktors, wenn man mit 8 den aus 


den Componenten km gebildeten Vektor und mit s seine Länge 
bezeichnet, für F die Differentialgleichung: 


d® 
Wir vereinfachen diese Gleichung, indem wir 
SEAT à 
setzen und « so bestimmen, daB das Glied mit df/dt fortfällt. 


d'EESRAMAES reed des “ss 
GT + les (85) G#'ÈE = 6. 
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Zunächst kommt 


arf — — (80) « + 


a 2% + c's'a—(80)"« —i(s IL hr Lu te 


Wir wählen also & so, daf 


7) 


da , 
8) dt = (80) « 
wird; dies liefert für « den Wert: 
8) a« = e"%), wobei 3, — 'rdt. 


Da uns mit jedem partikulären Integral von 8) gedient ist, kôn- 
nen wir die untere Grenze in dem Ausdruck für ®, welche die 
Integrationsconstante vertritt, ganz beliebig wählen. Die Bedeu- 
tung des hier eingeführten Vektors ®(f) ist die des Fahrstrahls 
von einer beliebig zu wählenden Anfangslage nach dem Orte des 
Mittelpunktes des Elektrons zur Zeit &. Aus 8) und 8) folgt noch: 


da 

dl 
Der Wert der { } in G1.(7) wird daraufhin einfach cs’, indem 
sich alle übrigen Glieder zerstôren. Man erhält also die folgende 
vereinfachte Differentialgleichung für f: 


9) test = de 


= i(s M e+iGT = i(s Je + 25 (0) D + (B5)'x 


—1(88:) 


Wir schreiben ein partikuläres Integral dieser Differential- 
gleichung in der folgenden Form an: 


122 
10) f = 2 Î 67%) gin cs (t—uw) du. 


In der That genügt es, diesen Ausdruck in die G1. (9) einzutragen 
um einzusehen, daB dieselbe befriedigt wird. Dabei ist zu beach- 
ten, daB in (10) é sowobhl in der oberen Grenze des Integrals wie 
unter dem Integralzeichen vorkommt. 

Aus unserem partikulären würde das allgemeine Integral der 
Differentialgleichung (9) durch Hinzufügung von Gliedern der Form 
Acoscst+ Bsincst entstehen. Man erkennt aber aus der Be- 
trachtung der stationären Bewegung, daB in diesem speciellen Falle 
A = B — 0 zu nehmen ist, vorausgesetzt, daB man die untere 
Grenze æ in (10) dazu bestimmt, in’s Unendliche zu wachsen. 
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Allerdings ist in dem Ausdrucke (10) der Grenzübergang © = co 
unerlaubt, weil dabei das Integral divergent werden würde. Er 
soll daher erst nach Ausfübrung der in dem Ausdruck von y vor- 
gesehenen Integrationen vorgenommen werden. 

Indem wir diesen einfachsten Ansatz von dem speciellen Falle 
der stationären Bewegung auf den allgemeinen Fall übertragen, 
was natürlich nur durch den Erfolà gerechtfertigt werden kann, 
wollen wir allgemein 


A= B=0, © = 


setzen, letzteres aber erst in dem integrirten Ausdrucke , wo- 
bei die Zulässigkeit des Grenzüberganges © — co erst später ge- 
prüft werden kann. 

Den mutmaflichen Wert unserer Funktion F — «f schreiben 
wir daher mit Benutzung der Integrationsvariabeln tr = t—u 
und der Abkürzung & = œ+t: 


cfa&,; 27 : 
F — 3 ‘ BD — BB) ir cor dr. 
0 


Wir führen noch die Abkürzungen ein 


t t t 
11) T = Brit Ë — Il v.dé, n —= fl bdd [ v, dt; 
t—t t—t d—T 


dabei sind Ën6 die Componenten des Fahrstrahls T vom Orte des 
Elektronen-Mittelpunktes zur Zeit {7 nach seinem Orte zur Zeit f, 
welch letzterer jeweils mit dem Anfangspunkte unseres beweglichen 
Coordinatensystems zusammenfällt. Die Exponentialfunktion in 
dem Ausdrucke von F kann danach auch geschrieben werden: 


QUE ++ ME) 
Aus F ergiebt sich nach (6) der Wert von g durch Multi- 
plikation mit 
car Em), 


Dementsprechend tritt in dem Ausdrucke von y’ die Exponential- 
funktion auf 


Si \RG+E) ++) m0) ER) 
wobei die Componenten 


11") CHE, y+m, 2+6 


zu dem Vektor R zusammengefafit sind. Dieser neue Vektor KR 
bedeutet alsdann den Fabrstrahl vom Orte. des Elektronenmittel- 
punktes zur Zeit é—t nach dem Orte des Aufpunktes zur Zeit £ 
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Der Ausdruck unseres Hülfspotentiales ' lautet nun einfach 
folgendermaBen : 


Q . 
12) gp — _ [ 6%) sin cer dr. 
0 


$ 4 Berechnung der Grüfle P. 


Unsere Hülfsgrô£e P ist durch 4) definirt. Um sie zu be- 
rechnen, müssen wir specielle Annahmen über Gestalt und La- 
dung des Elektrons machen. Am nächsten liegt es, das Elektron 
als Kugel (Radius a) vorauszusetzen und es mit gleichfôrmiger 
Volum- oder Oberflächenladung (Gesamtbetrag €) auszustatten. 

Bezeichnen wir den Abstand des Integrationspunktes (x, À, u) 
vom Anfangspunkte der Coordinaten x Au mit 6, so wird bei 
gleichfôrmiger Volumladung 

4 3€ 
URI O0 Miss QU Const = 


» UCI 0r= 10; 


Andrerseits gelangen wir zu einer gleichfürmigen Oberflä- 
chenladung, indem wir von einer gleichfôrmig geladenen Kugel- 
schale von der Dicke à ausgehen und im Endresultat Ô — O ma- 
chen. In diesem Falle haben wir 


fÜr A0 er v0n o.= 0, 

€ 
» 4—-0<6<a Syoio a haie ri 
» a AO, pe = 0. 


Um nun im einen und anderen Falle die GrôBe P auszu- 
werten, führen wir statt der ,rechtwinkligen Integrationsvariabeln“ 
x Au Polarcoordinaten ein. Die eine derselben sei der Abstand 6; 
zwei zugehôrige Winkel # und y definiren wir folgendermafen : 
Wir denken uns im Raume der x Au den Punkt P — (kim) mar- 
kirt, der vom Anfangspunkt O den Abstand s hat. Seine Ver- 
bindungslinie mit O sei die ausgezeichnete Axe des Polarcoordina- 
tensystems, von welcher aus bez. um welche herum wir die Win- 
kel # und # messen. Nennen wir also den variabeln Integrations- 
pankt Q —(xAu), so bedeutet 3 den Winkel PU Q und es wird: 


ku + LA + mu 


cos À — 
so 


Der Exponent in dem Ausdrucke von P, Gl.(4), kann daher ge- 
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schrieben werden —ise cos # und es wird, je nachdem es sich um 
Volam- oder Oberflächenladung handelt 


NOEL L \ifr : 27 — is cos # 
Pos) fée francs f de 


Pr xs * s'dc in sin # d9 [ yen ce, 
a—ù 0 0 


bez. 
An \2xa 


Hier lassen sich die Integrationen nach #& und # unmittelbar aus- 
führen. Die Integration nach y liefert den Faktor 2x, die nach 
© fübrt auf 


: x F 
Era cos Ÿ | ge 9 gin 56 
150 Ra | 50 


Man erhält daher bei gleichfôrmiger Volumladung 


8e a sins6 
DE (2xa)° Î s sie 


und bei gleichfürmiger Oberflächenladung : 
a sin 


& a 65 
Pi Œraÿ 5 hé : c do. 


Im zweiten Fall ist der Grenzwert des Integrales für d — 0 un- 
mittelbar hinzuschreiben, er lautet : 


£ sinas 


13) Ph 


Auch im ersten Fall hat die Ausführung der Integration keine 
Schwierigkeit, sie ergiebt : 


___ 8e sin as— as COs as 
(2x) (as)° 


Die beiden Werte (13) und (13) haben das Gemeinsame, 
daB sie Funktionen von s = V#+4+# sind, die”für s — 0 den 
endlichen Wert e/(2x)° haben, bei wachsendem s mit abnehmender 
Amplitude oscilliren und für s — co verschwinden. Wir dürfen 
hiernach wohl annehmen, da ein ähnliches Verhalten von P auch 
bei einer ganz beliebigen Dichtigkeitsverteilung im Elektron gel- 
ten wird. 


13’) P 
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Um zu  überzugehen haben wir nach BE’) das Produkt Po’ 
nach Ælm von —c bis +oo zu integriren, wobei wir der Ein- 
fachheit wegen zunächst Oberflächenladung voraussetzen, also die 
bequemere Formel (13) anwenden wollen. Wir erhalten so bei 
Vertauschung der Integrationsfolgen nach r und km: 


ec =. di 
V_ ef PL A ROT A me UDELEs Are 


Um nun die Integrationen nach #/m auszuführen, definiren wir 
abermals statt der rechtwinkligen Integrationsvariabeln geeignete 
Polarcoordinaten. Als solche wählen wir erstens den Abstand s 
des Integrationspunktes Q = (k{m) vom Anfangspunkte O ; ferner 
denken wir uns im Raume der km den Vektor À von O aus ge- 
zogen, dessen Länge beträgt 


14) R = V(c+E) +(y+ 0) + (+6). 


Von R aus zählen wir den Winkel @, der den Winkel zwischen 
R und dem Strahle OQ bedeuten soll; ferner zählen wir um 
herum den Winkel #. Es wird dann (8%) — sR cos @ und 


a 2 ; 
15) o = sta de [7 ds sin as sin csr [” sin 640 [age *A005e 
(2x)°a À 
0 0 0 


Die Integrationen nach # und @ lassen sich ebenso wie im vori- 
gen $ diejenigen nach y und # ausführen. 
Demnach erhalten wir für o: 


ec pra Sdr 
19) PT Sa] R 
0 
A : : ds 
16") = [ sin as sin çst sin Rs Fa 
0 


Auch das Integral S läBt sich ausführen u. zw. liefert dasselbe 
(vgl. $8 unter (a)) den Wert x/4 oder 0, je nachdem sich die drei 
Längen a,cr und À zu einem Dreieck zusammensetzen lassen oder 
nicht. Schreiben wir 


so bedeutet 1 die Zahl 1 oder 0, je nachdem ein Dreieck aus den 
Seiten a, cr und R môglich oder unmôglich ist. Der Wert unse- 
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res Potentials wird alsdann einfach: 


D LUE Ed 
? 7 Bxa] R' 


Die GrôüBe À ist dabei unter das Integralzeichen gesetzt, weil 
vorauszusehen ist, daB À in verschiedenen Intervallen des Inte- 
grationsgebietes verschiedene Werte haben wird. Insbesondere 
ist klar, da À bei sehr gro$fen Werten der Variabeln + gleich 
Null wird, weil alsdann die Strecke ct die beiden anderen Stre- 
cken a und R so sehr überwiegt, daB die Bildung eines Dreiecks 
(a, ct, ER) unmôglich wird’). Hieraus geht unmittelbar hervor, daB 
die obere Grenze unseres Integrals ohne Weiïteres durch © er- 
setzt werden darf oder (vgl. pag. 6) daB der Grenzübergang ® = co, 
an dem integrirten Ausdruck œ vorgenommen, zulässig ist, wofür 
wir den Nachweis früher schuldig blieben. 

Wir haben daher den folgenden allgemeinen Ausdruck 
von y bei gleichfôürmiger Oberflächenladung gewonnen: 


ec ff Adt 
rt P—Gra] RE’ 


(4 = 0 oder 1). 

Einen entsprechenden Ausdruck wollen wir für den Fall gleich- 
fürmiger Volumladung herleiten. Wir haben dabei statt mit (13) 
mit dem Werte (13”) von P zu rechnen. Es kommt dies darauf 
hinaus, daB wir in (15) ersetzen: 


ë 8in aS — aS COS as 
sin as durch 3 — 


(as)° ? 
so daf 
ec 2 Sdr 
#) P= ja) R 
ÉD HE Le: 
18’) S = 3 j. na AOsme ue ne 
À (as) s 


Das Integral S wird im $ 8 unter (b) berechnet werden; dasselbe 


1) Hierbei ist stillschweigend vorausgesetzt, daB die Bewegung mit ,Unter- 
lichtgeschwindigkeit“ vor sich geht. Findet die Bewegung mit ,Ueberlichtge- 
schwindigkeit“ statt, so würde umgekehrt die Strecke K für r — co die beiden 
anderen Strecken a und cr überwiegen und ein Dreieck ebenfalls unmôglich sein. 
Nur wenn die (Gxeschwindigkeit der Bewegung zur Zeit t—r im Limes + — oo 
gleich der Lichtgeschwindigkeit war, kann eine Ausnahme eintreten und, indem 
4 für wachsende Werte von + nicht verschwindet, unser Integral (17) seinen Sinn 
verlieren. 
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ist, wenn sich die drei Längen a, cr und R zu einem Dreieck zu- 
sammensetzen lassen, gleich 


37 cr—R\ 
8 f-( a J} 
dagegen, wenn dies nicht müglich ist, gleich 
acer 
2 & 
je nachdem a die grüfite der drei Längen a, cr, R ist oder nicht. 
Wir wollen allgemein schreiben 


oder O0, 


x 
S = 4 LA 

wobei 
3 cr—R\ ë : Et: 
Nr (i-( A )) ... Dreïecksbildung môüglich 

19 

) x = 6 Potaume see : ») » unmôglich, a> ccunda—R 

x —=.0 she serre 2 A slre na-<croder a R. 


Alsdann ergiebt sich aus (18) die einfache Formel als allgemei- 
ner Ausdruck von y bei gleichfürmiger Volumladung: 


ec (© udrt 


20) LAB ME 7. L R° 


Auch hier ist es nämlich offenbar erlaubt, die obere Grenze des 
Integrals gleich co zu setzen, weil bei sehr grofem + ein Dreieck 
aus den Seiten a,cr und À sicherlich nicht gebildet werden kann 
und überdies cr = a ist, so daB dann für x der letzte der Werte 
(19), nämlich x = 0 gilt. 


8 6. Allgemeiner Ausdruck des Vektorpotentials X. 


Bei der Bestimmung des Vektorpotentials ist zu unterschei- 
den, ob das Elektron lediglich die bisher betrachtete Translations- 
geschwindigkeit hat, oder ob es auBerdem noch Rotationen aus- 
führt, deren Vorhandensein bei der Bestimmung des skalaren Po- 
tentials belanglos war: 

1. Sehen wir zunächst von der Rotation ab und nennen wir 
YX, den allein von der Translation herriührenden Bestandteil von Y, 
so werden die Formeln für das Vektorpotential A, fast genau mit 
denen für das skalare Potential œ identisch. 


5 
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Beim Uebergange von g zu X, haben wir in G1.(1) und daher 
auch in (2), (2”) etc. pe zu ersetzen durch to/c. Ferner haben wir 
wegen des Vektorcharakters von A, den Term (v grad y) zu er- 
setzen durch 

(@ grad) 4, 
wobei also der Vektor t mit der. Vektoroperation grad skalar zu 
multipliciren und die so entstehende Operation auf den Vektor A, 
anzuwenden ist. Die weiteren Rechnungen bleiben durch diese 
Abänderung unberührt. 

Darauf definiren wir ein Vektor-Hülfspotential A, welches 
der Gl. (2’) genügt mit der Modifikation, daB darin @’ ersetzt ist 
durch 

Lo” 

Fe 
Dieses Hilfspotential bestimmt sich wieder genau durch die For- 
meln des $ 3, wenn man nur in (10) unter dem Integralzeichen 
den Faktor v./c und dementsprechend in (12) unter dem Integral- 
zeichen den Faktor b,_,/c hinzufügt wobei « und #—+ den Zeit- 
punkt angeben, für welchen der Wert der Geschwindigkeit bd zu 
bilden ist. Die weiteren Rechnungen verlaufen genau so wie frü- 
her. Infolge dessen erhält man statt der Endformeln 17) und 20) 
die folgende allgemeine Darstellung des Translations- 
bestandteils des Vektorpotentials bei gleichfôrmi- 
ger Oberflächenladung 


e f°aAv,.dr 
21) Nr — al Las 
A ie 


bei gleichfôrmiger Volumladung 


___ + fav... dr 
rt Po: 
mit der im vorigen $ angegebenen Bedeutung von 4 
und x. 

2. Das Elektron führe auBer der Translation t eine Rota- 
tion # um einen beliebigen Durchmesser aus, wobei die Winkel- 
geschwindigkeit tw nach Grôfe und Axe als gegebene Funktion 
der Zeit anzusehen ist. Da sich die von der Translation und der 
Rotation herrührenden Bestandteile glatt überlagern, soll jetzt 
lediglich der Rotationsbestandteil des Vektorpotentials betrachtet 
und mit %, bezeichnet werden. Mit ihm ist der Translations- 
bestandteil nachträglich durch vektorielle Addition zu vereinigen. 
Wegen der Ortsveränderung des Elektrons ist aber Y, auch jetzt 


$ 


29) 
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auf das bewegliche Coordinatensystem zu beziehen und durch die 
Differentialgleichung (2) zu bestimmen, in welcher @ zu ersetzen 
ist, durch 
[tr]. 
fev? 
es giebt nämlich das Vektorprodukt [tr] nach Richtung und Grôüfe 
die im Abstande r vom Mittelpunkte wegen der Drehgeschwindig- 
keit wW vorhandene Lineargeschwindigkeit an. 

Wir definiren jetzt statt der früheren skalaren GrôBe P einen 
Vektor P mit den drei Componenten 


PRE 1P 


die letzteren sollen sich aus der früheren G1. (4) ergeben, wenn 
wir darin unter dem Integralzeichen bez. die Faktoren 


Q 


x À u 
hinzufügen. 

Ferner definiren wir statt œ’ ein Vektorhilfspotential J|}, 
welches, ebenso wie früher ®’, durch Gl.(2’) definirt sein soll, 
nachdem darin 6” durch o’w/c ersetzt ist. 

Man übersieht dann leicht, daf zur Bestimmung von Y, an 
Stelle von 5’) die Gleichung dient: 


+00 
23) x — 1 di dl dm [A P]. 
co 


Um %, zu finden haben wir uns also zunächst mit der Bestim- 
mung von À, und P zu befassen. 

Die Bestimmung von A! geschieht ebenso wie die von æ’ durch 
G1.(12), nachdem darin unter dem Integralzeichen der Faktor 
w,_./c hinzugefügt ist, wo {—1 das Argument von t angiebt : 

24) A = : n. COS sin csr dr. 

Dagegen erfordert die Berechnung des Vektors P einige Vor- 
bereitungen. In $4 benutzten wir statt der x Au Polarcoordinaten 
69 y, die uns auch jetzt dienen werden. Es ist aber jetzt über- 
sichtlicher, den Uebergang von den x4u zu den Polarcoordinaten 
69 y in zwei Schritte zu zerlegen, indem man noch ein rechtwink- 
liges Coordinatensystem KAM dazwischenschaltet, dessen erste 
Axe ebenso wie die ausgezeichnete Polaraxe (8 — 0) durch den 
Punkt mit den Coordinaten k{m bhindurchgehen, d.h. mit dem 
Vektor 8 zusawmenfallen soll. Die Richtungscosinus dieser Axe 
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gegen die Axen xAu sind dann ersichtlich k/s, {/s, mjs und die 
Transformationsformeln von den x 1u zu den K 4 M werden: 


k k 
HER == ss +: 
dx hr Ÿ 

ne rar Cos +. 

m m 
u = SEE AE ER 


Die nicht hingeschriebenen mit 4 oder M proportionalen Glieder 
enthalten beim Uebergang zu den Polarcoordinaten sämtlich einen 
der beiden Faktoren sin # oder cos y Denken wir uns nun in 
dem Ausdruck 4) von P verabredetermafen die Faktoren x bez.1wu 
hinzugefügt, so fallen diese Glieder bei der Integration nach 
fort, während dieselbe Integration in den hingeschriebenen er- 
sten Gliedern den Faktor 2x ergiebt. Bei der Integration nach 
9 ferner haben wir es in allen drei Componenten von P mit dem 
Ausdrucke 


LE ÿ ; . Sin $6 —S6 COS 56 
25) 1 eg ET cos & sin #49 — —2 ne — 
0 


(s5) 
zu thun. Infolgedessen ergiebt sich, wenn wir alle drei Compo- 
nenten vektoriell zusammenfassen, für P der Wert 


— sig 


— Q@rasÿ ô d. (sin s6 — s6 cos 56) 6 de 


im Falle gleichfôrmiger Volumladung und 


—a8 a 


— (ras) o “Gin s6— 56 cos 56) 6 d6 


im Falle gleichfürmiger ui a ne 
Beide Integrale lassen sich leicht ausführen; insbesondere 
findet man im letzteren Falle unmittelbar: 
—Ee18 sin as as — as COS as 
26) P = (2x)° as? ’ 


im ersteren Falle dagegen 


— #8, 8 sin as— 8 as cos as — (as) sin as 
D ————— "© ——  ——— 
(2x) a s° 

Wir setzen jetzt die Werte von A! und P in die G1.(23) ein, 
um % zu finden. Dabei führen wir statt der Integrationsvaria- 


beln k!m die frübheren Polarcoordinaten s © Y ein unter Zwischen- 


26") PE 
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schaltung eines rechtwinkligen Systems X LM, dessen erste Axe 
mit der Polaraxe @ — O0 zusammenfallen, also wie früher mit 
dem Vektor R (s. G1. (11')) To emnn soll. Ihre Richtungs- 
cosinus gegen die Axen k!m sind bez. 

THÉ y+n 2+6 


Else Le 11 


Die Transformationsformeln zwischen den km und den KLM 
lauten daher : 


mn h in | pee, a) se 
l — FR K + er s cos @ + 

MIE EE __ 2+6 4 
m = FR M+:... — FR s cos @ + 


Da sich der Wert von P proportional mit 8 ergab, so ist jeder 
der Terme, aus denen sich [A!P] zusammensetzt, mit einem der 
Faktoren km behaftet. Führen wir nun die vorgeschriebenen 
Integrationen in Polarcoordinaten aus, so fallen wieder die nicht 
hingeschriebenen Glieder der kkl bei der Integration nach # 
fort. Bei der Integration nach © tritt abermals der Ausdruck 
(25) auf, wenn wir darin —i mit + und 6 mit R vertauschen. 
Für %, erhält man so 


e fa Sdt 
= perf UN pr 
0 


dabei hat S bei gleichfôrmiger Oberflächen- bez. Volumladung die 
Bedeutung : 


re 2 
In as — as CO sin Rs— Rs cos Rs . ds 
27) s= f Bo COS nur = sin CST 


as Es 
0 
bezw. 
27) S—3 x 3 sinas—as a se sin as sin LE cos Rs an ere. 


Wir setzen noch im ersten oder zweiten Falle 


, À ,R 
S=Tr- oder S= Tax —; 


ferner bemerken wir, daB auf Grund der sogleich anzugebenden 


N * 


114 A. Sommerfeld, 


Werte von 4 und x’ diese für sebr groBe Werte von r verschwin- 
den, so daB wir die obere Grenze unseres Integrals & = co setzen 
dürfen. 

Die definitiven Werte des Rotationsbestand- 
teiles des Vektorpotentials lauten daraufhin bei Ober- 
flächenladung 


sf. L'dr 
si = paf 0 
und bei Volumladung 

CE ne x’ dt 
29) LU = à (,_,N 


Was die Bedeutung von 2' und x’ angeht, so wird in $ 8 gezeigt 

werden, daB 

a +R'—-0cr 
2 F° 

ist, je nachdem aus den drei Strecken a, R und crein 


Dreieck gebildet werden kann oder nicht. Ebenda 
wird gezeigt, da unsere Grôe x’ den Wert hat 


8 TS  ) 


ess, re 
81) AFS 4 Aa R° 


30) 1" = bez. = 0 


wenn sich die Strecken a, R,cr zu einem Dreieck 
vereinigen lassen; da8 dagegen wenndies nicht der 
Fallist,gilt: 


31”) # = GE bez. 0 


je nachdem a die grôBte der drei Seiten a, R,cr ist 
oder nicht. 

Beiläufig berechnet man leicht, daB div.X, — 0, daB also 
der Rotationsbestandteil des Vektorpotentials 
quellenfrei verteilt ist; ferner verificirt man an unseren 
Formeln einen allgemeingültigen Zusammenhang zwischen A, und 
y, nämlich 

1 


; y Rae 
div A, = F.9— = a Crea). 
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$ 7. Deutung der gefundenen Ausdrücke und Vergleich mit den bisher 
bekannten Darstellunyen. 


Wir stellen uns die Lage des Elektrons zur Zeit { vor 
(Fig. 1) und ziehen von seinem Mittelpunkte O aus den Vektor tr, 
dessen Componenten x, y, z die 
Coordinaten des Aufpunktes À 
sind. Ferner markiren wir die 
Bahn, die der Mittelpunkt des 
Elektrons in der vorangehenden 
Zeit beschrieben hat, sowie seine 
Lage P in dem um das Zeitinter- 
vall  zurückliegenden Zeitpunkte 
t—T. Um P herum beschreiben 
wir die Kugel vom Radius a, die 
der Oberfläche des Elektrons zur Zeit é—t entspricht. Verbinden 
wir P mit O, so erhalten wir den Vektor Æ mit den Componenten 
E, n, 6 (GL 11) und es ist T +r unser früherer Vektor À (G1. 11”). 

Die Bedingung nun, daB sich aus den Strecken R,cTt und a 
ein Dreieck bilden lassen solle, kommt darauf hinaus, da es auf 
der Oberfläche des Elektrons in seiner dem Zeitpunkt {— + ent- 
sprechenden Lage solche Punkte Q gebe, von denen ein mit Licht- 
geschwindigkeit auslaufender Potentialwert den Aufpunkt gerade 
zur Zeit t erreicht. Das in diesem Falle vorhandene Dreieck mit 
den Seiten Q À — cr, QP — a und PA= R ist aus der Figur 
zu ersehen. Zumal im Falle von Oberflächenladung gestatten 
die Ausdrücke œ und Ÿ eine einfache Deutung. Sie besagen 
gleichmäBig, daf sich der Potentialwert zur Zeit f aus allen früher 
ausgesandten Potentialwerten (algebraisch oder vektoriell) zu- 
sammensetzt, wobei aber nur diejenigen Zeitpunkte in Betracht 
kommen und als ,wirksame Zeitpunkte“ bezeichnet werden sollen, 
für welche die in der Fig. verdeutlichte Bedingung der Dreiecks- 
môglichkeit erfüllt ist. Der Beitrag jedes wirksamen Zeitelementes 
dr zu dem Werte des skalaren Potentials, des Translations- oder 
Rotationsbestandteiles des Vektorpotentials beläuft sich nun nach 
GL (17), (21) oder (28) auf: 


c ev [WA] a°+R"-cr 
AR DR MP URI 0 


Dabei sind für t,w,R und RÀ diejenigen Werte zu nehmen, 
die jene GrüBen in dem wirksamen Zeitpunkte hatten. Beispiels- 
KgL Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasse 1904. Hoft 2. 9 
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weise besagt die letzte der drei angeschriebenen Formeln u. A. 
da8 der Beitrag zum Rotationsbestandteil des Vektorpotentials 
senkrecht steht auf der Richtung von # und der Drehaxe des 
Elektrons zur Zeit {—r. 

Auch im Falle gleichfôrmiger Volumladung gestaltet sich 
unsere Deutung für äuBere Aufpunkte, d. h. für solche, die 
in dem wirksamen Zeïtpunkte aufBerhalb des Elektrons lagen, 
ebenso. Der Beïitrag, den jedes wirksame Zeïitelement dr zu den 
fraglichen drei Potentialwerten leistet, ist hier 


CET ct— R\° 3eb cr—R)\ 
16xaR (1 = a ) de, 16xaRk (1- a ) }æ b£se 
3 € [wh] (e +2R — 2c°r° (R — ct) Mate) 7e 
16%xaR 4 FR 4&a F° L 
Handelt es sich dagegen um einen inneren Aufpunkt, d. h. 
einen Punkt, der zur Zeit £—+t im Inneren des Elektrons lag, so 
da R <a, und ist auch cr < a, so ist die Definition der wirk- 
samen Zeitpunkte dahin abzuändern, da8 auch Zeitpunkte, für die 
ein Dreieck aus den Seiten R,cTt und &« unmôglich ist, bei den 
Potentialwerten mitwirken, und zwar mit den Beiträgen: 


Sec CT 3e ct 8e[mR]cr 
dnra.a es dm ar À 


Die besondere Leïistung unserer Formeln besteht darin, daf 
sie die Zusammenwirkung der verschiedenen Potentialwerte, die 
im Aufpunkte von den verschiedenen Lagen des Elektrons her 
zusammentreffen, durch ein einfaches Integral nach der Zeit 
über die vom Mittelpunkte des Elektrons gerechnete Ent- 
fernung RÀ darstellen. 

Wobhlbekannt als sog. ,verzügerte Potentialwerte“ sind 
andere Formeln!), in denen q und Y (je nach der Art der La- 
dung) durch ein Integral über die Oberfläche oder über 
das Volumen des Elektrons dargestellt werden. Abgesehen 
davon aber, daB sie im Gegensatz zu unsern Formeln noch die 
Auswertung eines doppelten oder dreifachen Integrals er- 
fordern, enthalten sie die Entfernung des Aufpunktes 
von den Oberflächen- oder Volumelementen des Elek- 
trons, und zwar die Entfernung von derjenigen Lage dieser Ele- 
mente, die sie in dem wirksamen Augenblicke {—+r einnabhmen. 
Man kann dieses so ausdrücken, daB in den Formeln jener ver- 


1) Vgl. z.B. Encykl. d. Math. Wiss. V Art. 13 (H. A. Lorentz: Elektronen- 
theorie) Nr. 5. 
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zôgerten Potentiale nicht über die wirkliche Gestalt des Elek- 
trons, sondern über eine nach MaaBgabe der vorangehenden Be- 
wegung deformirte Gestalt zu integriren ist. Jede besondere Be- 
wegung würde von diesem Standpunkt aus die Betrachtung einer 
besonderen und : complicirten Deformation des Elektrons nôütig 
machen, während bei der Aufstellung unserer Formeln von einer 
solchen Deformation nirgends die Rede war. 

Meinem Freunde von Mangoldt verdanke ich indessen eine 
Interpretation meiner Formeln, durch die die hier betonte Gegen- 
sätzlichkeit beider Methoden gehoben wird. Man kann nämlich 
meine Formeln direkt aus der Vorstellung des deformirten Elek- 
trons ableiten, wenn man um den Aufpunkt Kugeln von dem ver- 
änderlichen Radius cr beschreibt, durch diese das deformirte Elek- 
tron in Schichten von der Dicke cdr zerlegt und den Beitrag 
jeder Schicht zum Potentialwerte auf elementarem Wege bestimmt. 
Am einfachsten gelingt dieses bei gleichfôrmiger Volamladung ; 
der Fall gleichfôrmiger Oberflächenladung läft sich darauf zu- 
rückführen, indem man die Oberfläche durch eine dünne Kugel- 
schale ersetzt. Die Bestimmung des Rotationsbestandteiles Ÿ, macht 
auch bei dieser Betrachtung etwas mehr Umstände als die von 
œ und ŸY, und erfordert Coordinatentransformationen wie sie in 
$ 6 unter 2) angegeben wurden. 

Ersichtlich ordnet man bei dem zuletzt angegebenen Verfahren 
die Integration über das Volumen des Elektrons nach der zeit- 
lichen Reihenfolge der Wirksamkeit seiner einzelnen Schichten an 
und verwandelt so das dreifache (oder zweifache) räumliche in 
ein einfaches nach der Zeit genommenes Integral. 

Gegenüber diesem sehr viel kürzeren Verfahren hat unser 
ursprünglicher Weg den Vorteil, daB er uns nicht nur mit den aus- 
gerechneten Werten der x, 4, x', 1’ sondern auch mit den zugehôrigen, 
durch ein einheitliches analytisches Gesetz definirten Integralen 
S ausstattet, welche für die dynamischen Betrachtungen der 
folgenden Note bequemer sind, wie die in den verschiedenen Inte- 
grationsintervallen durch verschiedene Ausdrücke gegebenen Werte 
der x selbst. 


8 8. Nachträglicher Beweis einiger Integralformeln. 
a) Wir gehen aus von der bekannten Formel: 
ie dx x à 
1: sin ay = +... je nach dem yZ0; 
0 ; 


2 
9* 
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auf diese führen wir das folgende Integral (a) zurück, das mit 
der ersten der in $ 5 betrachteten GrôBen $S bis auf die Bezeich- 
nung übereinstimmt : 


ao 
@= f sin ay sin as sin at 
0 


Die drei GrôBen y,z,t setzen wir als positiv voraus; aufer- 
dem dürfen wir, da keine derselben in unserer Formel vor der 
anderen ausgezeichnet ist, ohne Beeinträchtigung der Allgemein- 
heit annehmen, daB 

Yy>2— 1. 


Wir benutzen darauf die bekannten Formeln: 


sin 42 sin tt — + (cos z (8 — +) — cos x (2 +-4)) 


sinaycos z(8—1) = à (snz(y+e—#)+sine(y— +6) 
etc. und erhalten statt (a): 


œo 
(a).= 2 sine @+e—9+sine (#40 
0 
; : dx 
sine +e+ Diner 0}. 
Nun sind die drei GrôBen 
y+ez-t,y—-2+il, y+z+i 
wegen unserer Ungleichung y >2=>t sicher positiv; dagegen ist 
y—2—t 
positiv oder negativ, je nachdem ein Dreieck mit den drei Seiten 


Y,z,t unmôüglich oder môglich ist. Nach der vorangeschickten In- 
tegralformel wird daher 


MER T 

= r(rts-S-s) 

wenn die drei Längen y,z,t sich nicht zu einem Drei- 
eck vereinigen lassen, dagegen 


AVE DRE PT ET U 4 
@= (+555) = + 


wenn ein Dreieck mit den Seiten y,z2,t môglich ist. 
b) Auf das Integral (a) führen wir das folgende Integral (b) 
zurück, welches bis auf die Bezeichnung und den Faktor 8 mit 
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der zweïten der in $  betrachteten GrôBen S übereinstimmt: 


__ fPsinxzy—-zxycosxry . “0% 
o= f NE NT on 


Ersichtlich darf darin z > { und y, 4, t als positiv vorausgesetzt 
werden. Indem man y unter dem Integralzeichen von (a) durch 
eine neue Integrationsvariable 7 ersetzt, überzeugt man sich, da B 
zwischen (6) und (a) der Zusammenhang besteht 


O = + [on 


Ist nun das Dreieck (y,z,t) môglich, so ist am oberen 
Ende des Integrationsintervalles (a) — x/4, am unteren Ende je- 
denfalls (a) — 0. Die Grenze zwischen beiden Teilen des Inte- 
grationsvalles bildet der Wert 


n = 2—t 
der Integrationsvariabeln, für den die Dreiecksbildung aus 7, z 
und # eben môüglich zu werden beginnt. Es ist also 


0= 43 [nu = 3(-459) 


Ist die Dreiecksbildung (y,z,{)unmôüglichund zwar 
deshalb, weil y zu groB (nämlich grôBer als 2+6#) ist, so 
ist am oberen und unteren Ende des Integrationsintervalles (a) = 0, 
dagegen für einen gewissen mittleren Teil desselben (a) = x/4, 
nämlich für das Gebiet 2—f<n<2+t. Man hat dann 

XL (T7 __æ (e+ié)—-(2—1) _ x ct 
@) = raie ndn = 8 déprat NUIT 

Ist die Dreiecksbildung(y,2,t)unmôglichundzwar 
deshalb, weil einer der beiden anderen Werte (2 oder 
t) zu groB ist, so ist sie um so mehr unmëglich, wenn man y 
durch einen kleineren Wert » ersetzt. Es ist deshalb für das ganze 
Integrationsintervall (a) — 0 und daher auch 


(b) = 0. 
c) Wir gehen zu dem Integral 
Ce 11e sin Zy — Zy COS Ty Sin T2 — Le COS TZ sin rt 
ñ 7 x£ x 


über, welches bis auf die Bezeichnung mit dem ersten der in $ 6 
betrachteten Integrale S übereinstimmt. Dabei darf ersichtlich 
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ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit vorausgesetzt werden, 
da8 y=—2; es sind dann noch zwei Fälle zu unterscheiden, nämlich 
y<t und y>t. Indem man z unter dem Integralzeichen von (b) 
durch eine Integrationsvariable & ersetzt und nach dieser von 0 
bis z integrirt, erkennt man, daf 


o=-12/o 


Das Dreieck (yzt) ist müglich und es ist y <t. 
Dann ist auch das Dreieck (y, 6, t) môglich, solange 6 > £,, 6, — t—y. 


Ist dagegen £<6£,, so wird das Dreieck (y, 6,t) unmôglich, wobei 


gleichzeitig y wegen y <t nicht die grôfite der drei fraglichen 
Zahlen y, 6,t bedeutet. Infolgedessen ist 


für s>t>t @ — =(-62) 


» &>6>0 (6) = 0. 
Daraus folgt 


Los = LE dé 


und durch Differentiation nach t 


ds fvastens IP Cr De 
ajax, 


fr UN ET MES M PERS — Hier 
mort = Hle-v- ff rx) = FLE. 
Somit endlich 


Das Dreieck (yzt) ist môglich und es ist y=>4. Wir 
haben jetzt &, — y—# zu definiren und zu unterscheiden ob £ —é, 
oder 6<6,. Da jetzt y die grôBte der drei Zahlen y,£,t ist, so 
haben wir für 0O<£<£, die Formel 


D=F+ 


anzuwenden. Infolge dessen wird jetzt 


Losa = 5 fEars f(-Ed)ea 


zur Elektronentheorie. 121 


Durch zweimalige Differentiation nach # ergiebt sich von hier- 

aus gerade derselbe Wert wie vorher; es wird daher auch jetzt: 
con LA ÿ° + 2? es t: 
(c) AE 8 ye ® 

Das Dreieck (yzt) ist unmôglich, und es ist y<t. 
Dann ist es um so mehr unmôglich, wenn wir 2 durch den kleineren 
Wert & ersetzen. Es wird daher im ganzen Integrationsintervall 
(@) = 0 und daher auch 

(ch = 0. 

Istaber die Dreiecksbildung(yzt)unmôglich, und 

y>t, so ergiebt sich 


focx = 5 fa 


Dieser Ausdruck verschwindet bei zweimaler Differentiation nach 
t. Es ergiebt sich also auch jetzt: 


(c) = 0. 
d) Wir betrachten schliefilich das Integral 
(à) = 


© 3sinxy—3 xycosxy— (xy) sin xy sin x2 — xe cos xz _ . 
Jo (xy) ze x ? 
welches bis auf die Bezeichnung und bis auf den Faktor 3 mit 
dem zweiten der Integrale S des $ 6 übereinstimmt. Indem man 
in (c) y unter dem Integralzeichen durch eine Integrationsvariable 
n ersetzt*und n°(c) von O bis y integrirt, erkennt man leicht, daf 


@ = + f'orar 


Ist das Dreieck (y,#,f) môglich, so ist auch das Drei- 
eck (n,z,t) müglich für alle Werte von , die der Bedingung ge- 
nügen y=7=>{2-—t|, dagegen unmüglich für alle Werte von », 
für die [2—t| 70. Man hat daher 


Lorean té t 
(d) A 8y° Le ps 1 dn. 


Die Ausrechnung ergiebt : 
o = pl +00 (0) 


uxs( y +272 - EE +OL 
16 2yz 2y°+ 
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Das Dreieck (yzt) ist unmôglich, weil y zu gro, 
nämlich —2+# ist. Dann ist das Dreieck (m2) môüglich für alle 
Werte 2+t=n—>|2-—t|, dagegen unmôglich für alle Werte 
n>2+t und 7<|2-—t|. Daher ergiebt sich in diesem Falle 

x 24 7 + 2° F2 l? 
d) = <— 1 nd 
(d) By Jun 2 141 


= {+0 04200) (840 (0) 


= Bys le+9-e — | le+ FR TAGS e)| 


a #t 


EE 

Das Dreieck (yz2t) ist unmôglich, weil y zu klein, 
nämlich <{|z2—t| ist. Dann ist auch das Dreieck (n z t) für alle 
Werte 7 < y unmôüglich und man erhält unmittelbar 


(d) = 0. 


8 9. Nûüherungsformeln für das Feld. Die Potentialgesetze von Liénard 
und Wiechert. 


Indem wir alle speciellen Anwendungen für eine spätere Note 
zurückstellen, wollen wir hier nur die allgemeinen Näherungs- 
werte der Potentiale 9 und A ableiten, die sich bei hinreichender 
Entfernung des Aufpunktes vom Elektron von selbst darbieten. 
Die Bedingung ihrer näherungsweisen Gültigkeit besteht im Wesent- 
lichen darin, da8 der Abstand X des Aufpunktes vom 
Elektron (genauer gesagt von der in Betracht kommenden 
früheren Lage des Elektrons) gro8 sein mu$ gegen- 
über dem Radius a Die Formeln versagen daher für das 
Innere oder für die unmittelbare Nähe des Elektrons. Die Rech- 
nung ist für Oberflächen- und Volumladung gesondert zu 
führen. 

1. Oberflächenladung. a) Die Potentiale y und Y.. 
In Gl. (17) sei die GrôBe 1 für das Intervall zwischen +, und r, 
gleich 1, auBerhalb desselben gleich Null. Nach der Bedingung 
der Dreiecksmüglichkeit bestimmen sich 5, und r, aus den Gleich- 
ungen : 


82) ER, = cr,-a, RER, = cr,+a; 
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R,, R, sind dabei die den Zeitpunkten #—+r,, {—+, zugehôrigen 
Längen des Vektors R. Ferner sei 


R, die zugehôrige Länge von R, td, — vs, die zugehôrige 
Geschwindigkeit. Für den Fall nun, da8 sich R im Integrations- 
intervalle r,...7T, relativ nur wenig ändert, d. h. für den Fall, 
daf 

E, 53 E, 

0 

eine kleine Zahl ist, kônnen wir die Integration in (17) ersetzen 
durch die Mittelwertbildung : 
Ms LA ES LA 


89) P — Bra 


0 


Wenn sich ferner auch = im Integrationsintervalle nur wenig 


ändert, wenn also 
Ô0R, _0R 
Ôt Ôt 
eine z. B. gegen c kleine Geschwindigkeit ist, so kônnen wir nach 
dem Mittelwertsatze der Differentialrechnung schreiben 


1 


oR h,v, 
B, = R,+(-e) de = R,+(e 7) Ce) 
34) ; 
0R R, v 
B, = B, + (ti —%) es Æ CARTE LUELE 


Hieraus folgt mit Rücksicht auf (32): 


h,v 
34) R,-R, — (Er? Es Fra c(r,—7T,)— 24, 
d. h 
Da 2a 
ae ne rue) 


0 


Nach (33) ergiebt sich daher 
1 


1— = cos (R,, v,) 


€ 


4) PT 4x R, 
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Betrachtet man nur Bewegungen mit Unterlichtgeschwindig- 
keit, so kann das Zeichen | ] des absoluten Betrages auch fort- 
bleiben, weil alsdann 7, > 7, ist. 

In genau derselben Weise berechnet sich der Translations- 
bestandteil A, des Vektorpotentials, dessen Ausdruck (21) sich ja 
nur um den Faktor v,_,/e von dem Ausdrucke von y unterscheïdet. 


Man findet nach derselben Methode : 
1 


1 -" cos (R,,v,) 


1, Lo) 
1? ii . " 
0 


Wir haben noch die Gültigkeitsgrenzen unseres Verfahrens 
anzugeben. Wir bilden zu dem Zweck nach zwei obigen Bemer- 
kung mit Rücksicht auf (34) und (3b): 


Re RraUA cos (R,,) _ 2a v,cos(R,,v) 

R, = (tr, —7;) ER, E: R,c—v,cos(k,, vo) 
1/0R, ÔôR,\ tt, or, _ 2a 0. 
+ Ôr  Ôr |] € Où  c—v,cos(Rv,) © ôt (ncon(Run)] 


Der erste dieser Ausdrücke ist der GrôBenordnung nach gleich 
a/R,, aufer wenn v der Lichtgeschwindigkeit zu nahe kommt; der 
zweite Ausdruck ist allemal dann klein, wenn während der Zeit- 
dauer, in welcher ein Lichtstrahl das bewegte Elektron in der 
Richtung nach dem Aufpunkte hin überstreichen würde, die Ge- 
schwindigkeitsänderung klein gegen die Lichtgeschwindigkeït ist, 
was nur bei ganz auBerordentlichen, stoBartigen Beschleunigungen 
nicht der Fall sein wird. Unser Verfahren erweist sich 
also als berechtigt in allen Fällen, wo der Abstand 
ER gro8 gegen den Radius des Elektrons ist, vorausge- 
setzt, daB die Geschwindigkeit der Lichtgeschwindigkeit nicht zu 
nahe kommt und die Beschleunigung nicht einen stofartigen Cha- 
rakter annimmt. Dieselbe Bemerkung überträgt sich ohne Weiteres 
auf die folgenden Fälle. 

b) Das Potential Y,. Der Rotationsbestandteil des Vektor- 
potentials ist nach (28) und (30) gegeben durch: 


x: HE " +R cr 
4 = 0 Co, — 7% 


wobei r,, r, dieselbe Bedeutung wie oben haben und die Stellung 
von 7, und r, zu vertauschen ist, falls tr, +, (Ueberlichtge- 
schwindigkeit). Ferner benutzen wir die Zeichen r,, R,, t,, R, in 


dr, 
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derselben oder in entsprechender Bedeutung wie unter a). Man 
erkennt nun unmittelbar, da8 man hier, um den vollständigen 
asymptotischen Ausdruck von YA, zu erhalten, nicht einfach im In- 
tegranden rt = r, setzen darf, wie vorher, daB man vielmehr diesen 
entwickeln muf bis zu den Gliedern (r — r,)° incl. Die Entwickelung 
lautet, wenn J abkürzend den Integranden bezeichnet : 


Ca de. 


36) = J, +5) ° # 2 FE 


Bei der Integration nach r verschwindet das Glied mit t—7,, 
weil r, das arithmetische Mittel der Integrationsgrenzen bedeutet. 
Das Glied mit (r—7,) wird gleichzeitig 


36) lee dr Un dt). ir [r, —7;| 


und es zeigt sich, daf von derselben GrôBenordnung auch das 
Glied nullter Ordnung 


J, = [n,RÀ,] EC +R Cr 


wird. Nach den Gl (32) und (34) haben wir nämlich, wenn wir 
die letzteren durch die Glieder zweiter Ordnung vervollständigen : 


LS EE Cr BE, +E, _ RÉEL OU OR, (T,—%) nd a) 


To 2 079 Gr 


Wegen der Definition von r, als arithmetischen Mittels zwischen 
T;, %, Wird aber 


Gr) = Ge) = Gr), 


also 
1 OR, 
37 Dé nr Date EF A) 
) 
1 d'R 
2 2,2 de. 3e ati 3 
R—c Tone 4 E, dr? (CA t;) 


36”) 1h dr = [,R.] ælC qe PE (r, ="), Len 


was in der That wegen der Bedeutung von r,—7+, (G1. 35) von 
derselben GrôBenordnung wie (36”) ist. 
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Tragen wir nun die Entwickelung (36) mit dem Werte (3b) 
von 7,—7, in die Definitionsgleichung von {, ein, so ergiebt sich 


Sara 1 


38) LR je cos (0) © 


mit der Abkürzung: 


1 dE, 1 
8 — à [mA] (1- PR Le bot #56) 
he à 1 
6 De las (D 


Beschränkt man sich consequenter Weise bei der Ausrechnung 
von 0° J,[ôr* auf die Glieder nullter Ordnung in a, so findet man 
leicht 


ëJ, _ [r, IE &'(R?) Re sl de— cos(R,, v,)) 


Ôr° Fe 2 OT 
und daher 
1 MORRMMENMO CR) 6 
cpé( Len S SERRE) 
38) Pet en (c— 7, cos (2, v,)) 


ee Le x. 1 


RS [c—v,cos(£,.v,) 


Wie man sieht verschwindet A, mit wachsendem À von hô- 
herer Ordnung als A, oder y, da es gegenüber jenen mit dem 
Faktor (a/R)' behaftet ist. Der Einfluf der Rotationsbewegung 
auf das Feld reicht also, was verständlich ist, nicht so weit wi: 
der der Translationsbewegung. 

2. Volumladung. a) Die Potentiale œ® und A. Be 
deuten wieder 7,, 7, die Grenzen, innerhalb deren ein Dreieck au: 
den Strecken a, R, cr gebildet werden kann, so ist auBerhalb de: 
Intervalles (r, r,) nach (19) x — 0, da sicherlich a nicht die grôfit: 
der drei Strecken a, J?, cr ist, vielmehr À = a vorausgesetzt wird. 
Innerhalb dieses Intervalles ist 


= 14-658) 
RE, = x 
Wir schreiben daher nach (20) und (22), indem wir die nur 


wenig veränderlichen Faktoren durch ihre zum Werte tr = 7, ge- 
9 
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hôürigen Mittelwerte ersetzen: 


var fre 


€ v, 3 cr—R 
AENSen RES (-( à *J}ear 


In dem hier noch auszuwertenden Integral führen wir die Inte- 
grationsvariable 


39) 


__ct—k 


a 


ein; dieselbe wird für + = +, oder tr = +, nach (32) gleich + 1, 
und es ist 
dl ôR a (Ri:-,) 
a aa )* a (- 7) 


Indem wir abermals einen Mittelwert einführen, kônnen wir 
schreiben 


a du 
cdt = ME, ME 
1— Ga cos (R,, v,) 
wobei nach Hinzufügung des Zeichens | |, auch wenn r, => r, sein 


sollte, die Integration nach « in der Richtung von —1 bis +1 zu 
erstrecken ist. Es ist aber 


Li 
sf (— uw) du = 2. 
7e 


Mit Rücksicht hierauf und den angegebenen Wert von cd 
gehen die Gleichungen (39) unmittelbar in die früheren Ausdrücke 
(83') und (33”) über. Für die Fernwirkung macht es also bei 
dem skalaren Potential und dem Translationsterm des Vektor- 
potentials nichts aus, in welcher Weise die Ladung im Elektron 
verteilt ist. 

b) Das Potential A. Bei Volumladung ergeben die Gl. 
(29) und (31) für den Rotationsbestandteil des Vektorpotentials 
mit der früheren Bedeutung der Grenzen 7,, t, (vorbehaltlich einer 
ev. Vertauschung derselben) : 


PTE BAM 3 
Y, = mas Lo, _ À] 7 le +2R—20c T'— 


Bezeichnen wir den Integranden mit J und entwickeln den- 
selben äbnlich wie in (36), so müssen wir jetzt bis zum Gliede 


nn ce H 0) dr. 
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mit (r—v,) gehn, um sicher zu sein, alle der GrôBenordnung nach 
maafigebenden Terme beizubehalten. Wir schreiben also: 


ri rs) dJ,, (c—r) J,, (c—r) 0J, 
CT 3!  Ôr° Al Ôr‘ 


J= J, ES 


Bei der Integration nach r fallen die Glieder mit r—r, und 
(c—r) fort, weil r, das arithmetische Mittel der Integrations- 
grenzen ist. Wegen (861) und der Formel 


[EE dr _ @ RE [r, —1,| 


erhält man dann: 


fr& = (2 


Vernachlässigt man alles, was in a von hôherer als der 
zweiten Ordnung ist, so ergiebt sich 


Le 0) OT, (tr, — #) 
fe _ Ôt* ae A 


8 [, 1 02 ; 
J, — Go, D] gs (a 72 Lee dr (CA -:)) 


und es wird 


Riad 1 


S. L ner cs iv) 


= Sfr SR re 
Less 0 de 1 
Ft Have Or” (c—v, cos (R,, v.))" 


"pe 9h d‘J, L 
. ® Or. (c— v, cos (R,,v,)) : 


Es ist aber mit der hier erforderlichen Genauigkeiït: 


o) —2%+6R 


dJ, 8 [w,A, HE (BR 


ER, 
dr 4 16 | 6 | 


0 ot? 


— à he sÔri rue) (c — Vo CO8 (Ro Vo) 
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2. ana — b4 el lR 7 (c "9, COS (R,, 0)" 
+868 RS ae (c—v, cos (R,, v.))" 


+9 el (sr +0) (c—v, cos (R,, v,))". 


Trägt man diese Werte in den Ausdruck von 8 ein, so zieht 
sich derselbe zusammen zu: 


Later hmqu HE EE :) 
r es L2 20 OT BAUE ed 
alta OA MAS PE FETE MER) LE 
1,.0/mA L 

RMS ete) 


Eu 


Ueber die GrôBenordnung von A, im Verhältnis zu der von 
œ und Ÿ, ist dasselbe zu sagen wie oben unter 1 b) Wollen wir 
uns mit derselben Näherung wie bei der Berechnung von y und 
A, begnügen und GrüBen von der Ordnung a*/R° schlechtweg ver- 
nachlässigen, so kônnten wir einfach den für Volum- und Ober- 
flächenladung gemeinsamen Wert 

2 =10 

angeben. Unter Beibehaltung der GrôBen von der Ordnung a°/R° 
dagegen unterscheiden sich Oberflächen- und Volumladung, sowohl 
in dem Ausdrucke von A, wie in denen von q und A, wofern 
wir die letzteren durch Glieder hôherer Ordnung ergänzen wollten. 

Die Potentialgesetze (33') und (33”) sind von Liénard'!) und 
Wiechert*) gefunden worden; der Faktor 4x, durch den sich 
unsere Ausdrücke von denen jener Forscher unterscheiden, rübrt 
von der Wahl der Einheiten her. Diese Potentialgesetze gestatten 
die folgende Deutung: Das Potential @ in hinreichend 
entfernten Aufpunkten zur Zeittkann so berechnet 
werden, wie wenn sich das Elektron dauernd an der- 
jenigen Stelle befände, die es zur Zeit {—r+r,inne 


1) À. Liénard, L’Eclairage électrique 1898, p. 5, 53, 106. 
2) E. Wiechert, Archives néerlandaises 5 (1900) p. 549, (Lorentz- 
Jubelband). 
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hatte, wobei jedoch seine Ladung e im Verhältnis 
1:11 cos (R,,v,)| zureduciren ist. Ferner: Das Vektor- 


potential A, kann berechnet werden wie dasjenige 
eines Stromelementes, welches nach Lage und Rich- 
tung übereinstimmtmit demOrteundder Bewegungs- 
richtung des Elektrons zur Zeit f—#,; die im Ele- 
mente flieBende (elektrostatisch gemessene) Strom- 
stärke ist dabei jedoch nicht gleich ev,/c zu setzen, 


sondern abermals im Verhältnis 1:[1— < cos (R,,%,) zu 


reduciren. 

Das Vektorpotential A, endlich und das ihm entsprechende 
Magnetfeld kôünnen wir vergleichen mit dem Felde eines Ele- 
mentarmagneten, der sich am Orte des Elektrons 
zur Zeit {—r, befindet; und zwar ist die magnetische 
Axedieses äquivalentenElementarmagneten durch den 
obeneingeführten Vektor 8 bestimmt; sein magnetisches Moment hängt 
dabei noch von der Lage des Aufpunktes ab und wird im Uebrigen 
gegeben durchLadung, Radius und Winkelgeschwindig- 
keit des Elektrons, wobei die Ladung abermals im Verhältnis 


1:17 cos (R,,v,) zu reduciren ist. 


In allen drei Fällen bedeutet die genannte Reduktion eine 
scheinbare VergrôBerung von Ladung, Stromstärke und 
magnetischem Moment, wenn der Winkel zwischen Ji, und t, ein 
spitzer ist, d.h. wenn die Bewegung des Elektrons nach dem 
Aufpunkte hin gerichtet ist (allgemeiner gesagt, eine nach 
dem Aufpunkte hin gerichtete Componente besitzt), dagegen eine 
scheinbare Verkleinerung von Ladung etc, wenn der 
Winkel zwischen R, und b, stumpf ist die Bewegung also von 
dem Aufpunkte fort gerichtet ist (eine vom Aufpunkte ab- 
gewandte Componente besitzt). Diese Reduktion entspricht also 
vüllig dem sog. Doppler’schen Prinzip. 


Das graphische Verfahren zur Entwickelung 
correcter Curven aus Beobachtungsresultaten. 


Von 


V. Hensen, Kiel. 
Mit 4 Figuren im Text und 2 Tabellen. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 5. März 1904. 


Durch das graphische Verfahren lassen sich Curven und Cur- 
venteile, wenn sie die Art ihrer Krümmung nicht ändern und 
sofern ihre beiden rechtwinkligen Coordinaten in gleichem Sinne 
wachsen, im engsten AnschluB an die Beobachtungsresultate und 
ohne Voraussetzung einer Formel bis zu beliebiger Stellenzahl 
numerisch feststellen. Nur bei arithmetischen Reihen wäre eine 
absolute Genauigkeit erreichbar; wenn die Differenzreihen nicht 
Null werden, lassen sie sich so nahe an Null heranführen, 
daBf das sog. allgemeine Glied der Hauptreihe so genau, 
wie man will, bestimmt werden kann. Für die Praxis, an die hier 
in erster Linie gedacht wird, ist die zu verlangende Genauigkeit 
leicht genug erreicht. Diese Art, die Methode der kleinsten 
Fehlerquadrate zu umgehen, dürfte für manche Beobachtungsreihen 
Vorzüge haben, sowohl weil es häufig recht schwer ist, die 
passendste Formel zu finden, als auch, weil es in der Wissenschaft 
erwünscht ist, über verschiedene Wege zu dem gleichen Endziel 
zu verfügen. Mein Verfahren erfordert einen guten graphischen 
Apparat, der nach festen Regeln verwendet wird, und eine aus- 
giebige Verwendung der Differenzreihen. Von letzteren ist ja die 
Hauptreihe unter Benutzung eines beliebigen Anfangsgliedes der- 
selben und eines genügend entfernten Endgliedes strenge ab- 
hängig, da jede ,vorangehende“ Reihe aus dem Anfangs- oder 
Endgliede dieser Reïhe und aus ihrer Differenzreihe genau wieder 

Egl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1904. Heft 2. 10 
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aufzubauen ist. Die Summe der Beobachtungsresultate, deren 
Summenreihen und die Summen dieser Reïhen bilden die voraus- 
setzungsfreie Basis für die graphische Richtigstellung der Beob- 
achtungen. Je besser diese sind und je grôBer deren Anzahl ist, 
desto mehr trifft die Curve den genauen Sachverhalt, immer kann 
sie diesem so nahe gebracht werden, wie es die Genauigkeït und 
die Zahl der Beobachtungen gestattet. 

Es müge 1) mit Hilfe der anliegenden Tabelle I das Verfahren 
und dessen Resultat an einem einfachen Fall übersichtlich vorge- 
fübrt werden, 2) soll die Art der Behandlung der Differenzreihen, 
8) soll die Herstellung und Behandlung der Hauptreihe, 4) die 
graphische Interpolation dargelegt werden, 5) môgen einige An- 
weisungen für die mechanische Ausführung der graphischen In- 
terpolation und Correctur gegeben werden, 6) zum Schluf sollen 
alle Vornahmen in der einzuhaltenden Reïhenfolge zusammengestellt 
werden. 


1. Die Tabelle I. 

An einem einfachen Beispiel läft sich das Verfahren und 
dessen Erfolg am leichtesten verständlich machen. Es lag eine 
Reihe von Beobachtungsresultaten, bestehend aus 22 Ordinaten, 
(Tonhôühen von 39 bis 1767 v. d.) und Abscissen, (1 bis 700 mgr.) 
vor. Die Intervalle waren anfänglich Einheiten der Abscisse, 
gegen Ende 100 bis 200 Einheiten. Da es für die graphische Ar- 
beit erwünscht und z. T. nôtig ist, äquidistante Ordinaten zu 
haben und selbstverständlich nicht entsprechend viele Ordinaten 
interpolirt werden konnten, muften A bteilungen in der Reihe 
gemacht werden, die es gestatteten, alle Beobachtungsresultate zu 
verwenden, ohne eine grofie Menge von interpolirten Werten zu 
erfordern. Es wurden zunächst Intervalle von 50 Einheiten aus- 
gelegt, resp. interpolirt und es wurde die gewonnene Curve durch 
eine Anzahl von Differenzreihen ausgeglichen. Damit waren die 
Ordinaten für die Abscissen 50, 100, 150 ..... 700 vorläufig fest- 
gelegt und es konnten passende Abschnitte der Curve genauer 
durchgearbeitet werden. Die Tabelle I gibt die Ausarbeitung der 
Werte zwischen den Abscissen 50 und 100. Die Endordinaten 
waren als festgelegt zu betrachten. Die Mittelwerte der Beob- 
achtungen sind in der Reïhe I der Tabelle aufgeführt, aus ihnen 
ergibt sich die Summe der Hauptreihe, sei es mit, sei es ohne die 
festgelegten Endordinaten. (Summenreihen und deren Summen 
dienen nur zur Feststellung der Endordinaten, wie in Abschnitt 3 
gezeigt werden wird, sie kommen also für den vorliegenden Fall 
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nicht in Betracht). Die Auslage der Werte in Reïhe I ergab die 
graphische Aufnahme der Reiïhe Il, die aus den beiden früher 
richtig gestellten Endwerten, aus den abgeglichenen Mittelwerten 
Y,, Y,, Y, Y, und aus interpolirten Werten besteht. Diese Reihe 
ist als ,Hauptreihe“ zu bezeichnen. Die beobachteten Mittelwerte 
und die entsprechenden abgeglichenen Werte ergeben nicht die 
gleiche Summe, sondern die abgeglichenen Werte sind in Summa 
um 0,7 zu hoch. Der Unterschied wird künftig mit ,R“ be- 
zeichnet und hat das negative Vorzeichen, wenn die Summe der 
abgeglichenen Werte kleiner ist als sie sein soll, daher die Fehl- 
summe À (oder à) ihr noch zuzufügen ist. Die Summe der beob- 
achteten Werte dient als Leitzahl, weil sie mit Wahrschein- 
lichkeit als fehlerfrei zu betrachten ist; sie mul daher für die 
Summe der abgeglichenen Werte wieder hergestellt werden. Das 
ist in der ,berichtigten“ Reiïhe III zur Ausführung gekommen. 
(Es ist von mir nicht beachtet worden, daf die Berichtigung etwas 
über das Ziel hinausgeschossen ist, der Fehler schadet nichts für 
die beabsichtigte Demonstration). Mit der berichtigten Haupt- 
reihe wurde die erste Differenzreihe berechnet und ausgelegt, Ta- 
belle I, IITIa. Sie fiel, wie die Zahlenreihe zeigt, recht schlecht 
aus. Die Reihe wurde graphisch corrigirt und aufgenommen, wo- 
durch die Zahlenfolge IIIb. entstand. Die Summe dieser Reihe 
fällt um ein R — 0,002 zu grofi aus und muB entsprechend be- 
richtigt werden. Das ist in Reihe IIIe. ausgeführt worden. Wenn 
mit dieser berichtigten Differenzreihe die Hauptreihe neu gebildet 
wird, so ergibt sich, da8 Z Y um einen Wert 0 — —2,23... zu 
klein ausfällt. Da Z Y die Leitzahl ist, also genau wiederkommen 
soll, muB die 4 Curve dem Wert à entsprechend ,gedreht“, oder, was 
dasselbe bedeutet, die Z Reihe entsprechend ,geschwenkt“ werden. 
Dabei entsteht die Reiïhe III d. und mit Hilfe dieser Zahlenreihe 
wird endlich die Hauptreihe wieder hergestellt. Diese neue Reihe 
IV ist bereits recht fehlerfrei geworden. 

In dieser, mit Hilfe der Differenzreihen zu beschaffenden Cor- 
rectur weiter fortschreitend, erhält man aus der Reihe der 4° die 
Y-Reihe V und weiterhin aus 4‘ die Y-Reihe VI und endlich aus 
A" die Y-Reihe VIL Bis zur zehnten Differenzreihe kann man 
natürlich nur gelangen, wenn bei der achten Differenzreihe einige 
Ordinaten interpolirt werden; auf diese Weise kann man bis zu 
beliebig hohen Differenzreihen kommen. Wie die Tabelle nach- 
weist verlaufen die Correcturen ganz regelmäfig, immer sind die 
nachfolgenden Y weitergehend genau, als die der vorhergehenden 
Reiïhe. Ich kann mitteilen, daB nach Entwickelung der elften 
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Differenzreihe nur noch an einer Position in der Y-Reïhe die 
vorletzte Decimale der in VII angegebenen Werte sich um eine 
Einheit ändert, daB also in Reïhe VII alle Zahlen bis auf die 
beiden letzten Decimalen genau sind. Die in der Tabelle gege- 
benen Differenzreihen sind aus der mit Z,, hergestellten Y-Reihe 
entwickelt, sie sind so stellenreich, daB eine Rechnung mit sieben- 
stelligen Logarithmen nicht ausreichen würde, um die Curve zu 
entwickeln, wenn deren Formel bekannt wäre. Die Differenz- 
reihen lassen noch keine ,Fehlerwellen“, wie die durch Fehler, 
ungenaue Beobachtungen und durch Kürzungen entstandenen Un- 
regelmäfigkeiten der Curve genannt sein mügen, erkennen. Die 
Arbeit hat in dieser Ausdehnung ja weiter keinen praktischen 
Zweck, ihre Ausdehnung sollte nur zeigen, daf man mit der 
graphischen Methode jede verlangte numerische Schärfe erzielen 
kann. Das ist bisher nicht ersichtlich gewesen, im Gegenteil er- 
schien diese Methode gegenüber dem rechnerischen Verfahren von 
unzureichender Schärfe. Die VergrôBerung meiner Maaseinheit 
ging bei 4° über 100000; wäre ich bis zur achtzehnten Differenz 
gegangen, so wäre sie billionenfach geworden, während die Fehler 
der Messung immer ïhre relative GrüBe unverändert behalten 
hätten. Es genügt bei der Aufnahme der Differenzen, wenn immer 
nur der Anschluf an die vorangehende Differenzreihe gewabrt 
wird und am Schlufi der Arbeit bis zur Hauptreihe zurück ge- 
gangen wird. Dabei werden dann nur Schwenkungen der Diffe- 
renzreihen, aber keine Berichtigungen erforderlich. In der Praxis 
dürften die Hauptreihen meistens genau genug kommen, wenn man 
sich begnügt bis zur zweiten Differenz zu gehen. 

Die Tabelle I ergibt, dai zwar die Z Y unverändert geblieben 
ist, daR sich aber die Samme der corrigirten Ordinaten der Be- 
obachtungen um — 0,3465, also nicht unerheblich verkleinert bat. 
Die Summe war ja bereits anfänglich etwas zu klein geworden, 
aber die jetzt vorliegende Verkleinerung hat ibren Hauptgrund in 
dem Fortfall der Fehlerwellen der Curve. Der Grad der Ver- 
kleinerung wird daher von Zufälligkeiten abhängig sein. Die 
Summe der bevbachteten Zahlen, also Y,+ Y, + Y,+ Y, war die 
Leitzahl, aus der sich erst sekundär die bei der Correctur fest- 
gehaltene Zahl 4918,9... — Z Y ableitete, daher mu diese Leit- 
zahl wieder hergestellt werden, auch dann, wenn nur bis 4° ge- 
gangen wird. Die mit JZè — —0,3465 berichtigte Z Y ist in Reihe 
VIII hergestellt; dabei dürfen die Endordinaten nicht verändert 
werden, weil auch sie Leitzahlen bilden. Die Verrechnung des R 
lieB sich nicht ganz vollkommen ausführen, weil dafür die Loga- 
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rithmen nicht ausreichten, aber der Fehlerrest an den Y,+ Y,+ Y,+ Y, 
ist, wie man sieht, minimal. Es zeigt sich, daB die durch das 
Verfahren aus den graphisch berichtigten Zahlen gewonnene Curve 
ganz innerhalb der mittleren Fehler an den Mitteln der einzelnen 
Beobachtungeu verläuft und daf die schlechteren der in der Ta- 
belle oben verzeichneten Febler an den Mittelwerten auch die 
grôBeren Fehler ergeben, wie unter der Reïhe VIIT in der Tabelle 
ersichtlich gemacht wird. Die Summe der Fehler ist dabei noch 
nicht genau Null geworden, sondern beträgt — 0,0008708, ist also 
praktisch so gut wie Null. Es wäre durch eine leichte Umrech- 
nung ohne Schwierigkeit der Forderung, da8 die Summe der Fehler 
Nall sein solle zu entsprechen, aber damit wäre der gleich- 
berechtigten Forderung, daB die Summe der beobachteten Mittel- 
werte genau innegehalten werden solle, nicht genügt. Bei einer 
grofien Anzahl guter Mittelwerte werden sich beide Forderungen 
sehr annähernd decken müssen; je weniger sie das tun, desto un- 
günstiger kann über die Güte der Beobachtungen geurteilt werden. 
Es dürfte meistens richtig sein den Fehler an der Summe der be- 
obachteten Mittelwerte und die Abweichung der halben Summe 
der Fehler von Null zu addiren und die Hälfte dieser Summe als 
,R“ zu verrechnen. In dem vorliegenden Fall kann das noch nicht 
geschehen, weil die Curve der Tabelle TI in die grofie Curve von 
22 beobachteten Ordinaten einzufügen ist und erst an dieser die 
Correctur für alle Werte vorzunehmen wäre. 


2. Die Behandlung der Differenzreihen. 

Nachdem eine Differenzreihe als Curve ausgelegt worden ist, 
lagert man die Curvenrute unter Festhaltung der Endwerte 50, 
daB sie sich so weit müglich durch die ausgelegten Werte hindurch 
schmiegt. Die Curve soll 1) wellenfrei verlaufen, 2) die Summe 
der ausgelegten Ordinaten môüglichst wiedergeben. [Letztere An- 
forderung, die weniger wichtig ist, sucht man dadurch zu erfüllen, 
daf man die + und — Abweichungen der Rute von den ausgelegten 
Werten môüglichst in Summa — O0 macht. Dann erfüllt man die 
erste Anforderung dadurch, dass man die beiden folgenden Diffe- 
renzreihen berechnet. Zeigen diese noch einen stark welligen 
Verlauf, was die Regel sein wird, so erkennt man leicht, wo der 
Fehler in der Biegung der Rute liegt und kann ihn verbessern. 

Die dann aufzunehmenden Ordinaten werden die Summe der 
ausgelegten nicht vüllig genau wiedergeben. Es ist nôtig diese 
Summe genau wieder herzustellen, weil die Endordinate der vor- 
angehenden Reihe Leitzahl ist und sonst nicht wiederkommen 
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kann. Es ist daher die Fehlsumme + R zu bestimmen und die 
Art ibrer Verrechnung festzustellen. Um letzteres zu erfahren 
ist zu ermitteln, wie groB die Summe der vorangehenden Ordi- 
natenreihe unter Zufügung des Fehlers ,R“ wird, wenn man sie 
aus der neuen Ordinatenreihe berechnet. Diese Summe kann 
kleiner, nahe gleich oder grôfer werden, als sie sein soll. Das dem- 
entsprechend innezuhaltende Verfahren müge die Figur 1 erläutern. 


Fig. 1. 


Sei n, &, die zu corrigirende Curve der aufgenommenen Or- 
dinaten. Wenn y, von allen anderen Ordinaten abgezogen wird, 
erhält man die Längen: h, l,...h, ; wenn y, von allen anderen 
Ordinaten abgezogen wird, verlegt man die Abscissenaxe auf 7, 7, 
und erhält die (negativen) Werte 4, k,...k,.. Wenn man die 
Tangente des Winkels Ë, &, n, berechnet, so lassen sich die Längen 
h,+m,, h,+m,...h,.,+m,, bestimmen und daraus erhält man 
dann die als künftig m-Werte bezeichneten GrôBen. Die R-Werte 
sind so zu verrechnen, daf die Fehlsumme (,0*) an der Summe 
der vorangehenden Ordinatenreihe verkleinert oder müglichst wenig 
vergrüBert wird. Es kôünnen folgende Fälle vorkommen. 1) Jene 
Summe wurde zu klein gefunden und R soll addirt werden. Sei y, 
die Endordinate, also die Zahl, die bei der Neubildung der voran- 
gehenden Reiïhe zuletzt addirt wird, dann kommen die GrôBen 4, 
k,, ...k._, zu Verwendung. Man rechnet: 


n—1 


a. — #.(1a) und 94, +94,..... 9%, — R.(Lb) 
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Wenn die Gleichung 1b stimmt, ist richtig gerechnet, doch 
findet sich meistens ein kleiner Fehlbetrag, weil mit Logarithmen 
gerechnet wird. Man mu ohnehin die Zahlen kürzen und gleicht 
dakei diesen Fehlbetrag aus. Die 9% werden dann zu den zuge- 
hôrigen Ordinaten addirt. 2) Jene Samme wird zu klein und ,R“ 
ist zu subtrahiren. In diesem Fall bleibt die Anfangsordinate y, 
unverändert und es werden die k-Werte benutzt. Man bildet : 


= — #.(a) und 64, + 0h, +....4+8h., = R.(2b) 


kürzt die gefundenen 8k wie oben und subtrahirt diese Werte von 
den entsprechenden Ordinaten. 3) Die Summe ist nahe richtig ge- 
funden worden oder es dürfen aus anderen Gründen die Anfangs- 
und End-Ordinaten nicht verändert werden, dann ist die Krümmung 
der Curve lediglich etwas zu vermehren oder zu vermindern und 
es kommen die #-Werte in Betracht. Man rechnet: 


À = 9.(82) und ôm,+0m,+...+ 0m, — R.(8b) 


und addirt oder subtrahirt, jenachdem R negativ oder positiv. 4) 
Jene Summe wurde zu groB und ,R“ ist zu addiren. Man ver- 
fährt nach Gl. 2. 5) Jene Summe wurde zu gro8 und ,R“ ist zu 
subtrahiren. Man verfährt nach Gl. 1. 

Wenn auf diese Weise die Saumme der Ordinaten der Differenz- 
curve berichtigt worden ist, muB zwar die Endziffer der voran- 
gehenden Reiïhe genau oder mit grofer Annäherung wiederkommen, 
aber die Summe jener Reihe wird um einen kleinen Wert, der mit 
»9“ bezeichnet werden môûge, zu groB oder zu klein gefunden. 
Dieser Fehlwert ist — figürlich gesprochen — durch Drehung der 
Curve oder Schwenkung der berichtigten Reiïhe um einen im Ver- 
lauf der Curve liegenden Drehpunkt zu beseitigen. Wird die neu- 
gebildete Summe der vorangehenden Reïhe zu klein, so dañ ,0“ 
negativ wird, so müssen die Ordinaten desjenigen Endes der be- 
richtigten Differenzcurve erhôht werden, an dem die Addition zur 
Bildung der vorangehenden Reïhe zu beginnen hat. Da die Samme 
der ,berichtigten“ Reïhe nicht verändert werden darf, müssen die 
Ordinaten des anderen Endes oder Flügels dieser Reihe um die 
gleiche Summe vermindert werden. Wurde jene Summe zu grof 
gefunden, ist also ,0“ positiv, so hat natürlich das umgehrte Ver- 
fahren einzutreten. Die Biegung der Curve soll bei der Drehung 
unverändert bleiben, der Zuwachs der Reiïhe der Ordinatenzahlen 
ändert sich allerdings bei der durch die Drehung bewirkten 
Schwenkung dieser Reiïhe in der Weise, daf die Ditferenzreihe der 
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geschwenkten Reïhe eine kleine Veränderung erfährt. Diese Ver- 
änderung ist kein Fehler, sondern muf so erfolgen, weïl die Inne- 
haltung der Leitzahlen sie erfordert. Die Biegung der Curve 
wird conservirt, wenn man den Drehpunkt in den Kopf der Mittel- 
ordinate verlegt. Das Verfahren wird durch die nachfolgende 
Figur erläutert. ; 


Fig. 2. 


Wenn die Abscissenaxe durch Abzug von y, von allen Ordi- 
naten auf die Linie Ë£, £, verlegt wird, erhält man die k-Werte der 
Fig. 1. Liege der Drehpunkt in D und werde dahin die Abscissen- 
axe verlegt, so entstehen die Längen ,B“, die für die Drehung in 
Betracht kommen. Die Ordinatenabstände müssen gleich sein, was 
bereits durch die Feststellung der Hauptreihe bewirkt worden ist. 
Sei n die Anzahl der Ordinaten, so ist: 

yin = y, (4) 
y, die Mittelordinate, an deren Kopf bei D der Drehpunkt liegt. 
y, —Y. —= h, ergibt das mittlere k und es besteht die Gleichung: 


h,— h,+ h,—h, + SR h— h— (—h,,,)—..—h,= B,+B:+" +B,—=0(4a) 
Dann ist ein Factor ,p“ zu suchen, der die erforderliche 
Schwenkung zu bewirken hat. Man findet » aus den Gleichungen : 


Ep [Bn+B,n—1 ++, _,(n—r)—B,,_.(0—17—1)—....—8,] rs d(ba) 
+p[8, +B; 2 ii + Bn-,(n er) She (n Ar rs —B,:n] FT Ô (b) 

Die Gleichung 5a gilt für den Fall, daB die Addition behufs 
Bildung der vorangehenden Reïhe von links her zu beginnen bat, 
bb für den Fall, daB sie von rechts her beginnt. Mit dem ,p“ 
multiplicirt man die ,B“ der Gleichung 4a oder 4 beinzeln und addirt 
resp. subtrahirt die erhaltenen Producte sinngemäB zu den entsprechen- 
den Ordinaten. Vorher empfehlt es sich zur Probe auf die Richtig- 
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keit der Rechnung die pB für sich zu addiren, deren Summe Nall 
sein soll und dann die Werte pB mit den ihnen zukommenden Po- 
sitionszahlen », n—1...1 zu multipliciren und zu prüfen, ob der 
Wert Ô richtig herauskommt. Dabei nimmt man dann auch die er- 
forderlichen Kürzungen und die etwa erforderlichen kleinen Ver- 
setzungen der letzten Decimale vor. Bei einer grofen Zahl der 
Ordinaten sind die Kürzungen am Anfang der Reïhe von viel 
grôüBerer Bedeutung als diejenigen, die das Ende der Reïhe treffen, 
daher kann die genannte Versetzung der letzten Decimalen unver- 
meidlich werden, weïl das ,9“ genau kommen muf. 

Man kôünnte geneigt sein zu glauben, daB bei der Schwenkung 
eine Verschiebung der Ordinatenabstände eintreten müsse, aber die 
Rechnung ist rein arithmetisch und die neu gebildete Curve kommt 
mit den richtigen Abscissenabschnitten. 

Für die Herstellung der in der Tabelle I gegebenen Zahlen- 
reihen habe ich den Schwerpunkt der betreffenden Curve als 
Drehpunkt genommen und die mit Hilfe der in den Schwerpunkt 
verschobenen Abscissenaxe gefundenen Werte mit ihren Abständen 
vom Drehpunkt multiplicirt. Dies Verfahren hat den Vorteil, daf 
die Samme der Veränderungen, die die Zahlenreihe zur Beseitigung 
des ,0“ zu erfahren hat, um 10 bis 20° kleiner ausfällt, als 
es bei dem soeben formulirten Verfahren der Fall ist, aber da 
die Werte dabei durch Multiplication mit einem entsprechenden 
Factor zunächst in Summa auf Null gebracht werden müssen, 
findet eine Biegung der Curve statt, die sich zwar in jeder neuen 
Differenzreihe wieder ausgleicht, aber doch besser vermieden wird. 


8. Die Behandlung und Herstellung der Hauptreihe. 


Insofern die Hauptreihe als Differenzreihe der Summenreihe 
angesehen werden kann, geschieht ihre Befreiung von Fehlern 
durch die für die Differenzreihe gegebenen Regeln. Ein wesent- 
licher Unterschied besteht darin, da die Endordinaten, also even- 
tuell der Nullpunkt der Abscisse nicht fehlerfrei sein werden, 
daher erst nach den Prinzipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
graphisch festgelegt werden müssen. Häufig wird es auch nütig 
sein, Ordinaten graphisch zu interpoliren, um gleiche Ordinaten- 
abstände zu gewinnen. Die Art des Vorgehens môge durch das 
in der Tabelle II gegebene Beispiel einer schwierigen Beobach- 
tungsreihe aus der Praxis und durch die Fig. 3 bequem verständ- 
lich gemacht werden. 
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Fig. 3. 


Die beobachteten Werte seien in der Figur durch die mit 
Knôpfchen versehenen Ordinaten graphisch dargestellt, ihnen ent- 
spricht die Zahlenreihe 1 in der Tabelle II, aber Figur und Ta- 
belle beruhen auf ganz verschiedenen Beobachtungsresultaten. In 
der Fig. 8 ist von der Auslage der mittleren Fehler am Mittel 
abgesehen, ebenso von der Interpolation neuer Ordinaten, da beides 
der bildlichen Darstellung nicht bedarf. Die ausgezogene Curven- 
linie soll das Ergebnif der einfachen graphischen Correctur dar- 
stellen, wie solche unter Festhaltung der beobachteten Endwerte 
stattzufinden hat. Die Summe der Ordinaten der corrigirten und 
durch einige Differenzreihen geglätteten Curve wird nicht gleich 
groB wie die Summe der Beobachtungen sein kônnen. Die Be- 
richtigung des Fehlers ,R“ ist etwas umständlicher als bei den 
Differenzreihen. Bei diesen bestimmte sich die Berechnung des 
Factors ,9“ danach, ob die Summe der vorangehenden Reiïhe durch 
die erfolgte Correction grôBer oder kleiner geworden war, als sie 
sein sollte. In dem vorliegenden Fall kônnte man zwar ohne er- 
heblichen Febler die Formel 3 benutzen, also die Ausgleichung 
durch die m-Werte bewirken, aber ganz strenge richtig wäre das 
nicht. Weil die Endordinaten der Hauptreihe noch unsicher sind, 
muf die Saumme der Summenreihe und die Summe der invers ent- 
wickelten Summenreihe berücksichtigt werden. Wenn die Summen- 
reihe gebildet wird, treten nämlich in deren Summe die Fehler der 
Anfangsglieder stark hervor, weil der Fehler mit der entsprechenden 
Positionszahl multiplicirt wird, die Summe der Fehler wird daher 
nicht Null. Wenn die Summenreihe invers, d.h. mit der hôchsten 
Ordinate beginnend gebildet wird, so treten deren Fehler und die 
Fehler in deren Seite in der entsprechenden Summe der Reïhe am 
stärksten hervor. Wenn die Reihe der Beobachtungen groB genug 
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ist, und soweit die Fehler nach dem Gesetz des Zufalls verteilt sind, 
werden diese Fehler mit Hilfe der beiden Summen zu Null werden. 
Wenn die genannten beiden Sammen auch aus den graphisch corri- 
girten Werten entwickelt werden, so erhält man zwei Werte von ,0/. 
Die Vereinigung dieser beiden ,0“ ergibt dann die Entscheidung, ob 
das ,R“ nach Formel 1 oder nach Formel 2 verrechnet werden mul. 
In der Tabelle 2 ist ,R“ mit den k-Werten, in der Figur 3 mit 
den #-Werten verrechnet, wodurch dort die gestrichelte Curve 
entstanden ist. Wie man sieht, ist dadurch bereits der Nullpunkt 
etwas verlagert worden, während in der Tabelle die Endordinate 
verändert worden ist. 

Die so berichtigte Hauptreihe gibt die Endordinaten der 
Summenreihe richtig wieder, aber die Summen der Summenreihen 
kommen nicht genau, sondern sind je mit einem Fehler behaftet, 
der ausgeglichen werden muf. Dieser Fehler kann nur daher 
kommen, daB die Flügel der Hauptreihe graphisch nicht direct 
corrigirt werden kôünnen, denn die Summe der Hauptreihe stimmt 
genau mit der Samme der Beobachtungen und die Werte in dem 
mittleren Teil der Hauptreihe sind richtig, weil die Curve hier 
mit Hilfe der Differenzreihen genügend frei von Fehlerwellen ge- 
worden ist. Wenn in der graphisch berichtigten Hauptreihe die 
Anfangswerte zu groB sind, müssen die Endwerte zu klein sein, 
weil die Summe der Hauptreihe genau ist, und umgekehrt. Daher 
müssen die Fehlsumme an der Summe der Summenreihe und die 
Fehlsumme an der Summe der invers gebildeten Sammenreïhe ent- 
gegengesetzte Vorzeichen haben. 

Die Summen solcher Summenreihen, wie sie hier in Frage 
kommen, bestehen aus den summirten Summenreihen der rich- 
tigen Werte ,y“ und aus der summirten Summenreïhe der Fehler. 
Die Fehler an den richtigen Beobachtungswerten mügen mit ,f“, 
die Fehler an den berichtigten Werten ,y“, der graphisch ge- 
wonnenen Zahlen mügen mit ,“ bezeichnet werden. Das Ver- 
fahren zur Ermittelung der für die Schwenkung mafigebenden 
Werte Ô, und à, ergibt sich, algebraïisch betrachtet, wenn À und 
B die Summen der Summenreihen der Beobachtungsresultate, «@ 
und b die der berichtigten entsprechenden graphischen Werte sind, 
wie folgt : 


ane eee hf 


nyi—E£ 


YNn—=E£® 
a = Der+np, +(n—1)9,+:..+2p,_, +9. 


nyi=5 
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A-a—= + ô, = + In (fi-p)+(n—-1)(f-p)+..+2(f 9, ) 


sn da 
B=Sith+fte + Dit 
= Sa+pi+2pte+(n— lg +nps 
B—b — + à, = FA —-p)+2(4-p)+..+(n—1)(f-,-—p,-) 
+n(f— pl | 


n. ungerade. 
n—Df-p)+(n—3)(-,—-p-)+..: 
DO Paru) OU The D TS 
8-70, , | -@-3)-p)-M-1)(f.-p) 
SR p) — 2 
n. gerade. 
(SR) EC ONCE Age Er 
DEA PE SEA Er) Rss PER mi ps 
(#3), 9.) (nb (f—=9.) 


Vorstehende Rechnung zeigt, da für das ,0“, also die halbe 
Differenz zwischen d, und Ô, die Seiten oder genauer gesagt die 
Flügel der Reïhe in gleichmäfiger Weise zur Geltung kommen und 
da die Arbeit der Rute in richtiger Weïise durch die Schwenkung 
ergänzt wird. Wenn die Fehler nicht ganz nach dem Gesetz des 
Zufalls verteilt sind, wird die Ausgleichung unvollkommen, was an 
dem Zahlenbeispiel der Tabelle II ersichtlich gemacht werden 
môge. Es sind in der Tabelle 
A = 40228,95 B — 68363,75 
a = 40116,6259 b — 68462,0157 


0,— 112,3241 0, — — 98,2657.(0, — d,) — 210,5898.0 — 105,2949 
a+ 8 — 40221,9208 b — 9 — 68356,7208 
A = 40228,95 B — 68363,75 
— 7,0292 —7,0292 Fehler an der Aus- 
gleichung. 


Die Deutung solcher überschieBenden Summen, wie im vor- 
liegenden Fall der Summe —7,0292 wird nicht durch die Formeln 
klar ersichtlich gemacht, weil die Vorzeichen der Werte von 
der Beschaffenheit des besonderen Falls abhängig sind. d, +0, — 
7,0292 wird = 0,032, also nahe — 0, wenn man von dem zweiten Glied 
der Beobachtungsreihe 0,5022 abzieht und dies symmetrisch dem 
anderen Flügel, also dem vorletzten Glied der Reihe hinzufügt, 


LT) 
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wobei die Summe der Hauptreihe unverändert bleibt und die 
Summe der Summenreihe ebensoviel verliert, wie die Summe der 
invers addirten Summenreihe gewinnt. Dabei bleibt der Wert à 
unverändert, weil à, und Ô, entgegengesetzte Vorzeichen haben, 
daher ihre Summe innerhalb der durch den Gegensatz gegebenen 
Bedingung sich symmetrisch ändern kann, ohne daB ihre Differenz 
sich ändert. Da stets durch derartige Vertauschungen d, + 0, zu 
Null gemacht werden kann, ohne den Wert von Ô zu ändern, folgt, 
da eine unvollständige Compensation der Fehler in den beiden 
Flügeln der Beobachtungsreihe die Correction der Endordination 
der ,berichtigten“ Reïhe durch Schwenkung nicht beeinträchtigt. 
Das Verhalten gestattet es die Präcision des Zufalls in dem spe- 
ciellen Fall etwa so festzustellen, als wenn man dies mit einer genau 
zutreffenden rationellen Formel daraufhin prüfte, nur daB in 
letzterem Fall die Rechnungen nur diesen einen Zweck haben 
würden. Die Methode der kleinsten Fehlerquadrate würde dazu 
nicht dienen kônnen. Je weiter sich 0,+0, von Null entfernt, 
desto ungleichmäfiger ist die Verteilung der Fehler auf die beiden 
Flügel der Reihe und in der Regel wird sich desto weniger voll- 
ständig der Fehler in der Summe der Reïhe compensiren. In dem 
vorliegenden Fall war die Summe der Fehler — 1,32, und muf 
durch die »-Werte beglichen werden. 

Bei dieser Reïhe von etwa 200 Beobachtungen, bei denen ich 
mich der wesentlichen Hilfe des Docenten der Psychologie in 
Leipzig, Herrn Dr. Fr. Krüger zu erfreuen hatte, war die kleinste 
MaBeinheit zwei Tonschwingungen. Da die Versetzung einer halben 
Schwingung ausreicht, um Ô, +0, auf Null zu bringen, haben sich 
wohl keine merklichen, einseitig wirkenden Fehler eingeschlichen. 
Es überrascht mich und es ist überraschend, daf die Compensation 
so leicht zu erreichen ist, denn ich hatte absichtlich die mit so 
erheblichen Fehlern belastete Beobachtungsreihe für die Demon- 
stration der Correction mittelst des graphischen Verfahrens aus- 
gesucht. Der Befund beweist: daf die Anzahl der Beobachtungs- 
resultate eben genügte, daB die Fehler zufällige waren und daf 
die graphische Correctur, obgleich sie groB ausfällt, sich rechtfer- 
tigt, so daB die Curve ein richtiges Bild des physikalischen Ver- 
haltens darstellt, da dieses seiner Natur nach den eingangs ge- 
stellten Bedingungen für eine graphisch corrigirbare Curve ent- 
sprach. 

Die Annäherung an die Summen der Summenreihen weiter zu 
treiben, als es die Berichtigung des Fehlers verlangt, würde nicht 
berechtigt erscheinen, weil man sich dadurch von der Berichtigung 
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der gleichwertigen Fehler 0, +0, zu ungunsten des einen dieser 
Fehlerberichtigungen weiter entfernen würde. 

Die Drehung nach Gl. 4 und 5 gibt einen anderen Nullpunkt 
als die Beobachtungsreihe, aber dieser Nullpunkt ist der für alle 
Beobachtungswerte zusammengenommen richtigere. Ehe man seine 
Lage graphisch bestimmt, kann noch eine Correctur der Haupt- 
reihe vorgenommen werden, die dahin zu gehen hätte, daf die 
Summe ihrer Fehler zu Null gemacht wird, oder da die Summe 
der Beobachtungen genau wieder hergestellt wird, oder endlich, 
was ich für richtig halte, daf Beides in môglichster Annäherung 
bewirkt wird. Diese Verbesserung hat mit Hilfe der »-Werte zu 
geschehen. Um die tg a zu finden, muB ungefähr die Lage des 
wabren Nullpunkts bekannt sein. Sie war und blieb in dem Fall 
der Tab. II — —0,0138. Die Summe der Fehler war in dem vor- 
liegenden Fall — 1,3185, daher würde die Summe der Fehler Null 
werden, wenn die Summe der Hauptreihe um die Hälfte der 
Fehlersumme niedriger gemacht worden wäre. Der Unterschied 
zwischen der Summe der Hauptreihe und der Summe der beob- 
achteten Werte war Null. Um also der obigen Forderung müg- 
lichster Annäherung an beide Werte gerecht zu werden, mu die 
Summe der Fehler durch 4 geteilt werden. Es ist tg a — 
663,2605/35,0138. Daraus berechnet sich die Summe der m-Werte 
zu 1818,0139 und 0,3296/1818,0139 — #9. Die einzelnen »-Werte 
mit # multiplicirt und von den betreffenden Ordinaten abgezogen 
geben dann die in Tab. II in Reïhe V verzeichneten Ziffern. Diese 
künnen schon genügen, wenn man prüfen will, wie weit bestimmte 
Formeln für die corrigirte Beobachtungsreihe zutreffen. Die Be- 
stimmung der Endordinaten ist allerdings nur in Annäherung ge- 
schehen, soll sie sehr genau werden, so müfite von den äquidistanten 
Ordinaten der jetzt gewonnenen Curve aus die Arbeit noch einmal 
gemacht werden, doch dürfte, soweit ich übersehe, die auf diese 
Weise zu bewirkende weitere Verbesserung der Endordinaten eine 
minimale, graphisch kaum ausnutzbare sein. 

Wird eine Tabelle für bequemen Gebrauch gewünscht, so sind 
äquidistante auf den wahren Nullpunkt bezogene Ordinaten zu 
interpoliren!). Damit verliert man die exacte Grundlage und ist 
auf môüglichste Genauigkeit der Arbeit angewiesen. Diese inter- 
polirte Curve muB jedenfalls durch einige Differenzreihen ausge- 
glättet werden. Das ist in Tab. II ausgeführt worden. Nennens- 
werte Fehler werden dabei nicht gemacht worden sein, aber 
immerhin ist der Boden der Beobachtungsreihe verlassen. 


1) Dies gilt nur für das übliche graphische Interpolarisationsverfahren. 
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Die graphische Bestimmung des wahren Nullpunkts ergibt sich 
von selbst, wenn er zwischen x, und x, liegt. Liegt er jenseits 
æ, So wird eine kleine Verlängerung der Curve über die Ordinate 
von x, hinaus erforderlich. Man legt die Ordinaten y, y,, Ys Y» 
aus, lagert über deren Endpunkten die Curvenrute, zieht die Curve 
zwischen y, und y, und lagert die Rute mit schweren Gewichten 
auf die Küpfe von y,, y,, y. Das freie Ende der Rute verschiebt 
und biegt man durch Vorsetzung und Schiebung eines Gewichts in 
der Weiïise, daf die Rute die Curve zwischen y, und y, genau 
wiedergibt, dann ist der Punkt, den sie auf der Abscissenaxe 
durchschkneidet der wahre Nullpunkt. Dabei nimmt man die 
Abscissenabschnitte recht grof, etwa 50 bis 200 mm. Wird eine 
Extrapolarisation an der grüfiten Ordinate erforderlich, so sind 
meistens die letzten Ordinaten dabei stark zu vergrüBern und 
die Abscissenabstände klein zu nehmen, dann wird auch diese Er- 
gänzung recht genau ausfallen. 

Wenn äquidistante Ordinaten verlangt werden, wird die Ent- 
fernung des wabren Nullpunktes von x, zwischen Zirkelspitzen ge- 
nommen und also das ,d“ der Figur 3 an den einzelnen Abscissen- 
punkten abgestochen. Dann werden an der entsprechend ausge- 
zogenen Curve die zugehôrigen Ordinatenlängen abgemessen. Auf 
diese Weise erhält man die z-Ordinaten der Fig. 3 und die Reïhe 
VI der Tab. II. Obgleich die Zahlen mit môglichster Genauigkeit 
gemessen wurden, waren sie doch unbefriedigend, weil die Curve 
nach Feststellung des Nullpunkts nicht entsprechend durch Diffe- 
renzreihen ausgeglättet worden ist. Das konnte unterlassen 
werden, weil es nur auf Gewinn einer Tabelle ankam, aber jetzt 
mufte die neue Curve durch zwei Differenzreihen berichtigt werden. 
Das ist geschehen und bat die definitiv berichtigte Reïhe VII der 
Tabelle ergeben. 

Wenn die Gewichte der Beobachtungsresultate in vorschrifts- 
mäBiger Weise verrechnet werden, bekommt man unbequeme Inter- 
valle für die graphische Arbeit. Legt man die Beobachtungen 
einfach mit den beiden Längen aus, die sich durch die mittleren 
Fehler am Mittel ergeben, so kann man den Gewichten gerecht 
werden, wenn man bei den guten Gewichten den Mitteln näher zu 
bleiben sucht als bei den schlechten Gewichten. Kann die Curve 
nicht entsprechend geführt werden, so sind constante Fehler vor- 
handen und dann war es richtig, die Ordinatenzablen nicht stärker 
als geschehen, mit ihren Gewichten zu belasten. 

Den Fall, wenn die Beobachtungen so ungünstig postirt sind, 
daB alle Ordinaten, um äquidistant zu sein, interpolirt werden 
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müssen, habe ich nicht geprüft. Ich glaube aber Folgendes 
sagen zu kônnen. Nach Ausglättung der äquidistanten Ordinaten- 
reihe werden an der Curve die den Beobachtungen entsprechenden 
Ordinaten interpolirt. Mit ihren Summenreihen wird das für 
die Drehung bestimmende à ermittelt. Der Drehpunkt kann sebr 
annähernd mit den äquidistanten Ordinaten bestimmt werden. Die 
zur Bestimmung des ,p“ erforderlichen 8-Werte der zum Berechnen 
des à verwendeten Ordinaten werden dann aber in Summa nicht 
Null werden. Man braucht einen Factor q, der diese ZB zu Null 
macht und mit dem dann auch das ,,p‘* nach folgenden Gleichungen 
berechnet wird 

Bit:.-+8, = Garches hp.) 
Plans) AL) (Berre = 0, 
wenn die Addition bei y, zu beginnen hätte. Mit dem ,,p“ 
kônnen dann sämmtliche B-Werte multiplicirt werden, ohne einen 
Febhler in die Rechnung hinein zu tragen. Da Ô bei guter Arbeit 
nur klein sein wird, wird jedenfalls der bei diesem Verfahren 
eintretende Fehler sebr klein sein. 

Ich bedaure durch Worte das Verfabren nicht bequemer ver- 
-ständlich machen zu kônnen. Wenn die Betrachtung der Tabellen 
das Verständnif des Gesagten nicht genügend erleichtern sollte, 
so wird doch die praktische Ausführung des Verfahrens dessen 
Richtigkeit und Notwendigkeit klar machen. In dem Vorstehenden 
wurde das übliche Verfahren der graphischen Interpolation an- 
genommen. Dies Verfahren ist jedoch wegen der Fehler des 
Curvenlineals wenig genau. Ein vüllig genaues Verfahren wird 
in Folgendem für den besonderen Bedarfsfall angegeben. 


4 Die graphische Interpolation. 

Ich habe mich bemüht mit Hilfe der Differenzcurve zu inter- 
poliren, weil man dabei relativ sehr bedeutende VergrôBerungen 
verwenden kann. Das Verfahren wird am besten durch eine prak- 
tische Aufgabe erläutert, Es wird die folgende Reihe äquidistanter 
Ordinaten für die Abscisseneinheit — 1 gegeben: 

) 

0. 39,73487 ; 66,28472 ; 85,76278; 101,038055 ; 113,73620 ; 124,84728 ; 

Y; 
135,01536 ; 

es sollen die Ordinaten für die Abscissen: 0,5; 1,5; 2,5; ..b,b 
interpolirt werden. Die Differenzcurve obiger Zahlenreihe wird 
ausgelegt und es werden darin in den Abständen 0,5; 1,5;... der 
Differenzabscissen die Ordinaten graphisch interpolirt und deren 


! 
Er 
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Werte durch ihre 2° verschärft. Dabei bindet die Bedingung, 
da V, — 4,+ 24, sein muf. Diese interpolirten Ordinaten sind 
also y; —Yos3 Yes — Vis: Yes —Yss Die gefundenen Zahlen sind: 
32,02476; 2253523; 17,10996; 13,83223; 11,81303; 10,56818. 

Um diese Zahlen gebrauchen zu kônnen, muf irgend eine der zu 
interpolirenden Ordinaten bekannt sein. Diese Ordinate môge im 
Nachfolgenden mit Y,, die in der ganzen Reiïhe vorhergehende mit 
Y_, die auf Y, folgende mit Y, bezeichnet werden. Es wird am 
zweckmäfigsten die Ordinate y,, als Y, genommen; die Ordinate 
y, = 101,03055 ist also Y_. Ferner môüge die immer ein Glied 
überspringende Differenzreihe mit dem Zeichen: V signirt werden. 
V: 39,73487; 32,02476; 2253523; 19,47786; 17,10996; 15,32647; 

V 13,83223 ; 12,70565 ; 11,81308 ; 11,11108 ; 10,56818; 10,16808; 

4° 1,12658; 0,89262; 0,70195; 0,54290; 0,40010; 

4° 0,23396; 0,19067; 0,15905; 0,14280; 

4‘ 0,04329; 0,03162; 0,01625; 

2° 0,01167; 0,01537; 
Durch Halbirung einer der V kann man nicht die gesuchte Ordi- 
nate gewinnen, denn bei einer Curve, die concav gegen die Abs- 
cissenaxe verläuft, fallen die halbirten Werte notwendig zu grof 
aus. Es ist Ja. es grôBer als y,,—y,. Wenn mit + die zu 
groBen und mit — die zu kleinen Z signirt werden, so ergiebt 
sich für die concav verlaufenden Curven folgendes Schema: 


Die Z, fallen steigend zu gro8 aus. Da sich an Æ zwei V be- 
teiligen, müssen diese mit 2.2, die Æ aus demselben Grunde mit 
2.2.2 dividirt werden. Daraus ergeben sich folgende ,graphische“ 
Interpolationsformeln : 
P, = Lit VE Ai— hdi de di (62) 
Fi = YiHIM HA +E M ts dt te 
LOFT = +, 
Wenn die Originalcurve convex gegen die Abscissenaxe verläuft, . 
so werden die Werte Z, zu klein und Z, wird jetzt wachsend zu 
gro8. Es empfehlt sich für diesen Fall die folgende Formel: 
P'= +418 di: (Gb) 
Man findet Formel 6b bestätigt, wenn man eine Potenzreihe 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasse 1904. Heft 2. 11 
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z.B. n° darauf prüft, für 6a steht die Tabelle I zur Verfügung. 
Wenn die letzte Differenz nicht Null ist, wird der Wert von Y, 
natürlich etwas zu grof; man kann dem Rechnung tragen. 
Uebrigens ergiebt sich die Richtigkeit der Formel 6a. wohl ge- 
nügend durch die Verfolgung unserer Aufgabe. Es ist nach der 
soeben vorgeführten Differenzenbildung 


Y! — 101,03058 + 1/2.13,83223 — 1/4. 1,12658 — 1/8. 0,23375 
— 1/16.0,04329 — 1/32.0,01167 — 107,632715. 


Es wird Y}' — 1076328821, (also: Y, — 107,6327680). Man 
kann diese Formeln schlieBen, wenn man von der letzten, noch 
brauchbaren Differenz, hier Z*, ausgehend, eine Mittelcurve bis 
zu derjenigen 2" führt, die auf die letzte Decimalstelle keinen 
Einflu8 mehr hat. Hier ist dies die 4. Der Abscissenpunkt 
dieser 2" wird als Nullpunkt genommen, von da aus geht die 
Curvenrute in der Abscissenaxe weiter. Es kommt auf die Ge- 
nauigkeit dieser Mittelcurve, so weit ich sehe, wenig an, denn 
ihre Fehler compensiren sich. Ihre Werte werden von Y sub- 
trahirt und Y'' zugelegt, nachdem sie durch die ihren Positionen 
entsprechenden Potenzen von 2 dividirt worden sind. In dem 
vorliegenden Fall wurde der SchluBfwert von Y, gefunden — 
107,632780. 

Wenn man dann von Ÿ, ausgehend die Ordinaten für æ = 8,b 
2,5 1,5 0,5 und ferner für 5,5 und 6,5 entwickelt, so erhält man 
die Zahlenreihe: 


22,13060. 54,15536. 76,69059. 93,80055. 107,63278. 119,44581. 
130,01399. | 


Fügt man diese Reïhe in die oben gegebene Hauptreihe ein und 
entwickelt dann die Differenzreihen, so ist 4‘ noch gut (in y, scheint 
sich in den letzten Decimalen ein nicht mehr aufzufindender Schreib- 
febhler eingeschlichen zu haben), die Z° ist ungenügend. 

Für die Ordinatenverschiebung bei Berichtigung des Nullpunktes 
empfehlt es sich, die Verschiebung in der leicht zu vergrüBernden 
Differenzcurve vorzunehmen. Das erforderliche y wird man genau 
genug durch Proportion aus den beiden grôfiten Ordinaten be- 
rechnen künnen. 


b. Anweisung für das mechanische Verfahren. 


In der mir näher liegenden Litteratur habe ich keine irgend 
cingehende Anweisung für das mechanische Verfahren gefunden. 
In den mathematischen Hilfsbüchern wird meistens die graphische 
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Interpolation lobend erwäbnt; es wird auch wohl vorgeschrieben 
die Längeneinheiten der Axen so zu wählen, daB die Curve ganz 
innerhalb eines Quadrats liege. Kohlrausch!) äuBert sich etwas 
eingehender wie folgt: Man trägt in Coordinatenpapier die beob- 
achteten x und y ein, verbindet die entstehenden Punkte (Kreuze) 
durch eïne Curve und entnimmt aus der letzteren den Wert y, 
welcher der Abscisse x, entspricht. Beobachtungsfehler machen 
sich, wenn viele Beobachtungen vorliegen, als Unregelmäfigkeiten 
der Curve geltend. Man kann diese Darstellung zur Ausgleichung 
der Fehler verwenden, muB aber umsichtig verfahren.“ Eine etwas 
eingehendere Anweïsung dürfte das Verfahren erleichtern und Zeit 
ersparen. : 

Zur ausgiebigen Benutzung des Coordinatenpapiers, z. B. des 
Papier quadrillé von L. Guiget, das in Breite von 0,7 m und in 
beliebiger Länge zu haben ist, pflegt man das Papier auf einen 
ebenen Tisch zu bringen, den Rand umzulegen, die Fläche anzu- 
feuchten und dann das Papier unter allseitigem Zug mit diesem 
Rand festzukleben. Bei diesem Aufziehen treten Verzerrungen der 
sonst recht genauen Linienführung ein. So war in einem Fall 
recht sorgfältigen Aufziehens die Breite 703 mm geworden, und 
in der Länge war eine Verkürzung von 4 mm auf 1000 eingetreten. 
AuBerdem verlaufen die Linien ein wenig gebogen. Diese Fehler 
sind für mein Verfahren gleichgültig, nur ist es bequem, die 
Abscissenintervalle fertig vorliegend auf dem Papier zu haben. 
Diese Intervalle varüiren um + 0,25 °), ein Fehler, den man ver- 
nachlässigen kann. Die Teilungen auf dem Papier gestatten auBer- 
dem die Abweichungen von den Ordinatenlängen, die bei der Cor- 
rection entstehen, sofort abzulesen und deren Summe môglichst 
auf Null zu bringen. Man kann denselben Bogen für hundert 
Curven verwenden, da man jeden Strich des Papiers für die Ab- 
scissen verwenden kann, nur darf man die Curven nicht jedesmal 
ausziehen, sondern es genügt die Markirung der Ordinatenenden 
durch einen Strich mit scharfer Bleifeder. 

Die hôlzernen Curvenruten, die man jetzt in Längen von 1 m 
und in mehreren Stufen der Steifigkeit in besseren Papierhand- 
lungen erhalten kann, sind von groBer Vollkommenheit. Man kann 
die Ruten mit einander vertauschen, ohne da die Ausmessungen 
der von ihnen gebildeten Curven nennenswerte Verschiedenheiten 
ergeben. Die Ruten sollen nur die Fehlerwellen abgleichen, also 
lediglich eine gut regelmäfig gekrümmte Curve ergeben, man darf 


1) Leitfaden der praktischen Physik. Leipzig 1892. S. 26. 
11* 
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ibnen nicht Gewalt antun, sonst bekommt die Curve Knickungen. 
In zwei Brettchen von etwa 5 cm Seite und 1 cm Dicke wird eine 
Rinne von etwa 1 cm Tiefe und Breite eingefeilt,°so daB sich die 
Rute in diesen Rinnen bequem verschieben kann. Mit diesen 
Brettchen wird die Rute so gelagert, da sie über die Kôpfe der 
beiden Endordinaten hinläuft. Dann wird die Mitte der Rute 
durch zwei viereckige, etwa aus Cigärrenkistenholz geschnittenen 
Brettchen festgeklemmt, indem man die Ecken der Brettchen, die 
mit einem Gewicht beschwert werden, gegen die gehürig gelagerte 
Rute anpreft. Von hier aus bringt man, von Ordinate zu Ordi- 
nate nach beiden Seiten hin fortschreitend, die Rute in Lage, 
indem man sie an jeder Ordinate mit etwa 700 g schwerem Blei- 
gewicht belastet. Endlich fixirt man die Rute an beiden End- 
punkten. Wenn man dann alles Andere wieder fortnimmt, soll 
die Rute nahezu ibhre Lagerung behalten; tut sie das nicht, so 
dürfte die Krümmung der Curve noch verbesserungsfähig sein. 
Bedingung ist, daf die Rute stark genug gekrümmt sein mu, um 
losgelassen sich entschieden zu strecken. Verläuft die Curve zu 
gerade, so kann dieser Bedingung nicht genügt werden, es mu 
dann dieser Teil der Curve mit vergrüBerten Ordinaten und mit 
kleineren Abscissenabständen für sich ausgelegt werden. Verläuft 
die Curve zu steil, so kônnen einige Hülfsordinaten oder deren 
Differenzen interpolirt werden. 

Für die Auslage, Interpolation und Aufnahme der Curven ge- 
stehe ich, ein besonderes und sehr bequemes Instrument benutzt 
zu haben, das ich unter dem Namen ,(Graphometer“ beschrieb !). 
Es handelt sich darum, einen genau und rasch arbeitenden Apparat 
zu haben, der die Fehler des quadrillirten Papiers umgeht und 
der bei Anpassung an die Dimensionen des Papiers so gut ar- 
beitet, wie rationell verlangt werden kann. Die zu verlangende 
und bequeme Grenze der Genauigkeit ist 0,1 mm. Sie läft sich 
mit blofem Auge oder schwacher LupenvergrôBerung erreichen 
und die Temperaturschwankungen im Zimmer haben noch auf die 
Teile des Apparates und die Dimensionen, die bei diesen Arbeiten 
vorkommen keinerlei stürenden Einfluf. Wollte man über die 
Grenze von 0,1 mm hinausgehen, so würde das Verfahren mühevoll 
und corrigirender Rechnungen bedürftig werden kônnen. Unter 
diese Grenze hinunter zu gehen, hat keinen Zweck und wäre un- 
bequem, denn bei 0,1 mm Grenzwert arbeitet man mit vierstelligen 

1) Zeitschrift für Instrumentenkunde. December 1900. Das dort beschrie- 


bene Instrument konnte zugleich als Polarplanimeter benutzt werden. Es ist 
zweckmäbiger und billiger, es lediglich für die Curvencorrectur einzurichten. 
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Zahlen, über die man meistens bei den Untersuchungen nicht hin- 
ausgeht, noch auch darunter bleibt. 

Um das Verfahren zur Umgehung der Fehler des Coordinaten- 
papiers zu demonstriren, gebe ich eine rein schematische Figur 


Fig. 4. 


des Graphometers, in der die Schrauben zur genauen Einstellung 
und die 5 Lupen des Apparates fortgelassen sind. 

Die Nadelführungen, in die die drei durch Federn getragenen 
Nadeln, 4, B, C, und Fig. 4B., eingeschliffen sind, stehen genau 
im rechten Winkel zu einander. Die Abstände der Nadelspitzen 
von einander sind genau so gro, wie zwei Drehungen der Mef- 
rolle b, d.h. annähernd genau 200 mm von einander entfernt, da 
die Mefrolle môüglichst genau 100 mm Umfang hat. Diese Ab- 
messungen sind bequem, äuBerste Genauigkeit ist nicht durchaus 
erforderlich. An die Nadelführung A ïist unten das Dia- 
phragma Fig. 4A. angeschroben. Dieses, über dem eine Lupe 
anzubringen ist, gestattet eine genaue Einstellung des Punktes, den 
die Nadel treffen soll Das Diaphragma steht allerdings etwa 
4mm über dem Papier, damit die Nadelspitze auch von der Seite 
her mittelst entsprechend drehbar angebrachter Lupe beobachtet 
werden kann, jede Parallaxe wird aber dadurch vermieden, dafi 
die Linien des Diaphragmas an der polirten Innenwand der Nadel- 
führung spiegeln und verbogen erscheinen, wenn die Sehaxe nicht 
genau durch die Mitte der Führung verläuft. Der Apparat läuft 
auf den Rollen a und b, deren richtiger Vertikalstand durch den 
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mit polirtem kugeligen Ende versehenen Stift S gesichert ist. Es 
erschien zweckmäBig, die Rolle a durch zwei gleiche, nebeneinander 
stehende Rollen zu ersetzen und den Stift S dadurch entbehrlich 
zu machen, aber entsprechende Versuche haben erwiesen, da8 der 
Apparat dann nicht mehr brauchbar ist. Der sehr leicht auf- 
stehende Stift steuert nicht. Vielleicht kônnte die Stellung der 
Rollen vertauscht werden, so daB a-rechts von b stände, aber ich 
habe diesen Umtausch nicht versucht und stehe daher nicht dafür 
ein, daB der Umtausch den guten Lauf des Apparats unverändert 
lassen würde. Die Rollen a und b sind môglichst gleich grof, ihre 
Axen sollen genau parallel und genau senkrecht gegen die Linie 
À, B stehen, was durch Einstellung mittelst feiner Schraubbe- 
bewegung erreicht wird. Der Apparat soll in ganz gerader Linie 
vor- und rückwärts laufen. Obgleich der Mechaniker!) ihn mit 
entsprechender Einstellung absenden kann, ist nicht zu garantiren, 
da er gut ankommen würde, daher gebe ich kurz das Verfahren 
für die Einstellung. Man zieht eine über 1 m lange rote Linie, 
legt das Lineal um und zieht mit derselben Seite desselben eine 
gleiche Linie so, daf der Rand beider Linien etwa 0,5 m von ein- 
ander absteht. In der Mitte dieses Zwischenraums soll der Ap- 
parat laufen. Sobald er von der Mitte abweicht, stellt man die 
jedesmalige vordere Axe richtiger und erzielt so den geraden Vor- 
und Rücklauf. Allerdings wird der Apparat immer noch in einem 
groien Kreis verlaufen müssen, aber da die Nadeln sich wie der 
Cosinus dieses Kreiïses seitlich verstellen, ist im Beginn des Laufs 
die Krümmung durchaus unmerklich. Auf dem Papier quadrillé 
verliert die MeBrolle im Lauf von 2 m etwa 0,1 mm, aber sie läuft 
constant, da sie sich bei dem Rücklauf immer wieder auf Null 
einstellt, übrigens ist ein proportionaler Verlust gleichgültig, da 
die Messungen nur relative sind. Die MeBrolle wird durch einen 
Stift immer wieder auf Null eingestellt, so da Vezählungen 
durchaus vermeidbar sind. Die Strecken bis 200 mm werden durch 
die hintere Nadel, darüber hinaus durch die vordere Nadel abge- 
stochen, so daB der Apparat in der Regel nicht über 500 mm 
zu laufen hat. 

Die bereits erwähnten Fehler des Coordinatenpapiers werden 
in folgender Weïise umgangen. Man zieht in einer Entfernung von 
etwa 220 mm vom Rande des Coordinatenpapiers mit dem Lineal 
eine rote (leuchtende) Linie müglichst parallel mit einer Linie des 
Papiers. (r, r der Fig. 4). In die Mitte dieser Linie wird die 


1) Zwickert, Kiel, Dänischestr. 
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Nadel À eingestochen, da wo sich mit ihr eine senkrechte Linie 
des Papiers kreuzt, dann wird der Apparat um den Stich als 
Centrum so gedreht, da mit der Nadel C die Mitte der 
Linie r eingestellt wird. Ist dies geschehen, so sticht man die 
Nadel B in das Papier ein. Dadurch ist die Laufrichtung des 
Apparates senkrecht zur roten Linie gesichert. Die von der 
Nadel B gemachten Stiche x, æ sind die Abscissenlinie. Die ge- 
nügend richtigen Abscissenabstände sind durch die Linien des Pa- 
piers gegeben, wie sie die rote Linie kreuzen. In dieser Entfer- 
nung vom Rande pflegen die Abstände nur unmerklich unrichtig 
zu sein, so da eine Berichtigung durch das Graphometer nicht 
lohnt. Die Aufnahme der Curvenlinie erfolgt unter Beiïhilfe von 
Lupen, die um die Nadelführung drehbar befestigt sind. Man be- 
obachtet die Nadelspitze, nachdem die Lupe in Richtung der Cur- 
venlinie eingestellt ist. Wenn man die Hand auf das Papier stützt, 
kann man den Apparat so bewegen, daB die Nadel sehr genau, sei 
es auf die Mitte der feinen Bleistiftlinie, sei es auf ihren Rand 
trifft. Bei mit neuem Papier und anderer Curvenrute ausgeführter 
Interpolation langer Ordinaten ergab sich ein Unterschied von 
+ 0,05 mm, ich glaube daher, daf ein Fehler grôfier als 0,1 mm 
vermeidlich ist, wenngleich bei rascher Arbeit ein solcher doch 
manchmal eintreten wird, aber als zufällig sich compensirt und 
jedenfalls nicht viel schaden wird. 

Bei Auslage einer Ordinate macht man sofort b mm oberhalb 
oder unterhalb des Endes einen Strich, damit man weif, wo das 
Ende liegt, wenn die Rute dasselbe verdecken sollte. Die Aus- 
legung einer Ordinate erfordert 1 Minute, die Einnahme etwas 
weniger. Die richtige Lagerung der Rute erfordert zuweilen mebr 
Zeit, als die Auslegung sämmtlicher Ordinaten. Am meisten Zeit 
verlangen die Rechnungen, so eïinfach sie auch sind. Ich rechne 
für 20 Ordinaten eine Arbeitszeit von 24 bis 30 Stunden, bis zur 
Gewinnung der durch 4° definitiv berichtigten und für eine Tabelle 
umgeformten Curve. 

Selbstverständlich kann man auch einfach mit der Hand, also 
ohne Graphometer, die Arbeit ausführen, sie erfordert dann einige 
Differenzreihen mebr und die Interpolation und die Ordinatenver- 
schiebungen werden viel ungenauer werden. 


SchluBbemerkungen. 


Die graphische Aufgabe: Reïhen von Beobachtungsresultaten, 
sofern sie sich in eine Curve einfügen lassen, deren beide Coordi- 
naten wachsen und die die Art ihrer Krümmung nicht ändert, be- 
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liebig vollkommen von ihren zufälligen Fehlern zu befreien, er- 
füllt sich wie folgt. 1) Es werden die Beobachtungsresultate als 
rechtwinklige Abscissen und Ordinaten einer Curve ausgelegt, 
indem die mittleren Fehler an den Mittelwerten auf Koordinaten- 
papier eingetragen werden. 2) Unter Festhaltung der Mittelwerte 
der beiden Endordinaten, deren eine Null sein kann, werden die 
»Feblerwellen“ durch eine Curvenrute, die sich an die ausgelegten 
Werte anzuschmiegen hat, môglichst beseitigt und es werden die 
Längen der corrigirten Ordinaten ermittelt. 3) Die Summe der 
graphisch corrigirten Ordinaten wird berechnet. Weicht sie viel 
über 0,1 °% von der Summe der Beobachtungsresultate ab, so wird 
die Rute wieder an die Curve angelegt, dem Befund môglichst 
entsprechend genau stärker oder schwächer gebogen und die neue 
Curve wieder aufgenommen. 4) Es werden die fehlenden äquidi- 
stanten Ordinaten in der neuen Curve interpolirt. Falls die beob- 
achteten Werte nicht in die Reihe der äquidistanten Ordinaten hin- 
einfallen, muB eine genügende Anzahl äquidistanter Ordinaten auf- 
genommen werden. 5) Die erste Differenzreihe dieser Curve wird 
berechnet. Probe: ZA — y,—y,. Die A-Reïhe wird als Curve 
ausgelegt und unter Festhaltung der beiden Endwerte und müg- 
lichster Erhaltung der Summe der Reihe wird sie durch die Rute 
von Fehlerwellen unter Berücksichtigung der hôheren 4 be- 
freit und dann aufgenommen. 6) Der Fehlwert ,R“ mu be- 
seitigt, die Reihe also nach Formel 1 oder 2 berichtigt werden. 
Welche der beiden Formeln anzuwenden ist, ergibt sich aus 
Vergleichung der Summe der graphisch entwickelten Haupt- 
reihe: mit der aus den Z neu zu bildenden Summe der Haupt- 
reibhe plus des ,R“. Probe: die h-Werte (oder die 4- Werte) sind 
richtig, wenn ZA1—n4, = h. Ferner mu8 Z93h — ZX sein. Die 
einzelnen #h dienen zur Berichtigung der entsprechenden 4-Werte. 
7) Mit der berichtigten Z-Reihe wird die Hauptsumme neu be- 
rechnet. Probe: Das Endglied der Reiïhe der Beobachtungen mu8 
genau wiederkommen. Die Summe dieser Hauptreihe wird mit der 
schon festgestellten Saumme der graphisch entwickelten Hauptreihe 
verglichen. Es ergibt sich ein Fehlwert + 0. Um diesen Febhl- 
wert zu begleichen, muB die 4-Reïhe entsprechend geschwenkt 
werden. 8) Es ist dafür die Ordinate des Drehpunkts zu suchen. 
Wenn die Summe aller Ordinaten der 4-Reïhe durch deren An- 
zahl dividirt wird, ergibt sich die Länge der Mittelordinate, an 
deren Kopf der Drehpunkt liegt. Die Mittelordinate von allen 
anderen abgezogen ergibt die B-Werte. Probe: ZB — 0. 9) Die 
B-Werte werden mit ihren Positionszahlen multiplicirt und summirt. 
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10) Die Summe in 8 dividirt ergibt den Factor ,p“, mit dem die 
B-Werte der ,berichtigten“ 4-Reiïhe zu multipliciren sind. Probe: 


1=m 
ZBp = 0, ZpmB — d. Die einzelnen pB werden den entsprechenden 


Gliedern der 4-Reïhe sinngemäf zugelegt und dann wird die 
Hauptreihe neu gebildet. Man kann allerdings noch die Reihe 7° 
bilden, berichtigen, schwenken und nach Schwenkung der 4-Reïhe 
die Hauptreihe genauer erhalten. Das richtet sich danach, wie 
weit man die (Genauigkeit treiben will. 12) Mit einerseits den Be- 
obachtungsresultaten, andererseits den entsprechenden Ordinaten 
der durch die Differenzreihe neu gebildeten Hauptreihe werden 
die Saummenreihe und die invers addirte Summenreihe gebildet. 
Die Summen dieser vier Reihen werden berechnet. Die Verglei- 
chung der beiden auf gleiche Art entwickelten Summenpaare er- 
gibt die Fehlwerte + d, und +0,. 13) Die halbe Differenz dieser 
beiden Werte ist das d, das durch Drehung der Hauptreihe besei- 
tigt werden mu. Man sucht mit Hilfe der schon vorhandenen 
äquidistanten Ordinaten den Drehpunkt auf und entwickelt die B- 
Werte. Sie werden nicht alle für die Bestimmung des ,p“ ver- 
wendet, sondern es werden nur diejenigen Ordinaten, die den Be- 
obachtungswerten entsprechen, mit ihren Positionszahlen multipli- 
cirt, addirt und zur Gewinnung des ,,p“ in Ô dividirt. 14) Mit 
dem p künnen alle B multiplicirt werden, die oben angegebene 
Probe ist aber nur für die den Beobachtungen entsprechenden B- 
Werte gültig. 15) Die pB werden den entsprechenden Ordinaten 
der neuen Hauptreïhe sinnentsprechend hinzugefügt. Damit ist die 
Schwenkung vollendet und es sind die beiden Endwerte der Ordi- 
natenreihe richtig gestellt worden. 16) Mit der Curvenrute be- 
stimmt man die Lage des wahren Nullpunktes oder, wenn er- 
wünscht der wahren Endordinate. Wenn alle Ordinaten inter- 
polirt werden muften, ist das Verfahren etwas anders, dafür wird 
auf S. 16 verwiesen. 17) Man ermittelt die halbe oder viertel 
Summe der Fehler der Hauptreihe gegenüber der Reïhe der Be- 
obachtungsresultate, und beseitigt den Unterschied durch die m- 
Werte nach GL 3. Die Bestimmung des Nuilpunktes ist nur an- 
nähernd, weil sie mit nicht ganz richtigen Endwerten ausgeführt 
werden mufte. Wird obige Rechnung so weit erforderlich wieder- 
holt, kommt der Nullpunkt sehr genau, man hat sich aber zu 
fragen, ob diese weitere Verschiebung des Nullpunktes sich noch 
wird messen lassen. 18) Soll eine Tabelle gewonnen werden, s0 
sind die Ordinaten entsprechend der Lage des wahren Nullpunkts 
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am besten in der AReiïhe zu verschieben. Dann ist die Curve 
durch einige Differenzreihen auszuglätten. 

Wenn man eine Beobachtungsreihe graphisch corrigiren will, 
wird es richtig sein, die Abscisse des Endwerts paarig zu nehmen 
und im Uebrigen die Beobachtungen womôglich so einzurichten, 
daB die Abscissenabstände nicht allzu verschieden sind. 

Leider erscheint die Schilderung der Arbeit verwickelter, 
als das die Ausführung derselben in der Praxis ist, wenn nur 
Rechenfehler vermieden werden. Es handelt sich um wenige 
sich meistens wiederholende Operationen, deren Modificationen 
ganz selbstverständlich erscheinen werden. Das Rechnen ist 
hôüchst einfach und wird durch die Proben gesichert. Einzig 
die Kürzungen der pB erfordern einiges Nachdenken, weil diese 
Kürzungen je nach der Position der Zahl verschiedenes Gewicht 
haben. 

Der entwickelte Gang verhindert unnütze Arbeit, läft sich 
aber nur auf Kosten der Zuverlässigkeit kürzen. Die Stärke des 
Verfahrens liegt neben der Vermeidung einer Curvenformel, die 
wohl besser erst versucht wird, wenn die Curve fehlerfrei vorliegt, 
in der bedeutend verschärften Messung, wie sie durch die Diffe- 
renzreihen erreichbar wird. 


Ein Versuch 
zur Deutung der Agglutinierungsvorgänge. 


Von 
Wilhelm Biltz. 


[Mit einer Curventafel im Text.] 


[Mitteilung aus dem chem. Institut der Universität Gôttingen.] 


Vorgelegt in der Sitzung vom 5. März 1904 durch O. Wallach. 


Im Folgenden beabsichtige ich zu zeigen, zu welchem Bilde 
man gelangt, wenn man die Einwirkung von Agglutinin auf Bak- 
terien mit der Einwirkung zweier gelôster Colloide in Parallele 
setzt. Ich bemerke dazu, da mir auf dem Gebiete der Serum- 
forschung leider keinerlei praktische Erfabhrung zur Seite steht, 
glaube aber, daf eine Beleuchtung der von Eisenberg und 
Volk!) auf dem Gebiete der Agglutination gefundenen Thatsachen 
vom Standpunkte der Colloidchemie wünschenswert ist?). Die 
gleichen Versuchsresultate sind vor kurzem von Arrhenius®) 
auf Grund des Massenwirkungsgesetzes und des Verteilungssatzes 
diskutirt worden. Es scheint mir indessen, daB die hier vertretene, 
von jener fundamental verschiedene Anschauung den Thatsachen 
ungezwungner und in weiteren Male gerecht wird. Es sollte 
mich freuen, wenn die folgenden kurzen Hinweiïse den Kreisen der 


1) Z. f. Hygiene 40, 155 (1902). 

2) Ein wie lebhaftes Interesse diesem Capitel der Chemie im Zusammen- 
hange mit der vorliegenden Frage auch von Seiten der Mediciner entgegengebracht 
wird, beweisen die schônen aus dem K. Institut für exp. Therapic zu Frankfurt 
a/M hervorgehenden Arbeiten von M. Neisser, Friedemann und Bechhold. 
(Vers. deutsch. Natf. u. Aerzte Cassel 1903; Münch. med. Wochenschrift 1904 
Nr. 11). 

3) Z. f. phys. Chem. 46, 415 (1903). 
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Fachmänner Anregung, insbesondere in betreff der weiteren ex- 
perimentellen Bearbeitung dieses Gebietes liefern kônnten. 

Die Erscheinung der Agglutination setzt sich aus zwei Vor- 
gängen zusammen: dem der Aufnahme von agglutinirender Substanz 
(Serum) von Seiten der Bakterien (agglutinirbarer Substanz) und dem 
der Sedimentirung des gebildeten Complexes. 

Es läfit sich zunächst zeigen, daB die Erscheinung der Sedi- 
mentation eines, aus zwei, vorher in Lôüsung befindlichen Compo- 
nenten gebildeten Kôrpers häufig beobachtet werden kann, 
wenn sich beide Komponenten in colloidaler Lôüsung befinden 
und da es nicht nôtig, in manchen Fällen sogar ausge- 
schlossen ist, zur Erklärung dieser Sedimentation die Wirkung 
einer chemischen Affinität zu Hilfe zu nehmen. Da die aggluti- 
nirenden Substanzen ganz unzweifelhaft colloïdale Lôsungen sind, 
die aufgeschwemmten Bakterienmassen als feine Suspensionen dieser 
Klasse von Stoffen ungemein verwandt sind, so liegt zunächst für 
den angestrebten Vergleich kein prinzipielles Bedenken vor. Ge- 
genseitige Fällung von colloidalen Stoffen ist bereits von früheren 
Autoren beobachtet worden, wenngleich den fraglichen Beobach- 
tungen auch nicht von allen Seiten Anerkennung geworden ist. 
Ich selbst konnte von einer Reïhe, in wässriger Lüsung befind- 
licher Colloide zeigen, dafi sie ohne Elektrolytzusatz sich aus 
ihren Lüsungen auszufällen vermôügen, .und die gemischten Hy- 
drogele sedimentirt werden '). Die folgenden Hydrosole der ersten 
Reïhe fällen die der zweiten aus: 


Platin Eisenhydroxyd 
Gold Aluminiumhydroxyd 
Selen Chromhydroxyd 
Cadmiumsulfd Thoriumhydroxyd 
Antimonsulfid Zirkonhydroxyd 
Arsensulfid Cerihydroxyd. 
Kieselsäure 

Zinnsäure 

Molybdänblau 

Wolframblau 

Vanadinpentoxyd. 


Um die Erscheinung der gegenseitigen Ausfällung hervorzu- 
rufen, ist, wic alsbald nüher besprochen werden soll, die Inne- 
haltung bestimmter Mengenverhältnisse notwendig. Die ausgefällten 
Gele sind zu Adsorptionsverbindungen nach der Art des Gold- 
purpurs zusammengetrcten. (Colloïde, die in der gegcbenen Ta- 

1) Vgl. dau Wilhelm Biltz Ber. 37, 1095 [1904]. 
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belle in der gleichen Vertikalreihe stehen, vermügen sich nicht 
auszufällen ; wir beobachten demgemäB auf diesem Gebiete eine 
gewisse, wenn auch zunächst nicht so eng begrenzte Spezifität in 
der Fällbarkeit, wie bei der Agglutination. Wie bekannt, wird die 
Spezifität mit dem elektrischen Verhalten der Colloïde in Ver- 
bindung gebracht. 

Ueber die quantitativen Verhältnisse, nach denen die auf 
solche Weise gebildeten Adsorptionsverbindungen zusammengesetzt 
sind, ist bisher noch nicht viel bekannt. Insbesondere fehlen Er- 
fahrungen über die von einem Gel adsorbirte Menge eines zweiten, 
wenn dieses in gro$em Ueberschusse zugesetzt wird, wenn also die 
Verhältnisse genau so liegen, wie bei den Versuchen von Eisen- 
berg und Volk, bei denen die Aufnahmefähigkeit von aggluti- 
nirbarer Substanz für überschüssige, agglutinirende Substanz ge- 
messen wurde. Indessen liegen recht zahlreiche Erfahrungen über 
die Adsorption überschüssiger Elektrolyte oder Hydrosole auf be- 
reits ausgefällten Hydrogelen vor. Da die Adsorption im Wesent- 
lichen in gleicher Weise erfolgt, unabhängig davon, ob sie vor der 
Sedimentirung des Hydrogels, gleichzeitig mit dieser oder auf be- 
reitsausgefälltem Hydrogel statthat, lehren die Versuche von 
Küster, über die Bildung der Jodstärke; ebenso solche, die ich 
über die Bildung des Lanthanblau’s angestellt habe'). In der Ge- 
setzmäBigkeit, nach der die Adsorption von Elektrolyten oder 
Colloiden auf Hydrogelen erfolgt, und in der Gesetzmäfigkeit der 
Agglutination nach Eisenberg und Volk zeigt sich bemerkens- 
werte Uebereinstimmung. Diese Uebcreinstimmung illustrirt die 
folgende Kurventafel. 

In dieser werden durch Kurve I die Gleichgewichtsverhält- 
nisse veranschaulicht, die bei der Aufnahme von Salzsäure aus 
wässriger Lüsung in das Hydrogel der Zinnsäure cintreten. Durch 
Kurve II wird die Adsorption von einem organischen Colloïd 
(Benzopurpurin) *) in frisch gefälltem Aluminiumhydroxyd gezeigt. 
Kurve III gilt für die Adsorption eines anorganischen Colloïds, 
Molybdänblau (Mos Os) auf Seide, einem den Hydrogelen nahc- 
stehenden Substrat. Kurve IV zeigt die Verteilung von Agglutinin 
zwischen Bakterien und Lüsung. Kurve V die entsprechende eines 
geschwächten Agglutinins. Kurve I ist nach den Messungen von 
van Bemmelen*) gezeichnet, Kurve IL und Ill von Herrn 


1) Ber. 37, 719 [1904]. 

2) Einen Vergleich von ,Färbung“ mit organischen Farbstoffen und ,,Agglu- 
tination“ hat bereits Bordet angestellt. 

3) Ztsch. anorg. Ch. 23. 111 (1900). 
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Utescher im hiesigen Institut gemessen'). Kurve IV und V 
wurden nach Eisenberg und Volk gezeichnet. Es entspricht 
Kurve IV deren Tabelle I auf Seite 157; Kurve V deren Tab. 
XXV auf Seite 182. 


C;, 18 Concentration 


17 des adsorbierten Anteiles. 


4 + JICI Segen Metazionsäure (1) 
1G Lin 


14 + Mo:04 coll. gegen Seide (11!) 


+ Typhusserum gegen. Bakterien (IV) 
10 
9 
8 ; 
7 


us CP Fenzopurpurin gegen Alominiumhydroxyd (11) 


Concentration 
des nicht adsorbierten 


Teiles in der Lüsung. 


Anmerkung zur Curventafel: Die Mafeinheiten haben auf der 
Curventafel die folgende Bedeutung: Für Curve I auf der Abscisse: Milligr. 
Mol in 1 Gr. Mol. Wasser der Lüsung; auf der Ordinate: Milligr. Mol. in 1 Gr. 
Mol Sn O, dividiert durch 10. 

Für Curve IL auf der Abscisse: Procente Benzopurpurin in der Lôsung; auf 
der Ordinate: Adsorbierte Procente Benzopurpurin; beide GrôBen sind mit 100 
multipliciert. 

Für Curve III die gleiche, wie für Curve II; die Werte sind mit 5 multi- 
pliciert. $ 
Für Curve IV auf der Abscisse und Ordinate: ,Agglutinierungs Eiriheiten“, 
dividiert durch 1000. 

Für Curve V auf der Abscisse und Ordinate: Agglutinierungs Einheiten, 
dividiert durch 100. 


1) Die Einzelheiten der Versuche werden demnächst an anderer Stelle publi- 
zirt werden. Die Zahlen, nach denen die Kurven gezeichnet sind, sind die folgenden : 
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Sämtliche Kurven zeigen die gleiche Gestalt: sie sind konkav 
gegen die Abscisse. Dem entspricht, daf sie mit mehr oder weniger 


n 


Glück durch eine Interpolationsformel — X dargestellt werden 


kônnen, worin #n = 1 ist, und C, die Concentration der adsor- 
birten, ©, die der nicht adsorbirten Stoffmenge bedeutet. Will 
man diese Kurven nach dem Verteilungssatze interpretiren, so 
stôBt man zunächst auf die prinzipielle Schwierigkeit, daf dessen 
Anwendbarkeit für colloïdale Lüsungen noch niemals mit Sicher- 
heit gezeigt worden ist, und es auch nicht wahrscheinlich ist, daf 
diese unter Zugrundelegung der Gasgesetze abgeleitete Gesetz- 
mäfigkeit für die physikalisch durchaus eigenartigen Pseudolôsungen 
obne weiteres gilt Wenn man dagegen die Verteilung der ge- 
lôsten Stoffe als veranlafit durch die Adsorptionsfähigkeit der auf- 
nehmenden betrachtet, so kann man all’ die Erfahrungen, die 
van Bemmelen in seinen Arbeiten über Adsorption gesammelt 
hat, auf die Verteilung der Agglutinine übertragen. Das A d- 
sorptionsvermügen der agglutinirbaren Substanz 
ist zunächst beträchtlich und nimmt, je weiter es 
durch Aufnahme von Agglutinin beansprucht ist, 
dergestalt ab, daf die in hôheren Conzentrationen 
aufgenommene relative Menge des gesamten Agglu- 
tinins sinkt, jedoch ohne sich einem Sättigungwerte 
anzunähern. Es wäre hiernach also nicht nôtig, wie Arrhenius 
schlieBen wollte, verschiedene MolekulargrüBen des Agglutinins in 
der Lüsung und in den Bakterien zu vermuten. 

Unter diesen Umständen kann es nicht auffallen, daf der Ex- 
ponent *» in der erwäbnten Interpolationsformel mit der Be- 
schaffenheit der adsorbirenden und der adsorbirten Substanz stark 
varürt. Van Bemmelen hat gezeigt, da8 erhitzte Hydrogele in 
ihrem Adsorptionsvermügen beträchtlich geschwächt sind, da 
durch Erwärmung das Hydrogel in seiner charakteristischen ge- 
quollenen Beschaffenheit erhebliche Einbufe erleidet. Eisenberg 
und Volk fanden, da unter gewissen Umständen erhitzte Bak- 


Benzopurpurin auf Al(O0H), Molybdänblau auf Seide 
Jeweils angew. Menge Hydrogel — 0.0744 gr | Je 1 gr Seide; 4.5 gr Ammoniummolybdat; 
Al, 0, ; Farbstoft-Lüsung je 500 cem 150 cem Lüsung. 

‘ Farbst. auf Lüsung °,, Farbst. auf Lüsung 

Zurückgebl. Adsorbicrt Zurückgebl. Adsorbiert 
0.0021 0.0154 0.057 0.143 
0.0094 0.0206 0.124 0.376 
0.0158 0.0242 0.40 1.60 
0.0329 0.027 0.65 2.35 


0.071 0.029 1.215 2.785 
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terien nur die Hälfte von der durch normale Bakterien aufge- 
nommenen Agglutininmenge adsorbiren. Ueber die VergrôBerung 
der Beständigkeit colloïdaler Lôsungen durch gewisse Zusätze 
sind einige Erfahrungen schon von Graham gesammelt. Gewisse 
ausgefällte Colloïde werden sogar durch bestimmte Zusätze wieder 
in Lôsung geführt: ,peptonisirt“; über die vergrôBerte Beständig- 
keit von Colloïden durch Zusatz von ,Schutzcolloïden“ finden wir 
bei Zsigmondy ausführliche Angaben. Dal demgemäB bestimmte 
Zusätze auch die Agglutinine gegen das Adsorbiertwerden schützen, 
erscheint verständlich, wenn auch gerade dieses Kapitel im Sinne 
meiner Anschauungen noch eingehende Bearbeitung erfordert. Wie 
merklich eine derartige Einwirkung ist, zeigt die Adsorptionskurve 
des durch Formol geschwächten Serums (Kurve V). 

Für geschwächte Sera beobachteten Eisenberg und Volk 
hôchst auffällige Erscheinungen, die bis jetzt obne Analogie auf 
dem Gebiet der Colloïde dastanden. Es zeigte sich nämlich, daf 
bei steigender Concentrirung der Agglutininlôsung die Sedimen- 
tirung der in konstanter Menge vorhandenen agglutinirbaren Sub- 
stanz nicht etwa bis zu einer maximalen Sedimentirung zunabm, 
sondern, daB ganz unerwartet bei weitgehender Concentrations- 
steigerung überhaupt keine Sedimentation bewirkt werden 
konnte. Es existirt also bei der Einwirkung derartig stark wech- 
selnder Agglutininconcentrationen ein Optimum der Sedimen- 
tirung. Wie bereits erwähnt, bemerkte ich, daB bei der gegen- 
seitigen Fällung von Colloïden aus ihrer Lôsung ebenfalls das 
Einhalten gewisser Mengenverhältnisse notwendig ist. Diese Er- 
scheinung ist von mir für die Einwirkung von colloïdalem Gold, 
Arsensulfid und Antimonsulfid auf colloïdale Lôüsungen der Hy- 
droxyde von Eisen, Aluminium, Chrom, Zirkon, Thorium, Cer., 
quantitativ untersucht worden. 

Eisenberg und Volk geben die Einwirkung von je 1 cem. 
Zoroasterserum!) III + 1 ccm } n HCI folgende Tabelle (pg. 176): 


1) Typhusserum vom Pferde ,Zoroaster“. 
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Geschwächtes Serum gegen Bakterien. 


Verdünnung d. Serums |Fällungserscheinung n.2 Std.| nach 24 Stdn. 


1J10 keine Agglutination keine Agglut. 
1/100 ÿ geringe Spuren. 
1/1000 fast vollk. Agglut. vollk. Agglut. 
1/5000 È fast vollk.Agpl. 
1/10000 unvollk. Agglut. unvollk. Aggl. 
1/15000 n » n 

* /20000 starke Spuren y (?) 
1/25000 Spur Agglut. 9 (?) 
1/80000 starke Flocken starke Spuren 
1/85000 feinste , è : 

? /40000 feinste , Spuren Aggl. 
1/45000 keine Agglut. Spuren Aggl. 


Nichts scheint mir überraschender, als mit diesem Befunde 
die Resultate zu vergleichen, die ich von dem vorstehenden voll- 
kommen unabhängig bei den ursprünglich zu ganz andern Zwecken 
ausgeführten Versuchen über die Ausfällung von Colloïden ge- 
wonnen habe, 


Zirkonhydroxyd gegen Goldlôüsung. 


Je 10ccm Goldlôsung — 1.4mg Au wurden mit je B.0cem 
Zirkonhydroxydlüsung variabler Konzentration gemischt. 


nach 1 Stde. 


kein Ausfall 


3.25 5 % 

1,95 Flockung groBflockige Fällung 

1.62 vüllige Fällung vüllige Fällung 

0.65 feine Flocken feine Flocken 

0.325 äuBerst feine Flocken äuBerst feine Flocken und 


geringe Sedimentirung 


0.065 kein Ausfall kein Ausfall 


Kgl, Goes, d. Wiss. Nachrichten, Math.-phys. KI. 1904. Heft 2. 12 
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Thoriumhydroxyd gegen Antimonsulfidlôsung. 


Je 2.00 cem Antimonsulfidlôsung = 5.5 mg Sb: Ss wurden mit je 
18.0cem Thoriumhydroxydlôsung variabler Concentration gemischt. 


nach Mischung nach 4 Stunden 
keine Fällung 
é 2 p .. 
4, starke, groBflock. Fällung unverändert 
2 keine Fällung 


Diese bemerkenswerten Resultate zeigen, daB es nicht unbe- 
dingt notwendig ist, zur Erklärung der gleichen Erscheinung 
bei der Agglutination verschiedene hemmende und fällende Agglu- 
tininteilchen anzunehmen. Nichts scheint mir ferner für die Ver- 
wandschaft beider Naturvorgänge mehr zu sprechen, als diese 
in beiden Fällen beobachteten Optima. Für die Er- 
klärung des Optimums bei den anorganischen Colloïden, kann man 
im Anschlusse an Anschauungen von Bredig u. A. annehmen, daf 
die Colloïde in Lôüsung ihre verhältnismäfige Beständigkeit ihrer 
Potentialdifferenz gegen das Medium verdanken. Diese Beständig- 
keit wird vernichtet durch Hinzufügung einer elektrochemisch 
äquivalenten, entgegengesetzt geladenen Colloïdmenge. Durch einen 
UeberschuB derselben wird indessen infolge einer Potentialdifferenz 
entgegengesetzter Natur wiederum ein beständiges Gebilde erzeugt. 
Inwieweit diese einfache Anschauung zutreffend ist, inwieweit sie 
insbesondere auf die Agglutinine übertragen werden darf, ist noch 
gänzlich unbekannt. Man kônnte ferner versuchen, die Einwirkung 
von Toxinund Antitoxin mit der zweier, sich nicht ausfällender 
Colloïde zu vergleichen. Geeignete quantitative Messungen über 
Reaktionen zwischen solchen Colloïden liegen indessen zur Zeit 
nicht vor, so daB sich ein Eingehen auf diesen Punkt vorläufig 
erübrigt. 

Zum Schlusse müchte ich nicht verfehlen auf eine interessante 
Umkehr der besprochenen Vorgänge hinzuweisen. Wenn spezifische 
Colloide (Agglutinine) befähigt sind, bestimmte Bakterien, zu 
sedimentiren, mu man umgekehrt zur Entfernung unerwünschter 
Colloïde aus Lüsungen sich gewisser Bakterien bedienen kônnen. 
Dieser letzte Vorgang findet ausgedehnte Anwendung bei der bio- 
logischen Abwasserreinigung. Durch eine von mir in Ge- 
meinschaft mit Herrn Dr.O. Krühn ke vorgenommene Untersuchung 
wurde gezeigt, daf die fäulnisfähigen, schädlichen Abwassersub- 
stansen colluïdal gelüst sind, und da sie demgemäf nach den 
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Regeln der Colloïdchemie entfernt werden müssen. Nach dem 
biologischen Verfahren trägt man bekanntlich in sehr einfacher 
Weise durch Schaffung passender Bedingungen für die Ansiedlung 
von Bakterien Sorge, wodurch die Abscheidung der Fäulnissub- 
stanz erzielt wird. 

Die SchluBfolgerungen, die sich aus dem hier dargelegten erge- 
ben, sind sehr einfach und erôffnen ein weites Arbeitsgebiet. Man wird 
Mischungen von anorganischen, einfach zusammengesetzten Colloïden 
einerseits mit Agglutininen (Serum), andererseits mit agglutinier- 
baren Substanzen (Bakterien) bereiten müssen und zu entscheiden 
haben, ob sich bei der Einwirkung dieser Stoffe ähnliche Gesetz- 
mäBigkeiteiten zeigen, wie sie Eisenberg und Volk fanden. 
Ferner wird man zu prüfen haben, ob sich nicht unter den zahl- 
reichen verfügbaren anorganischen Colloïden solche von specifischer 
Wirksamkeit auf Bakterien ausfindig machen lassen, die ihrem 
Verhalten entsprechend als anorganische Antitoxine be- 
zeichnet werden müssen. 


12° 


Ueber die Verwendung des elektrolytischen 
Detektors in der Brückenkombination. 


(Mit 1 Figur). 
Von 
W. Nernst und F. von Lerch. 


Vorgelegt in der Sitzung am 19. März 1904. 


Im Folgenden sind einige Messungen beschrieben, bei denen 
in einer von sebhr schnellen Schwingungen gespeisten Brücken- 
kombination als Nullinstrument ein leicht zu improvisierender ein- 
facher Apparat diente, der zugleich die so überaus bequeme Ver- 
wendung des Telephons gestattete '). 

In ein Becherglas mit verdünnter H: SO4 oder K OH tauchen 
2 Platinelektroden, die mit ca 2 Volt polarisiert werden. Die 
Anode ist môglichst klein und besteht aus einem in Glas einge- 
schmolzenen 0.02 mm dicken Platindraht, der ganz nahe am Glas- 
robr abgeschnitten ist. (Ist die Platinspitze Kathode, s0 ist die 
Wirkung schwächer). Wird nun über diese Zelle ein schneller 
Wechselstrom übergelagert, so beobachtet man einen Anstieg des 
Stromes im polarisierenden Kreïs, den man leicht mit dem Tele- 
phon oder Galvanometer beobachten kann. Der Detektor stellt 
sich momentan wieder auf die Nulllage ein, so daB man für jeden 
überspringenden Funken ein Knacken und so direkt den Gang des 
Unterbrechers im Telephon hôrt. 


1) In einer früheren Arbeit (Wied. Ann. 60 p.600, 1897) konnte ich zeigen, 
daB man mit sehr schnellen Schwingungen relativ genaue Messungen ausführen 
kann, wenn man in der Brückenkombination eine mikrometisch verstellbare 
Funkenstrecke oder eine kleine Vakuumrübre verwendet. Frühere Versuche, einen 
gewôhnlichen Kohärer dafür zu verwenden, verliefen resultatlos, weil die Empfind- 
lichkeit dieses Apparats für MeBzwecke zu veränderlich ist; schlieBlich glaube 
ich in dem elcktrolytischen Kohärer einen Nullindikator für schnelle Schwingungen 
gefunden zu haben, der allen Anforderungen genügt. W. Nernst. 
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Als die weiter unten beschriebenen Versuche schon im Gange 
waren, erschien eine Arbeit von Herrn Schloemilch!})}, in der 
er einen Wellenindikator beschreibt, der auf genau gleichem Prin- 
zip beruht und sich schon in der Praxis bewährt haben soll. Da 
die Versuche des Herrn Schloemilch schon einige Zeit zurück- 
datieren, so gebührt ihm unstreitig die Priorität. Der neue 
Detektor wird überall da mit bestem Erfolg angewendet werden, 
wo es sich um den Nachweis schwacher schneller Schwingungen 
handelt. Er besitzt nämlich den groBen nicht zu unterschätzenden 
Vorteil, daB er mit abnehmender Stärke der darüber gelagerten 
Schwingungen ganz allmählich schwächer anspricht, also keine 
Reïzschwelle besitzt, wie z. B. der gewôühnliche Kohärer, der 
entweder voll anspricht oder versagt. Zum Aufsuchen eines Mini- 
mums ist diese Eigenschaft besonders günstig. 

Seine Wirkungsweise beruht wahrscheinlich auf einem Durch- 
schlagen von dünnen Uebergangsschichten, die sich bei Polarisation 
bilden. Anläflich von Messungen von Zersetzungsspannungen hat 
Bose?) ein Umbiegen der Kurven vor dem eigentlichen Zerset- 
zungspunkt beobachtet, in einer Oxalsäurelôsung bei anodischer 
Polarisation sogar ein rapides Sinken der Stromstärke nach 
Passieren des Zersetzungspunktes. Garrard®) hat dann direkt 
in einigen Fällen ein Wachsen des Widerstandes auf den 100 bis 
200 fachen Wert nachweisen künnen. 

Nach dem Durchschlagen stellt sich der feine Ueberzug elektro- 
lytisch momentan wieder her. Die Handlichkeit und das leichte Im- 
provisieren des kleinen Apparates wird es ermôglichen, daB man 
mit schnellen Schwingungen ebenso bequem wird arbeiten kônnen, 
wie mit den gewühnlichen Induktionsstrômen. In Fig. I ist die 
Versuchanordnung gezeichnet. 


1) W. Schloemilch, Elcktrotechnische Zeitschrift 1908 Heft 47. 
2) Bose, Z. f. Elch. V. 153. 1898. 
3) Garrard, Z. f, Elch. VI. 214. 1899, 
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À ein Induktorium, das zuerst mit einem Deprez Unterbrecher, 
später mit einem Simon’schen elektrolytischen Lochunterbrecher 
betrieben wurde. 

B System aus Selbstinduktion und Capacität, das sich durch 
die Funkenstrecke a entläd. (Capacität b besteht aus 2 Leydner- 
flaschen (ca 0.005 MF), die Selbstinduktion c aus 6 Windungen auf 
einem Becherglas, zwischen die wieder 6 Windungen gewickelt 
sind, durch die das System C' erregt wird. 

Capacität d (Leydnerflaschen) ca. 0.0038 MF. e Selbstinduktion 
wie bei c, speist die eigentliche Brücke. 

p, —= p, ca. 15200 cm, 16 Windungen auf einem Glas von 7-5 cm 
Durchmesser. 

ff MefBkondensator mit dicken Glasplatten (Turner). 

gg Compensationsgefähe. 

D elektrolytischer Detektor. 

h Telephon oder Galvanometer. 

k Condensator ca. 4 MF. 

Es hatte sich gezeigt, daf es von Vorteil für das Minimum 
war, die Schwingungen durch das zwischengeschaltete System zu 
filtrieren. Stôrende Nebengeräusche blieben dann aus. 

B u. C standen nahe in Resonanz n», ca. 17. 105 

ñn« Ca. 1'4. 106. 
Relativ groBe Capacität und kleine Selbstinduktion für die 
schwingenden Kreise wurden genommen, weil dann das Minimum 
schärfer war. Weitere Details sind aus der Zeichnung ersichtlich, 
im Uebrigen sei auf die eingangs Arbeit verwiesen. 

Die Güte des Minimums bei dieser Anordnung steht dem ge- 
wôhnlichen Telephonminimum kaum nach. 

Das Arbeiten mit dem Apparat geschieht in genau der gleichen 
Weise, wie früher beschrieben; die Dielektricitätskonstanten sind 
nach der Formel 


C —cC 
D, = (D,-1) #1 
0 


berechnet. 

Benzol als Aïchflüssigkeit mit 2.288 genommen ergab folgende 
Werte, die mehr als vorläufige zu betrachten sind und nur die 
Brauchbarkeit der Methode zeigen sollen. 


1) Zeitschr. f. ph. Ch. 35, 385, 1900. 
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Für gewôbhnliches destilliertes Wasser mufte Widerstands- 
kompensation genommen werden; die Einstellung war dann ebenso 
scharf wie für die andern Substanzen ({ — 18). 


Verfasser  Drude') Turner?) 


Chloroform b'1 495 b'2 
Aethyläther 437 436 437 
Aethylalkohol  25:9 — 268 
Wasser 81:7 817 81'1 


Um die Brauchbarkeiït des Apparats für Widerstandsmessungen 
zu prüfen, wurde auf folgende Weise verfahren. An Stelle der 
Compensationsgefäfe trat eine mit Magnanini’scher Lüsung gefüllte 
cylindrische Rôhre von ca 15cm Lumen, die mit einer mittels 
Mikrometerschraube verstellbaren Elektrode versehen war, und 
ein WiderstandsgefäB mit kreisrunden blanken Pt-elektroden von 
0‘8 cm Durchmesser, ungefäbr 2 cm entfernt, in das der zu unter- 
suchende Elektrolyt gebracht wurde. Blankes P{ konnte genommen 
werden, weil für die hohen Wechselzahlen die Polarisationskapa- 
cität genügend groB ist). Für Widerstandsmessungen von 
Substanzen, die durch platiniertes Platin katalytisch zersetzt 
werden, wird diese Methode mit Erfolg angewandt werden kôünnen, 
da sich jedes Metall als Elektrodenmaterial wird benutzen lassen. 
War das WiderstandsgefäB mit Magnanini-Lôsung eingestellt, bis 
das Telephon schwieg, so wurde sein Widerstand Wi nach Kohl- 
rausch gemessen. W2 bedeutet den Widerstand der betreffenden Lü- 
sung, gemessen in einem gewôhnlichen WiderstandsgefäB nach 
Kohlrausch’s Methode; C die ungefähre Concentration in gr-Aequi- 
valenten. 

Wi 


Lôsung C W Wa A 


“KOH | 00719 | 8740] 3819 | 22:89 


KCI | 0:0992 1220 | b‘315 | 22-95 
Hs SOs | 0‘00846| 4950 | 21:83 22-68 
| | 22-84. 


Die proc. Fehler gegen den Mittelwert betragen : 
0:22 °/o 047 ‘Jo 07 °/o 


1) Zeitschr. f. ph. Ch. 23, 267. 1897. 
2) Zeitschr. f. ph. Ch. 35, 385. 1900. 
3) W. Nernst,l. c. p. 613. 
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Lôsung C Wi Wa 2 


© KC1 | 0-0464 | 2869 | 11-00 | 23-35 
H: SO | 00146 | 3131 | 13:47 | 23.2 
KOH | 00116 | 5187 | 2233 | 23:3 

| : 2328 


Die Fehler gegen den Mittelwert betragen: 
0:3 ‘Jo 0:13 % 021 °/o. 

Die Einstellungsgenauigkeit wurde auch noch auf folgende 
Weise geprüft. 2 Gefäfle mit Magnanini-Lôsung wurden aufeinander 
eingestellt bis das Telephon schwieg, dann konnten sie durch Um- 
legen eines Schlüssels nach Kohlrausch mit einander verglichen 
_ werden. Hätte man immer auf das absolut gleiche Verhältnis ein- 
gestellt, so hätte sich immer die gleiche Stellung der Walzen- 
brücke ergeben. Da wegen der ungefähren Gleichheit von p1 u. p2 
die Einstellung in der Nähe von 500 der Walze lag, entspricht 
einer Abweichung um 2:5 Teilstriche ein Prozent. 


Widerstand ca 120 & Stellung der Walzenbrücke 
1. Einstellung mit schnellen Schwingungen 496-0 
2 2 : s 4965 
3 . < . = 4965 
4 = : 5 È 497:0 
5. 3 . js : 497:5 
6. : : : ; 496:5 
7 - ; : ; 4967 
8 o ; ; x 4970 
9, : = : : 496-0 
10. ; 5 - J 496:3 
mittl. Fehler der einzelnen Messung 
0:35 ca 0:14 
Widerstand ca 520 & 
1. Einstellung mit schnellen Schwingungen 4985 
2 a x ü : 4970 
8. : : k . 4983 
4. E : : : 4971 
b ï 5 « 4976 


mittl. Fehler der einzelnen Messung 
0:686 ca 0:27 ‘Jo 
Widerstände von ca 40 bis 1100 & lassen sich also bis auf 
einige pro Mille bestimmen. 
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Die Widerstände erwärmen sich etwas während der Messung, 
daher ist schnelles Arbeiten und eine genaue Temperaturablesung 
nôtig, da sonst leicht bei nicht besonders sorgfältigem Arbeiten 
Fehler von ca 2°/o auftreten kônnen. 

Die Einführung eines elektrolytischen Detektors in die Brücke 
bat also die Wiederverwendung des Telephons (das ev. durch ein 
Galvanometer ersetzt werden kann) als Nullinstrument gestattet. 
Für viele Messungen mit schnellen Schwingungen scheint der kleine 
äuBerst zuverlässige Apparat (er hatte während obiger Unter- 
suchungen kein einziges Mal versagt) eine grofe Bequemlichkeit 
zu besitzen. 


Güttingen, phys. chem. Institut. März 1904. 
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Die Konstruktion des Klassenkôrpers für belie- 
bige algebraische Zahlkôrper. 


Von 
Ph. Furtwängler. 


Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung vom 14. Mai 1904. 


Einleitunçg. 


Die folgenden Zeilen haben den Zweck, für einen beliebigen 
gegebenen algebraischen Zahlkürper £ den zugehôrigen Klassen- 
kôrper zu konstruieren, d. h. es soll der Nachweis geführt wer- 
den, daB in bezug auf k, dessen Klassenzahl gleich À gesetzt wird, 
ein unverzweigter relativ Abel'scher Kôrper vom Relativ- 
grad À existiert, dessen Relativgruppe zu der Gruppe der Ideal- 
klassen in Æ holoedrisch isomorph ist. Der Gang des Beweises 
ist kurz der folgende. 

In zwei Mitteilungen, die in dem vorigen Jahrgange dieser 
Nachrichten verôffentlicht sind, habe ich zunächst gezeigt, daf 
in bezug auf k stets e unabhängige unverzweigte Kôürper vom 
Relativgrad / existieren, wenn die Untergruppe der Klassengruppe 
von k vom Grade !“ e Basisklassen besitzt. Die Zahl ! bedeutet 
dabei eine ungerade Primzahl und die Klassenzahl von } ist gleich 
gl” angenommen, wo q zu ! prim ist. Bei diesem Nachweise war 
vorausgesetzt, dafi der Kürper k eine /te Einhcitswurzel £ ent- 
hält. Es war daher zunächst zu zeigen, daB der Satz auch gültig 
ist, wenn diese Voraussetzung nicht erfüllt ist. Dies geschieht 
im ersten Paragraphen dieser Mitteilung durch Betrachtung des 
Kôrpers k#' — (k,6). Mit Hülfe des gewonnenen Resultates ist 
es dann nicht schwer nachzuweisen, da in bezug auf einen be- 
liebigen Kürper k, dessen Klassenzahl wieder gleich ql° mit der- 

Egl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasso 1004. Heft 8. 14 
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selben Bedeutung wie oben sei, ein unverzweigter relativAbel’- 
scher Kôrper vom Relativgrad !* existiert, dessen Relativgruppe 
mit der Untergruppe der Klassengruppe von 4 vom Grade /" ho- 
loedrisch isomorph ist. Der genannte Nachweis wird im zweiten 
Paragraphen geführt. 

Die im Vorstehenden geschilderten Entwickelungen bezogen 
sich auf den Fall, daf Z eine ungerade Primzahl ist. Ist ! — 2, 
so ist die Richtigkeit der angegebenen Sätze in dem Falle, daf 
der Grundkôrper # mit allen seinen conjugierten imaginär ist, in 
genau derselben Weise wie für ungerades / nachzuweïisen. Be- 
sondere Betrachtungen, die im dritten Paragraphen gegeben wer- 
den, sind dagegen erforderlich, wenn der Kôrper k oder eine An- 
zahl der mit ïihm conjugierten reell sind. Man muB in diesem 
Falle den von D. Hilbert eingeführten schärferen Aequivalenz- 
begriff heranziehen, nach dem zwei Ideale nur dann äquivalent 
heifen, wenn ihr Quotient eine total positive Zahl ist. Ist die 
Klassenzahl in diesem engeren Sinne g2”, wo q eine ungerade 
Zahl bedeutet, und enthält die Untergruppe der Klassengruppe 
vom Grade 2" wieder e Basisklassen, so zeigt sich, daB genau € 
unabhängige unverzweigte relativquadratische Kôrper in bezug 
auf den Grundkôürper k existieren. Mit Hülfe dieser Thatsache 
lässt sich dann in derselben Weise wie für ungerades / der un- 
verzweigte Relativkôrper vom Relativgrad 2” in bezug auf &% 
konstruieren. Vereinigt man jetzt alle unverzweigten Relativ- 
kôrper, die zu den in der Klassenzahl  aufgehenden Primzahl- 
potenzen gehôüren, so entsteht der vollständige Klassenkôrper. 

Von besonderem Interesse sind die imaginären quadratischen 
Grundkôrper und die zugehôrigen Klassenkôrper, weil sie in eng- 
ster Beziehung zur Theorie der komplexen Multiplikation der 
elliptischen Funktionen stehen. Es wird nämlich im letzten Pa- 
ragraphen gezeigt, daB die durch die singulären Werte des Mo- 
duls j') definierten Kôrper, die zu den imaginären quadratischen 
Grundkôrpern gehôren, identisch sind mit den zu den genannten 
Grundkôrpern arithmetisch konstruierten Klassenkôrpern. Der 
springende Punkt des Beweises ist die gleichartige Zerlegung, 
welche die Primideale des Grundkôrpers in den funktionentheo- 
retisch und arithmetisch definierten Oberkürpern erfahren. 

Ich habe endlich noch eine Berichtigung zu dem letzten Pa- 
ragraphen meiner vorigen Mitteilung zu geben. Der dort für den 


1), Vergl. IH. Weber, Elliptische Funktionen und algebraische Zablen. 
Braunschweig 1891, p. 330. 
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Satz 9 versuchte Beweis ist infolge eines leicht erkennbaren Ver- 
sehens nicht vollständig. Es läft sich mit den dort benutzten 
Hülfsmitteln nur nachweisen, daB in bezug auf den betrachteten 
Grundkôrper # keine anderen unverzweigten relativ Abel- 
schen Oberkôürper existieren kônnen als diejenigen, die in dem 
konstruierten Klassenkôrper enthalten sind; zum vollständigen 
Beweise des Satzes wäre aber zu zeigen, da8 überhaupt keine 
anderen unverzweigten Oberkôrper, deren Relativgrad eine Potenz 
von ? ist, in bezug auf # existieren künnen. Da indessen der 
letzte Paragraph jener Mitteilung nur anhangsweise beigegeben 
war und mit dem wesentlichen Inhalt derselben, nämlich dem 
Nachweis der Existenz der unverzweigten Kôrper vom Relativ- 
grad !, keine weiteren Beziehungen hat, werde ich auf diesen 
Punkt erst später zurückkommen. , 


$ 1. 
Es soll zunächst der folgende Satz bewiesen werden, der die 
Verallgemeinerung des Satzes 1 der vorigen Mitteilung bildet : 


Satz 1 Es sei k ein beliebiger algebraischer 
Zahlkôrper mit der Klassenzahl q", wo l eine un- 
gerade Primzahl bedeutet undgzul prim ist. Ist 
dann das System der gten Potenzen der Idealklas- 
sen aus 4 in der Gestalt darstellbar: 


CC CLR Cm = D, NI RER = NS 


so existieren in bezug auf k genau e unabhängige 
unverzweigte relativeyclische Kôrper vom Rela- 
tivgrad 


Beweis. Ich bemerke vorweg, da8 im Folgenden immer 
nur die Untergruppe der Klassengruppe vom Grade !*” benutzt 
wird und daB deshalb das System aller /“ten Potenzen von Ideal- 
klassen mit 1 bezeichnet werden soll, so daf also die Aequivalenz 
a rv 1 in k die Bedeutung hat, daB das Ideal a der “ten Potenz 
eines Ideals äquivalent ist. Ist /" der kleinste Exponent, für den 
die Aequivalenz 


bp m1 


gilt, so soll !“ der zum Ideal 6 oder zu der betreffenden Ideal- 

klasse gehürige Exponent heiBen. Ferner sei noch auf die fol- 

gende Bezeichnungsweiïse hingewiesen, die im Folgenden benutzt 

wird. Ist X ein beliebiger Oberkürper von k und fallen die Re- 
14* 
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lativnormen der Ideale aus einer Klasse C in Æ in die Klasse c 
in k, so werde ich kurz c die Relativnorm von C nennen und 
schreiben : 

C:= Nc): 


Wenn die Deutlichkeit nicht darunter leidet, kann bei N der 
obere oder der untere Index fortbleiben. 

Ich adjungiere jetzt zu dem Kôrper k die [te Einheitswurzel 
£ und bezeichne den Kôrper (4, £) mit k', dessen Relativgrad l' in 
bezug auf 4 als Faktor von / —1 zu ! prim ist. Aus dieser That- 
sache folgt leicht, daB jede Idealklasse aus #' in der Form cC 
darstellbar ist, wo c eine Klasse aus # bedeutet und C eine solche 
Klasse aus 4’, die der Bedingung: 


(2) NF(C) = 1 


genügt. Das gesamte Klassensystem von £’ ist also in der 


Gestalt : 
(3) (0), C 


darstellbar, wo C' eine beliebige Klasse mit der Eigenschaft (2) 
bedeutet. 

Die Klassen c, ...c, definieren in Æe unabhängige Klassen- 
verbände. Da sie dieselbe Eigenschaft in %' haben, folgt aus 
dem Umstande, daB keine Aequivalenz : 

(4) cu. een, B° 


1 


in #' bestehen kann, wo C; eine beliebige Klasse aus dem System 
C und B eine beliebige Klasse aus k' bedeutet, auBer wenn sämt- 
liche a, durch ! teilbar sind. Die Unmôglichkeit von (4) erkennt 
man, wenn man auf beiden Seiten die Relativnorm in bezug auf 
k bildet. Es folgt daher aus dem Satz 1 meiner vorigen Mittei- 
lung, daB e unabhängige primäre Zahlen &,,...o, in #’ existieren, 
welche unverzweigte relativeyclische Kôrper vom Relativgrad / 
in bezug auf 4’ definieren und respektive zu den durch die Kon- 
gruenzen : 


x, = 0 (1) 
definierten Untergruppen der Klassengruppe von #' gehôren. Ich 
betrachte jetzt den Kürper (4, Vo) und will zunächst zeigen, 
daB er in bezug auf k# relativ Abel'sch ist. Bezeichnet man die 


erzeugende Substitution der Relativgruppe von #' in bezug auf 
k mit 
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(4a) s = éll, 
so gilt: 
(b) S=1, "“=1(). 


Da nun die Untergruppe der Klassengruppe von #', zu der w, ge- 
hôürt, gegenüber s invariant ist, so muB dasselbe von dem Kürper 


(k', Va) gelten, d. h. es muB eine Beziehung: 
(6) so, — of! 


bestehen, wo a eine rationale ganze Zahl und B eine Zahl aus #’ 


bedeutet. Um zu zeigen, daB (k', Vw,) inbezug auf # relativ 
Abel'sch ist, hat man nachzuweisen, da8 die Kongruenz : 


(7) a = r(l 
gilt. Wir setzen zu diesem Zweck: 


(8) l — par, = pPr, = :::, 


wo pf,p%, ... die verschiedenen in l' aufgehenden Primzahlpo- 
tenzen bedeuten, und beweisen, daB es in einer Klasse in #', die 
der Bedingung x, + O({) genügt, ein Primideal $, mit der Eigen- 
schaft : s'B, — $, giebt, wo s' — s'": ist. Es sei nämlich 4, der- 
jenige Oberkôrper von k, der zur Gruppe sr" (RE OA TS AU) 
gehôürt. Derselbe ist relativeyclisch in bezug auf # vom Relativ- 
grad p% und enthält einen Unterkôrper UK, vom Relativgrad p, 
in bezug auf 4. Ich behaupte, da es in einer Klasse von k, die 
der genannten Bedingung genügt, ein Primideal giebt, das in U4, 
Primideal bleibt. Bezeichnet nämlich $, ein beliebiges Primideal 
aus U},, so gilt: 


@) Zur 60 6>1 
und daher 

(10) Sr = et 6>0 
wenn 


p = NP) 


gesetzt wird. 
Bezeichne ich nun alle Primideale, die in einer der ge- 


IREM 
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genannten Klassen liegen, mit q, so folgt aus Satz 2 meiner 
zweiten Mitteilung : 


(11) Eur = Ter tO 6>1) 


Die Funktionen f(s) in den Gleichungen (9), (10), (11) bleiben 


endlich, wenn sich s der Grenze 1 nähert. Da Ta F ist, 
1 


so ergiebt sich somit, daB es in # unendlichviele Primideale in einer 
Klasse, die der Bedingung x, & O(!) genügt, giebt, die in Uk, 
Primideale bleiben. Daraus folgt sofort, da es auch Primideale 
in £' mit der Eigenschaft s'P, — ®, giebt, die in einer der ge- 
nannten Klassen liegen. Ist $, ein derartiges Primideal, so gilt : 


(12) (&) = +1 


und folglich, wenn wir die Substitution s' auf die letzte Gleichung 
anwenden : 


: ec 

Es gilt also . 

(L4) a = y" (Î). 

In analoger Weise leitet man die Kongruenzen: 

(15) a = "2 (l) 

ab. Da die Zahlen r,,r,, ... nicht sämtlich einen gemeinsamen 


Teiler haben, so läfit sich die Gleichung: 
Yan + = 1 
durch ganze rationale y erfüllen und es folgt dann aus (14) 
und (15) 
a = rl), 
womit bewiesen ist, da der Kürper (k', Vw,) in bezug auf k re- 
lativ Abel'sch ist; sein Relativgrad ist l'7 Die Relativgruppe 


von (4’, Vo,) in bezug auf k besitzt deshalb eine ausgezeichnete 
Untergruppe vom Grade l', zu der der Kürper X, gehôren môge. 


rte 
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X, ist dann relativeyclisch vom Relativgrad Z in bezug auf k und 
unverzweigt, wie sich leicht zeigen läft. Ginge nämlich das 
Primideal p aus # in der Relativdiscriminante von X, in bezug 
auf Æ auf, so müfte p in X, in ! gleiche Primfaktoren zerfallen. 
Wenn man dann p in (k', Vw,) zerlegt, so müften sich die Prim- 
faktoren in Systeme von je / gleichen anordnen lassen. Daraus 
würde folgen, daB es ein Primideal $ in #4’ geben müfte, das in 
(k', Vo,) in L gleiche Primfaktoren zerfällt, was unmôglich ist. 
Es ist also X, in bezug auf k unverzweigt. 

Verfährt man jetzt in derselben Weise mit (4, V &,), (4! Vo), … 
wie wir es eben mit (k', Vo,) gethan haben, so erhält man die 
Kôrper K,, K,, ...: Das System der Kôrper 

KE, Hs, 


liefert dann e unverzweigte unabhängige relativeyclische Kôrper 
vom Relativgrad ! in bezug auf k, womit unser Satz bewie- 
sen ist. 


8 2. 


Satz 2 Es sei k ein beliebiger Zahlkôrper mit 
der Klassenzahl g", wo l eine ungerade Primzahl 
bedeutet und qg zu l prim ist. Es existiert dann in 
bezug auf k ein unverzweigter relativ Abel’scher 
Kôürper vom Relativgrad l", dessen Relativgruppe 
zu derjenigen Untergruppe der Klassengruppevon 
k, die alle gten Potenzen von Idealklassen enthält, 
holoedrischisomorphist. 


Beweis: Es sei wieder das System der gten Potenzen der 
Idealklassen von # in der Gestalt darstellbar : 


(16) (c), = cf Tr ce (x, ri 0,1, spoje Pi— 1), he 4h: —= h, 


und es müge K!° derjenige unverzweigte Kôrper vom Relativgrad 
1 in bezug auf £ sein, der zu der durch die Kongruenz x, = 0({) 
definierten Untergruppe der Klassengruppe von # gehürt. Ist 
jetzt k, = 1, also c À 1 in k, so ist in K°° die Aequivalenz 
ce,  C' unmüglich, wo C eine beliebige Klasse aus K° bedeutet. 
Denn aus der Annahme, da8 K® zu der genannten Untergruppe 
gehôürt, folgt, daf 


N(C) c'es... ink, 
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wo c eine Klasse aus À und a,, ... a, ganze rationale Zahlen 
bedeuten. Es müfte also auch gelten: 


CouaEN IC). Cry 16, 
und hieraus würde folgen: 


ba 1 


cer Lodacoil An E; 


wo b,,... b, wieder ganze rationale Zahlen bedeuten, von denen 
die erste nicht durch { teilbar ist. Da die letzte Aequivalenz 
unmôglich ist, wenn crb1 in k ist, so ist also auch die Aequi- 
valenz €, © C' in XŸ unmôüglich und es definiert daher c, auch in 
K® einen vom Hauptverbande verschiedenen Klassenverband. Es 
existiert also in bezug auf X® ein unverzweigter relativeyclischer 
Kôrper K? vom Relativgrad /, der zu der durch die Bedingung , Expo- 
nent von c, durch / teilbar“ definierten Untergruppe der Klassengruppe 
von Æ® gehôürt. Bezeichnet man jetzt die erzeugende Substitution 
der Relativgruppe von ÆX°° in bezug auf k mit S, so folgt aus 
dem Umstande, dafi die genannte Bedingung gegenüber S, inva- 
riant ist, daB X® ein relativ Galois’scher Kôrper vom Relativ- 
grad {? in bezug auf X ist. Ist , auch grôBer als 2, so kann 
man das Verfahren noch fortsetzen und es gelingt auf dem ange- 
gebenen Wege, einen relativ Galois’schen unverzweigten Kôürper 
K%»° vom Relativgrad V1 in bezug auf % zu konstruieren. In 
analoger Weise konstruiert man die unverzweigten relativ Ga- 


lois’schen Kôürper ÆKŸ*,... K°+ in bezug auf k, die respektive 
die Relativgrade 2, ... l besitzen, indem man mit den Klassen 
C,, +. €, ebenso operiert wie oben mit c. Durch Zusammen- 


setzung der e Kürper K°,... Ke entsteht ein unverzweigter 


relativ Galois’scher Kürper ÆX vom Relativgrad l" in bezug auf 
k. ÆEs ist noch nachzuweisen, daB die Relativgruppe von Æ in 
bezug auf Æ mit der Klassengruppe (c), in # isomorph ist. Wir 
adjungieren zu diesem Zweck zu k und X eine {te Einheitswurzel 
& und setzen 


Œ,9 =, (K,9 = À und (K°,8 = Ko. 
Das Klassensystem von 4’ ist dann in der Gestalt darstellbar : 
(17) (,6, 
wo C eine Klasse aus k' bedeutet mit der Eigenschaft: 


N#(C) = 1. 
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Wir haben jetzt nur nachzuweisen, daB die Relativgruppe von Æ 
in bezug auf #', die auch vom Grade list, mit der Klassen- 
gruppe (c), isomorph ist. Zunächst ist der Kôrper X!° relativ- 
cyclisch vom Relativgrad / in bezug auf #'; er müge durch Ad- 
junktion von V®® zu k' entstehen, Der Kürper K® ist wieder 
relativeyclisch vom Relativgrad ! in bezug auf K; er môüge 
durch Adjunktion von Vo” zu K!° entstehen. Er ist, weil K° 
relativ Galois’sch in bezug auf 4 ist, ebenfalls relativ Galois’sch in 
bezug auf £' und es gilt deshalb eine Gleichung !): 
S,0® = A"o°, 

wo S, die erzeugende Substitution der Relativgruppe von X‘ in 
bezug auf 4’ und À eine Zahl aus X(° bedeutet. Um zu zeigen, 


da8 er relativ Abel'sch ist, beachte man, daB die Zahlen vonK® 
in der Gestalt : 


(18) B =A4,+ 4, Vo? +... 4, ,V(0P)" 


darstellbar sind, wo À,, ... À,, Zahlen aus X‘ bedeuten. Setzt 
man jetzt: 


(19) B' — S,4, + S,4, + À”. Vo? +. S,4,. : (4) $ (Vo) 


(20)  B"= 4, + A£ Vol +... A6" (Var), 


so erkennt man, da die Uebergänge von B zu B’ und B" ver- 
tauschbar sind. Deshalb ist K® relativ Abel’sch in bezug auf 
k'; daB er auch relativeyclisch ist, folgt aus dem Umstande, daf 
er nur einen Unterkürper vom Relativgrad ! in bezug auf 4’ ent- 
hält. Denn würden zwei solche Kôrper existieren, so liefe sich 
K°® auch erzeugen durch Adjunktion von Vw' zu K‘, wo w' eine 
Zahl aus k' bedeutet. Bezeichnet man dann mit p, ein Primideal 
aus k', das in einer Klasse liegt, für die x,, der Exponent von 
c, in der Klassengruppe, nicht durch ! teilbar ist, so müfite 


(es + 2 


sein, wo das Restsymbol im Kürper K zu nehmen ist. Das ist 


1) Da der Exponent von wf? auf der rechten Seite gleich 1 sein muB, folgt, 
(2) 
wenn man auf die Gleichung (SE) go tés + 1 die Substitution S, anwendet. 
1 /Hi 


p, hat dieselbe Bedeutung wie später im Text. 
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aber unmôglich, weil w’ und ÿ, in #' liegen; es ist deshalb X° 
relativeyclisch vom Relativgrad l* in bezug auf #. 

Ist h, — 2, so ist weiter nachzuweisen, da8 K® relativey- 
clisch vom Relativgrad {° in bezug auf k' ist. Es zeigt sich zu- 
nächst wieder wie oben, da8 K® relativ Galois’sch und relativ 
Abel’sch in bezug auf #k' ist. Da er auch relativeyclisch ist, 
folgt wieder aus dem Umstande, daB nur ein Relativkôrper /ten 
Grades und nur einer l’ten Grades in bezug auf k£' in K‘® ent- 
halten ist. Wäre nämlich die Relativgruppe von KX% in bezug 
auf £’ nicht relativeyclisch, so zeigt man leicht, daB sie minde- 
stens 2 Untergruppen vom Grade l enthalten müfite, zu denen 
zwei verschiedene Kôürper vom Relativgrad ! in bezug auf &k' ge- 
hôren würden. Da es zwei solche in KX® enthaltene Kôrper nicht 
giebt, muB Æ® relativeyclisch vom Relativgrad l in bezug auf 
k' sein. Durch Fortsetzung des Verfahrens zeigt man, daB K°° 
relativeyclisch vom Relativgrad /' in bezug auf £#' ist, und in 
analoger Weise, daB K°*», ... K°% relativeyclisch vom Relativ- 
grad "2, ...l'e in bezug auf #’ sind. Damit ist aber der Satz 2 
vollständig bewiesen. ss 

Im Vorigen ist stets vorausgesetzt, da ! eine ungerade 
Primzahl sei. Genau dieselben Betrachtungen wie für ungerades 
1 lassen sich aber auch für den Fall ! — 2 durchführen, wenn 
der Grundkôrper k nebst allen seinen conjugierten imaginär ist. 
Finden sich dagegen unter den conjugierten Kürpern reelle, so 
sind noch besondere Entwickelungen nôtig, die in diesem Para- 
graphen gegeben werden sollen. Es ist in diesem Falle der von 
D. Hilbert eingeführte schärfere Aequivalenzbegriff zu Grunde 
zu legen, nach dem zwei Ideale nur dann äquivalent heifen, wenn 
ibr Quotient eine total positive Kôrperzahl ist ‘). 

Wir nehmen an, da der Grad des Kôrpers k gleich m sei 
und da sich unter den conjugierten Kôrpern s reelle befinden. 
Wir haber dann zunächst noch eine für Æ charakteristische Zahl 
p zu definieren, wobei wir festsetzen, daf die zu einer Zahl « aus 
k conjugierte Zahl, die in dem mit # conjugierten Kôürper k° liegt, 
mit «® bezeichnet werden soll. 

Es sei s* eine Einheit aus #, unter deren conjugierten sich 
wenigstens eine negative befindet und zwar sei dics e#@1) in Æn); 
es sei dann #* eine solche Einheit, daf s*) positiv und e*() ne- 


1) Nachrichten von der Kônigl. Gesellschaft d. Wiss. zu Güttingen. Math. 
phys. Klasse. 1898, p. 375. 
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gativ ist; weiter sei s* eine solche Einheit, daf s*#1) und e#*) po- 
sitiv sind und e*65) negativ u. s. w. Die letzte auf solche Weise 
zu wählende Einheit sei s*; es folgt dann, daf jede Einheit & in 
k, deren conjugierte in Æ),...Æ&») positiv sind, auch in den noch 
übrigen reellen Kürpern ÆAU»#1), .., k@:) positive conjugierte Ein- 
heïten hat. Die Zahl p läft sich auch in folgender Weise cha- 
rakterisieren. Die Anzahl der Grundeinheiten von # ist m'—1, 


m+s . L 4 ; : , 
wo m — 9 ist. Nimmt man zu diesen noch eine Einheits- 


wurzel aus X hinzu, deren Quadratwurzel nicht in k liegt, s0 
erhält man 2" Eïinheitenverbände in *, unter denen sich minde- 
stens 2" Verbände von total positiven Einheiten finden. Ist 
s—p = p' > 0, so wird diese Minimalzahl überschritten und es 
giebt in # genau 2" Verbände von total positiven Einheiten. 

Aus den im Vorstehenden für den Kôrper 4 gemachten An- 
nahmen, die keine Beschränkung enthalten, folgt, daB man zu 
jeder Zahl « in # eine Eïinheit & so bestimmen kann, daB die 
Zahlen (ea)%), ... (ex)er) positiv werden. Daraus folgt, daB zwi- 
schen den Klassenzahlen 2” und 2" von k, von denen die erste im 
engeren, die zweite im weiteren Sinne verstanden sei, die Bezie- 
hung besteht : 


(21) 2 — D. ,p = sp. 


Es müge nun das Klassensystem von X, wenn der engere Aequi- 
valenzhbegriff zu Grunde gelegt wird, in der Gestalt: 


(22) cm .… cd due (x, = 0,1, 2ù—1; y,—0,1); ht +e = h, 


darstellbar sein, wo d,, ... d. solche Klassen bedeuten, die bei 
Zugrundelegung des weiteren Aequivalenzbegriffs in die Haupt- 
klasse fallen. Die Erhôhung der Klassenzahl in 4 bei der schär- 
feren Fassung des Aequivalenzhegriffs kommt also dadurch zu 
Stande, daB erstens €’ neue Basisklassen zur Klassengruppe hin- 
zutreten und daB zweitens €” — p'—e! Basisklassen in k eine 
Verdoppelung ïihres Exponenten erfahren. Die Bezeichnung der 
Klassen môge so gewählt sein, daf dies die Klassen c,,.… c sind. 

Wir behaupten jetzt, daB genau e+e' unabhän- 
gige unverzweigte relativquadratische Kôrper 
in bezug auf kexistieren. 

Zum Beweise bezeichnen wir die Grundeinheïten in *, zu 
denen noch eine Einheitswurzel, deren Quadratwurzel nicht in & 


. : ‘ : ' Nm+S . 
liegt, hinzugenommen ist, mit €&,,...6#,, WO m — 5) ist. 
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Die Gesamtheit der Eïnheitenverbände ist dann in der Gestalt : 
(23) Em ,,, em? 


darstellbar, wo £ alle Einheiten aus #4 durchläuft; wir wollen uns 
dabei die Bezeichnung so gewählt denken, daB &,,,,... +, total 
positive Einheiten sind. Wir bezeichnen ferner mit t,,...t, 
Ideale aus den Klassen c,, ... c, und setzen 


2h—1 2he—1 2he"+1 2he 
(24) ï, = Qu oo Ve” = Qe' Tét = Qéys co Le —= Ce; 


wo die GrôüBen 0,, ... 0. Zahlen aus X bedeuten, die nicht Qua- 
drate von Zahlen sind. Wir schreiben nun: 


(2b) @: — Em'+13 .….. Qe — Ëm+e 


und bestimmen #'+e—p Primideale q, derart, daë : 


2, ER. “s\ © à = p+l,...m+e;. ) 
(26) (&) = F Glmttes 2, m'+e; * ? À) 


Man wähle darauf die Exponenten w s0, daB 


| PP PE SEE ten = (Cm) 
(27) 
uw 1° 
rte tonte Gus) 
wird, WO %,u, -.. %,40 Zahlen aus Æ bedeuten. Bildet man jetzt 


das System von Zahlen 
(28) oO = €ÿ1 .,, eNmiexte ... me, 


indem man die » den bekannten e Bedingungen unterwirft, damit 
kein Faktor der Ideale r,, ...r. in der Relativdiscriminante von 
(k, Vo) in bezug auf Æ aufgeht, so enthält dasselbe im ganzen 
2**+? Zahlen. Da nun im ganzen nur 2°“ Arten von Zahlen 
in k existieren, so giebt es e+»’ unabhängige primäre Zablen 
von der Gestalt (28). Wir bezeichnen mit: 


(29) @, — ëÿt ... etmheuntl ... net 


eine solche und untersuchen jetzt den Kôrper K, — (k, Vo). Es 
môgen die Exponenten v,, ... v, von Null verschieden sein, fer- 
ner môge ©, in # der reellen Kürper #4), ... K& negativ werden 
und es môgen l Idealklassen aus X in weiterem Sinne in Æ in 
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À 
die Hauptklasse (im weiteren Sinne) übergehen. Haben dann 
a*, a, v*, v dieselbe Bedeutung wie in den früheren Mitteilungen, 
so gilt die Ungleichung: 


(30) ù =t-m'+wt+n+e —1. 
Man erhält dieselbe, wenn man zunächst in der von D. Hil- 
bert') angegebenen Weise ein System von "TS —n relativen 


Grundeinheïten von X, in bezug auf # konstruiert und dann 
ebenso wie in $ 4 meiner zweiten Mitteilung verfährt. 

Um eine Ungleichung für a, die Anzahl der unabhängigen 
ambigen Komplexe in Æ,, zu gewinnen, (bei ihrer Definition werde 
der weitere Aequivalenzbegriff zu Grunde gelegt), bezeichnen wir 
die Anzahl negativer unter den Zahlen: 


(81) on), o(ss), Fox à (Fr) 
mit #,; die Anzahl negativer unter den Zahlen: 
(32) of), ,.. of) 


ist dann n—n,. Sind ferner unter den Indices à, ...2, f aus 
der Reihe #'+1,... m'+e vorhanden, so gilt: 


(33) a = a*+v—-wt+e—-f—e.. 


Die Ueberlegungen zur Ableitung dieser Ungleichung sind vüllig 
analog denen in $ 4 meiner zweiten Mitteilung. 

Jede Zahl « nun, die Relativnorm einer Zabl aus X, ist, 
mu die Bedingungen *): 


(34) ( De) = 1 ÉOR 20) 

erfüllen. Denn ist ff) positiv, so ist das Vorzeichensymbol 
selbstverständlich positiv; ist aber œ) negativ, so folgt aus: 
(5) a) = (a+, Va) (a, —e, Vol )= &— di of, 


daB &%) positiv ist; es ist also auch in diesem Falle das Vorzei- 
chensymbol gleich +1. Beachtet man dies, so ergiebt sich: 


1) Vergl. Hilbert, Algebr. Zablk. $ 55, p. 572. 
2) Vergl. Hilbert, Rel. Abel’sche Zahlk. $ 6, p. 376, wo das in (34) auf- 
tretende Vorzeichensymbol erklärt ist. 
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(36) Er v = m—-t+f-n,. 


Addiert man jetzt die Ungleichungen (30), (33) und (36), so 
folgt : 


(87) a = e—l+n—n.. 


Um jetzt sämtliche Ideale aus K; darzustellen, definiert man in 
analoger Weise wie in $ b meiner zweiten Mitteilung die Ideale 
O,, 9,,... ©, in X, und zeigt wie dort, daf für jedes Ideal $ 
in X, eine Relation gilt : 


(38) SG — AjOnGS) ,,, DAS), 


wo À eine Zahl aus X,, j ein Ideal aus #, q einen ungeraden Ex- 
ponenten und S, die Substitution Vo, | — Vw, bedeutet. 

Ist nun e — O0, so kann man offenbar, da e+»p' unabhän- 
gige primäre Zahlen © zur Verfügung stehen, w, so wählen, daf 


die sämtlichen Zahlen (32) positiv werden. Es ist dann n — », 
und folglich: 


(39) a = e—1. 
Aus der letzten Ungleichung schlieBft man mit Hülfe von (38), 
da alle Primideal p in # mit der Eigenschaft Ci — 1 in einer 


Untergruppe vom Grade 2*7* (oder 2” bei Zugrundelegung des 
weiteren Aequivalenzbegriffes) der Klassengruppe von 4 liegen, 
die durch eine Kongruenz: 


(40) ax, +...a%e = 0(2) 


definiert wird. Daraus schlieBt man in bekannter Weise die Un- 
verzweigtheit von X,. In gleicher Weise wie X, kann man noch 
e—1 unabhängige unverzweigte relativquadratische Kôrper X,, … K, 
konstruieren durch Benutzung der primären Zahlen &,,. . . æ,, 
die ebenso wie w, die Eigenschaft haben, daB ihre konjugierten 
in den Kürpern ÆGrH1), ,,. K&) sämtlich positiv sind. 

Wir haben jetzt noch p' unabhängige primäre Zahlen aus (28) 
zur Verfügung und wollen zeigen, daB man mit ihrer Hülfe noch 
genau c' unabhängige unverzweigte relativquadratische Kôrper 
in bezug auf k konstruieren kann. Ich wähle zu diesem Zweck 
eine Zahl à, aus der Klasse d! des Klassensystems d#1 ... de, die 
nicht Hauptklasse im engeren Sinne ist, und normiere à, s0, daf 


En on mn nee nn ce 
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die zu à, konjugierten Zahlen in den Kôrpern A1), ... KG») positiv 
sind. Es muB dann unter den Zahlen: 


(1) Sr, 8e) 


sicher eine negative sein; man kann ohne Beschränkung der All- 
gemeinheit annehmen, da die erste unter ihnen negativ sei. Fer- 
ner wollen wir noch voraussetzen, daf die Klasse d! so gewählt 
sei, daB unter den Zahlen (41) müglichst wenige negative vor- 
kommen. 

Unter den p’ unabhängigen primären Zahlen aus (28), die noch 
zur Verfügung stehen, giebt es nun keine einzige mehr, deren 
sämtliche konjugierte in den Kôrpern AGrh), .., K@) positiv wä- 
ren. Denn sonst kônnte man noch einen unabhängigen Kôrper 
von der Art der Kôrper K,, ... K, konstruieren, was unmüg- 
lich ist. Denn es existieren in der Klassengruppe von # im wei- 
teren Sinne nur (2*—1) Untergruppen vom Grade 2*-1, denen die 
2— 1 konstruierten unverzweigten Kôürper eindeutig zugeordnet 
sind. Es folgt daraus, daf man stets eine primäre Zahl &,,, von 
der Gestalt (28) angeben kann, so dal o{»#) negativ und œ(»+1) 


fi °° 
... @(%) positiv ausfallen. Wir untersuchen jetzt den Kôrper 


K,,, = (k, Vw.,) und behaupten, daf die Anzahl der ambigen 
Komplexe in ihm grôüfer als .e—1 ist. Wäre sie nämlich gleich 
oder kleiner als e—1, so würde folgen, da8 der Kôrper X,,, zu 
einer Untergruppe der Klassengruppe von £ gehôrt, zu der bereits 


ein unverzweigter Kôrper konstruiert ist, was unmüglich ist. Es 
git also für X,.,: 


(42) a 


IV 
® 


andererseits folgt aus (37), da n—n, — 1 ist, 
(43) AE 


es ist also die Anzahl der ambigen Komplexe genau gleich e. 
Daraus schlieft man, daf 


(44) v = m—i+f-n, 


ist; denn nach (33) ist v nicht kleiner und nach (36) nicht grüBer 
als die rechte Seite von (44). Die Ideale in X,,, lassen sich nun 
wieder in der Form darstellen : 


(45) Gt — AjOAG) ,., DAS), 
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wo die Bezeichnungen die analoge Bedeutung wie in (38) haben. 
Die Ideale Q,,...Q, kann man sich so gewählt denken, da8 ihre 
Relativnormen resp. in die Klassen c,, ...c, fallen. Ich be- 
haupte jetzt, daf die Relativnormen von Zahlen aus X,,, nicht in 
die Klasse d! fallen kônnen. Ist nämlich « die Relativnorm einer 
beliebigen Zahl À aus 4, so gilt zunächst für jeden Index :: 


(46) (ere) = 1 


Um unsere Behauptung zu beweisen, normieren wir &, d. h. wir 
verwandeln & durch Multiplikation mit einer geeignet gewählten 
Einheit £, aus % in eine Zahl, deren konjugirte in den Kôrpern 
KG), ,.. KG) positiv sind. Wir wollen zeigen, daf wir dies stets 
mit Hülfe einer Einheit bewerkstelligen kônnen, die selbst Re- 
lativnorm einer Zahl aus K,.,, ist. Bedeuten nämlich AG .,, Kw) 
diejenigen unter den Kôrpern 1), ... XG&), in denen die zu w,., 
konjugierten Zahlen negativ werden, so ist zunächst klar, daB 
alle Einheiten £, welche die Bedingungen : 


cn CETACEE 


befriedigen, Relativnormen von Zahlen aus Æ,,, sind. Denn alle 
Einheiten, welche diese Eigenschaft haben, müssen (47) und (48) 
erfüllen. Es kann daher hôchstens m'—{+/f—n, unabhängige 
Einbeitenverbände geben, deren Einheiten Relativnormen von 
Zabhlen aus X,,, sind; daraus folgt in Verbindung mit (44), daf 
alle Einheiten, welche die Bedingungen (47) und (48) erfüllen, 
Relativnormen von Zahlen aus X,,, sind. 

Es mügen nun unter den Zablen a), ... «r) im ganzen n' 
negative vorhanden sein, die mit: 


(49) atn), ,,, af») 


bezeichnet seien. Die gesuchte Einheit £, hat dann aufer den 
Bedingungen (47) und (48) noch die weiteren : 


(60) Em), ,.. EG») negativ 


zu erfüllen. Um die Eïinheit £, bequemer darstellen zu kôünnen, 


wollen wir noch über die Einheiten &,, ...#, in (23) eine be- 
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sondere Verfügung treffen. Wir wollen uns s, so gewählt den- 
ken, daB 


51 #) (8) k here: rar 4) 
(61) ef) << O ef => 0 ( mA 
DaB diese Wahl, durch die die Ideale q, nicht weiter berührt 


werden, stets müglich ist, erkennt man leicht, wenn man bedenkt, 
daf die Vorzeichenanordnungen, die sich durch die Reihen: 


(82) et), eGr) 

ergeben, wenn man s alle Einheiten des Systems: 

(53) Cr Ed (u —= O0, 1) 

durchlaufen läft, alle überhaupt müglichen sind. Setzt man jetzt: 


(54) Este, Br : 6m ch oz it 


so ist £& eine Einheit der gewünschten Art. Denn sie befriedigt 
die Bedingungen (47) und (50) DaB sie auch (48) befriedigt, 
folgt daraus, daB alle Indices x,, ... x, von den Indices 4, . 
++. Yn, Verschieden sind. Denn aus (46) und (49) folgt, daB: 


at), ... o6*) 


positiv sind. Damit ist unsere Behauptung bewiesen, daB sich « 
mit Hülfe einer Einheit normieren läft, die Relativnorm einer 
Zahl aus X,., ist. Ich kann daher direkt annehmen, daB « nor- 
miert sei. Fiele nun « in die Klasse d!, so wäre « mit à, im 
engeren Sinne äquivalent und folglich art) negativ. Da auch 
o(r#) negativ ist, so widerspricht dies der Relation : 


œ, @, ns 
(65) (es) = 1 


Damit ist gezeigt, da « nicht in der Klasse d! liegen kann und 
deshalb folgt aus (45), daB alle Relativnormen von Idealen aus 
K,,, in einer Untergruppe der Klassengruppe von À vom Grade 
21 liegen. Daraus schlieft man in bekannter Weise, daf X,., 
unverzweigt in bezug auf & ist. 

Ist e' => 1, so kann man noch einen weiteren unverzweigten 
relativquadratischen Kôrper in bezug auf k konstruieren. Wir 
nebmen zu diesem Zweck an, da8 X,, zu der durch die Kon- 
gruenz : 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Matb.-phys. Klasse 1904. Heft 5. 15 


| X} 
1 
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(56) Y = 0 (2) 


definierten Untergruppe der Klassengruppe von # gehôürt, was of- 
fenbar durch nachträgliche Abänderung der Bezeichnung der 
Klassen d stets erreicht werden kann. Es sei nun 0, eine Zahl 
aus einer Klasse d! des Systems dÿ2... de, die nicht Hauptklasse 
im engeren Sinne ist, und zwar .sei 0, normiert. Es mu dann 
unter den Zahlen: 


(57) DL), OLD 


eine negative sein, Denn wären alle Zahlen (57) positiv, so 
mübten auch alle Zahlen (#1), .., 0€) positiv sein, weil à, so 
gewählt sein sollte, da unter den Zahlen (41) môglichst wenige 
negative vorkommen. Es wäre dann 0, mit 0, äquivalent, was 
der Wabhl der Klasse d, widerspricht. Wir nehmen deshalb an, 
die erste der Zahlen (57) sei negativ und setzen auBerdem voraus, 
daf die Klasse d, so gewählt sei, dafi sich unter den Zahlen (57) 
môüglichst wenige negative befinden. Wir wählen dann unter den 
p'—1 noch zur Verfügung stehenden unabhängigen primären 
Zahlen aus (28) eine solche &,,, aus, daB œlr#) negativ und 
@Urt3), ... @U:) positiv ausfallen. Durch Multiplikation mit einer 
geeigneten Potenz von &,.,, kônnen wir es offenbar auch noch er- 
reichen, daB {#1 positiv wird. Wir wollen also voraussetzen, 


daB unter den Zahlen: 
(58) ot, ste @ 0e) 


nur die zweite negativ sei. Es lassen sich dann für «,,, die ganz 
analogen Ueberlegungen durchführen wie für &,,, womit die Ex- 
istenz eines zweiten unabhängigen unverzweigten relativquadrati- 
schen Kürpers in bezug auf Æ bewiesen ist. Den angegebenen 
Konstruktionsprocef kann man offenbar fortsetzen und zu den 
Kôürpern Æ,,... K, noch weitere c' Kôrper X,,,, ... K,; kon- 
struieren, so daB damit im ganzen e+e' unabhängige unverzweigte 
relativquadratische Kürper in bezug auf Æ gewonnen sind, deren 
Existenz wir beweisen wollten. 

Auf Grund dieses Existenzbeweises kônnen wir jetzt durch 
dicselben Ucberlegungen wie für ungerades ! zeigen, daf in bezug 
auf 4, wenn seine Klassenzahl im engeren Sinne 2 ist, ein re- 
lativ Abelscher unverzweigter Kôürper vom Relativgrad 2° exi- 
stiert, dessen Relativgruppe zu der Klassengruppe von k# holoe- 
drisch isomorph ist. 


14 
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Wir sind hiermit zu einem gewissen AbschluB gelangt, wie 
wir jetzt kurz resumieren wollen. Es sei der Kürper 4 vorge- 
legt, seine Klassenzahl im engeren Sinne sei L und es sei 


(B9) MAT or 1e 


die Zerlegung von XL in Primzahlpotenzen, so da also 1, . . . 1, 
verschiedene Primzahlen bedeuten. Wir haben dann nachgewiesen, 
daf in bezug auf X unverzweigte relativ Abel’sche Kürper von 
den Relativgraden V4, ... 1" existieren, deren Relativgruppen 
mit den Untergruppen der Klassengruppe von « von den resp. 
Graden Vu, ... 7% holoedrisch isomorph sind. Vereinigt man 
alle diese Kürper, so entsteht ein relativ Abel’scher unverzweigter 
Kôrper in bezug auf À vom Relativgrad %. Damit ist zum ersten 
Male der folgende von D. Hilbert aufgestellte fundamentale 
Satz vollständig bewiesen : 


Satz 3. Es sei Æ ein beliebiger algebraischer Zahlkôürper, 
dessen Klassenzahl im engeren Sinn gleich A ist. Es existiert 
dann in bezug auf Æ ein unverzweigter relativ Abel’scher 
Kôrper vom Relativgrad A, dessen Relativgruppe mit der 
Gruppe der Idealklassen in XÆ holoedriseh isomorph ist. Die- 
ser Kôürper heisst der Klassenkôürper von X. 


$ 4. 

Ist der Grundkürper # ein imaginärer quadratischer Kürper, 
so liefert die Theorie der komplexen Multiplikation der elliptischen 
Funktionen einen Relativkürper Æ in bezug auf À, dessen Re- 
lativgruppe ebenfalls mit der Gruppe der Idealklassen von X ho- 
loedrisch isomorph ist!) Es soll im Folgenden gezeigt werden, 
daf dieser Kürper X, den wir als Klassenkürper der komplexen 
Multiplikation bezeichnen, identisch ist mit dem arithmetisch kon- 
struicrten Klassenkürper X in bezug auf «?). Die Eigenschaft 
von Æ, auf die wir uns bei dem Identitätsbeweise stützen, ist 
folgende: Ist p ein Primideal aus X, das nicht in der Relativ- 
discriminante von A aufgeht, und ist g der niedrigste Exponent, 
für den die Aequivalenz: 

1) IL. Weber, 1. ce. IL Teil. 

2) Man vergl. R. Fucter, Der Klassenkôrper der quadratisehen Kôrper und 
die complexe Muitiplikation. Dissertation, Güttinger 1905. Dort ist für spe- 
ciclle Fälle (für die relativquadratischen und relativeubischen Kôrper) und auf 
einem anderen Wege als hier diese Identität bewiesen. 

15* 
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(60) L p’ ml 


in 4 gilt, so zerfällt p in K in . verschiedene Primfaktoren, 


wenn mit » die Klassenzahl von # bezeichnet wird ©. 

Um das Wesentliche des Beweises klar hervortreten zu lassen, 
gebe ich zunächst einen speciellen Fall. Es sei das Klassen- 
system von # in der Form darstellbar: 


(61) CU 


also die Klassenzahl von # gleich Æ#. Die funktionentheoretisch 
und arithmetisch definierten Klassenkôürper Æ und Æ sind vom 
Relativgrad l in bezug auf k. Ich adjungiere jetzt eine /te Ein- 
heitswurzel £ zu #4, K und XÆ und setze: 


(62) GG, 8) =, (&, d) es K!; (K, 6) Fe 
Das Klassensystem von k' ist dann in der Gestalt: 
(63) ca œd 


darstellbar, wo d eine beliebige Klasse aus Æ' bedeutet, deren 
Relativnorm in # in die Hauptklasse fällt; jeder der Kôrper X' 
und X' setzt sich zusammen aus 2 relativeyclischen Kôrpern in 
bezug auf #', von denen der eine vom Relativgrad !?, der andere 
vom Relativgrad ! in bezug auf k' ist. ÆEs existieren also in X' 
und Æ' je 2 unabhängige relativeyclische Kôrper vom Relativgrad 
1 in bezug auf k'; die in Æ' enthaltenen môgen durch Adjunktion 
von Vo, und Vo, zu #', die in K' durch Adjunktion von Va, und 

w, erzeugt werden, und zwar sollen Vo, resp. Va, diejenigen 
Res definieren, die in den genannten relativeyclischen Kôr- 
pern vom Rail lin bezug auf 4' enthalten sind. Es ge- 
hôrt dann «, zu der durch die Kongruenz x, = O(!) definierten 
Untergruppe der Klassengruppe von &'. Ich setze jetzt fest, daf 
die Aequivalenz a r 1 in k' bedeuten soll, daB à in einer Klasse 
d liegt, deren Relativnorm in X in die Hauptklasse fällt, und 
schliefie von der folgenden Betrachtung alle Primideale aus, die 
in der Relativdiscriminante von X in bezug auf 4 aufgehen. 

Es sei p ein beliebiges Primideal aus 4’, das die Bedingung: 


1) H. Weber, L. c. p. 444 und 445. 
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© 
PT 
(x) 
erfüllt. Für bp gilt dann nach unseren früheren Entwickelungen 


die Aequivalenz p' — 1 in k' (weil p in einer Klasse der durch 
die Kongruenz x, = O({) definierten Untergruppe der Klassen- 


gruppe von #' liegt) und es zertällt deshalb p in Æ' in minde- 
stens } verschiedene Primfaktoren. Daraus folgt, da auch 
®, 


(®) — 1 sein muB und hieraus schlieBt man!) : 


K,= (Vo) = (Va). 
Das Klassensystem von X, ist nun in der Form darstellbar : 
MOD (y =°0, 1, :..1—1), 


wo C, eine Klasse aus X, bedeutet, deren Relativnorm in #' in 
die Klasse c, fällt und D alle Klassen in X, durchläuft, deren 
Relativnormen in k' in eine Klasse des Systems d fallen. Der 
Kôrper K' môüge dann erzeugt werden durch Adjunktion von 
V&, und Vo, zu Æ,, der Kürper Æ' durch Adjunktion von Ve, 
und Va, wo @, und @, Zahlen aus X, bedeuten. Wählt man 
dann ein Primideal $ in X,, das die Bedingungen: 


(= 1 (=: 


erfüllt, so liegt die Relativnorm von $ in # in der Hauptklasse 
und $ zerfällt daher in X' in l verschiedene Primfaktoren. 
Daraus folgt, daB auch die Gleichungen : 


a ©, 

ie, (&) ES 

( P } / $ Ki 
gelten müssen, woraus die Identität von K' und X' folgt. Daf 
dann auch Æ und Æ identisch sind, ergiebt sich daraus, dal diese 
Kôrper zu derselben Untergruppe der Relativeruppe von A' im 
bezug auf Æ gehüren. 


Es sei jetzt die Klassenzahl von & beliebig. Wir künnen 
dann ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daf die 


1) Ph. Furtwängler, Abhandlungen der Kgl. Ges. d. Wiss. zu Güttingen, Math.- 
phys. KI. Neuc Folge. Bd. IL, Nr. 3, p. 28, Satz 26, 


123=*« 
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‘Klassenzahl gleich ?* sei, wo ? eine‘Primzahl bedeutet; denn man 
kann, wie auch bei der Konstruktion des Klassenkôrpers ausge- 
führt wurde, die einzelnen Untergruppen der Klassengruppe von 
k, deren Grade Potenzen verschiedener Primzahlen sind, für sich 
betrachten. Es sei also das Klassensystem von Æ in der Gestalt 
darstellbar : 


(64) em... ce (x, = 1, 2,... 1) 

und dementsprechend das Klassensystem von #' = (4, £) in der 
Gestalt : 

(65) cac... Cd, 


wo d das System von Klassen bedeutet, deren Relativnormen in 
k in die Hauptklasse fallen. Es bedeute wieder X den arith- 
metischen Klassenkürper und À den Klassenkürper der komplexen 
Multiplikation und es sei: 


(66) (K, ë) — K", (K, Dex: 


Die Kürper Æ' und X' setzen sich dann jeder aus € relativey- 
clischen Kürpern in bezug auf À’ zusammen, deren Relativgrade 
Un, ... sind. Wir nehmen an, da8 die Bezeichnung der 
Klassen c so gewählt sei, da8i k, Z k, ... Z h sei. Es giebt 
dann in XÆ' e unabhängige relativeyclische Kôrper vom Relativ- 
grad ! in bezug auf k', die durch Adjunktion von Vo, . . . Vo, 
erzeugt werden mügen und zwar müge wo, zu der durch die Kon- 
gruenz x, = Ü(!) definierten Untergruppe der Klassengruppe von 
k' gehôüren. Ebenso enthält Æ' ec unabhängige relativeyclische 
Kôürper vom Relativgrad ! in bezug auf 4', die durch Adjanktion 


von Vo, dk. Vo erzeugt werden mügen, und zwar müge die Be- 
zeichnung so gewählt sein, daf (Vo, k') als Unterkürper in einem 
in X' centhaltenen relativcyclischen Kürper vom Relativgrad 
l liegt. 

Es müge jetzt k, — h, — ...h. sein und X,,, < h; Ich 
fasse dann ein Primideal p aus 4' ins Auge mit den Eigen- 
schaften: 


(67) (D) = 1, (9e) = 2, 


wobei die Primideale, die in der Relativdiscriminante von K in 


12+ 
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bezug auf X aufgehen, ausgeschlossen bleiben. Es gilt dann 
offenbar : 


(68) ph & 1 in #!, 


wo diese Aequivalenz wieder die Bedeutung haben soll, daB p"! 
in einer Klasse des Systems d liegt. Denn p liegt nach (67) in 
einer Klasse, die der durch die Kongruenzen: 


(69) 2, = 0,...:, = 0) 


definierten Untergruppe der Klässengruppe von £' angehôrt. Es 
zerfällt daher p in Æ' in mindestens {*“* verschiedene Prim- 
faktoren ; daraus folgt, daB auch: 


DE (ee) = 1... (2) 
(70) D p 
sein muss. Wenn aber die Gleichungen (67) für alle Primideale 


aus £' (mit Ausnahme einer endlichen Anzahl) die Gleichungen 
(70) zur Folge haben, so muf: 


K! = (k, Vo, .…. Vo.) = (k, Vs, ... Vas) 


sein. Operiert man jetzt mit K; so weiter, wie wir eben mit 
operirt haben, so ergiebt sich dadurch die Identität von X' mit 
K'. Da dann auch X und ZX identisch sind, ergiebt sich wieder 
daraus, daB diese Kôürper zu derselben Untergruppe der Relativ- 
gruppe von Æ' in bezug auf X gehôren. Hiermit ist folgender 
Satz bewiesen : : 

Satz 4 Ist k ein beliebiger imaginärer qua- 
dratischer Kürper, so ist der auf arithmetischem 
Wege zu k konstruierte Klassenkôürper identisch 
mit dem zu k gehôrigen Klassenkôrper aus der 
Theorie der komplexen Multiplikation der ellip- 
tischen Funktionen. Der letzte ist daher unver- 
zweigt in bezug auf #. 


Ueber die von einem Integrationsweg von vorn- 
herein unabhängige Definition des bestimmten In- 
tegrals im zweidimensionalen Gebiet. 


Von 
Lothar Heffter. 


Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung vom 14. Mai 1904. 


Der in meiner Note in den Gôtt. Nachr. (vorgelegt am 31. 
Okt. 1903) gelieferte Beweis des Cauchy-Goursat’schen In- 
tegralsatzes für ein Rechteck, dessen Seiten den Coordinaten- 
axen einer reellen xy-Ebene parallel sind, operiert lediglich mit 
dem Begriff des einfachen bestimmten Integrals mit einer reellen 
Integrationsvariablen. Er setzt also den allgemeinen Begriff des 
Kurvenintegrals überhaupt noch nicht voraus. Ja, es läft 
sich zeigen, da jener Beweis umgekehrt zu einer Definition 
des Integrals eines totalen Differentials f{xy)dx + (xy)dy, also 
auch des Integrals einer Function der complexen Variablen 
z führt, bei der ein gegebener Integrationsweg von 
vornherein ausscheidet und aufer dem Integranden nur 
die Integrationsgrenzen in Betracht kommen. Da in der 
Functionentheorie thatsächlich nur die Integrale eines totalen Dif- 


ferentials, nicht aber die Integrale id f(xy)dx und +’ g(ay)dy für 
sich eine Rolle spielen, und da andererseits bei dem angedeuteten 
Weg alle Betrachtungen über die Natur der Curve, 
die als Integrationsweg dient, fortfallen, so dürfte diesen 
Ueberlegungen ein gewisses Interesse zukommen. 

Definition und Theorie des bestimmten Integrals im zwei- 
dimensionalen Gebiet gestalten sich bei diesem Weg folgender- 
maBen !). 


1) Diesen Weg habe ich auch in ciner Vorlesung über Functionentheorie 
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I (Rechtecks-Satz). Sind f(xy) und gry) in dem 
Bereich G überall eindeutig und stetig als Functio- 
nen der beiden reellen Variablen x, y, besitzensie 
beide überall ein vollständiges erstes Differential 
und genügen sie der Bedingung f, — 9, so ist das 
über die Peripherie eines vollständig zu G gehôri- 
gen Rechteckes, dessen Seiten den Coordinaten- 
axen.parallel und dessen Ecken +,17, x,|y, 2,19,, 1% 
sind, erstreckte Integral 


D) J'me + sand) = f fey)ar +f g(e,ydy +. fev )ax +f ya = 0, 


wie in den Gôütt. Nachr. a. a. O. bewiesen worden ist. 


II. (Definition). Ist bei denselben Voraussetzungen wie 
oben G einfach zusammenhängend, und sind x,[7,, x|y 
irgend zwei Punkte dieses Bereiches, so hat das über einen be- 
liebigen, ganz innerhalb G verlaufenden Treppen- 
weg, dessen Strecken abwechselnd der x- und y-Axe parallel 
sind, von x,|7, bis x|y erstreckte Integral, bei dem also die Inte- 
grale über die einzelnen Strecken einfache bestimmte Integrale 
mit einer reellen Integrationsvariablen sind, nach I. stets 
denselben Wert, wie und in welcher Anzahl auch die Ecken 
der Treppe gewählt sein môügen. Diesen Wert definieren wir als 
das von x,y, nach xy in G& erstreckte Integral 


(2) J “(ape + stand 


III. (Eindeutigkeit, Stetigkeit, Differentia- 
tion des Integrals) Die Function von xy 


(3) F(xy) = J ay)dr + g(ayydy) 


x0Y0 


ist nach der Definition II. in dem einfach zusammenhängenden 


W. S. 1903/4 benutzt und eine vollständige Skizze desselben am 7. Febr. 1904 
Herrn A. Pringsheim in München brieflich mitgeteilt. Durch ein Schreiben 
meines l'reundes Schlesinger in Klausenburg vom 31. Mürz 1904 erfuhr ich, 
da8 auch er vüllig ohne Kenntnis der von mir aus meiner letsten Note in den 
Gôtt. Nachr. inzwischen gezogenen Consequenzen im Wesentlichen dieselben Ge- 
danken aus ihr abgeleitet hatte, wofür auch eine bald erscheinende Abhandlung 
von ihm über weitergehende Fragen Zeugnis ablegen wird. 
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Bereich G eindeutig. Unter Benutzung von L. und auBerdem 
lediglich des Satzes vom Mittelwert der Integrandenfunction für 
gewôhnliche bestimmte Integrale folgt dann in bekannter Weise, 
da F(xy) auch stetig als Function der beiden Va- 
riablen x,y ist und da 


Ait -0F(xy) 


@ : 


= (y), = g(xy). 


IV. Fundamentalsatz der Integrälrechnung). 
Ist O(zy) nebst ®(xy), ®,(xy) im Bereich G eindeutig 
und stetig, besitzen ®, und ®, ein vollständiges 
erstes Differential und ist ®, — ®,,,s0 ist 


G) Laver) = S'en + D{ay)dy) = D(xy)- Dry). 


Der Beweis ergiebt sich nach der Definition IL. unmittelbar aus 
dem entsprechenden Satz für gewôhnliche bestimmte Integrale. 


V. Das Integral in mehrfach zusammenhängen- 
dem Bereich). Ist der Bereich G mehrfach zusammen- 
hängend, so ist das Integral (2) im Allgemeinen durch die 
Grenzen allein noch nicht eindeutig bestimmt, und erst jetzt 
ist die Angabe einer von x,y, nach xzy ganz im Berich G verlau- 
fenden ,Führungsceurve der Integration“ C notwendig, 
über deren Natur sonst aber gar nichts vorausgesetzt 
zu werden braucht. Wir verstehen dann unter dem von xzy, 
nach 2y längs Cin G erstreckten Integral 


(6) (C) L'Tene + nent) 


das Integral über einen beliebigen ganz in G verlau- 
fenden Treppenweg von z,y, nach zy, der der einzigen 
Bedingung genügen muB, da die von ihm zusammen 
mit C begrenzten Teile der xy-Ebene vüllig zum 
Bereich G gehôüren. 

Hiernach kann nun auch von beliebigen geschlossenen Inte- 
gralen in einem mehrfach zusammenhängenden Bereich G die 
Rede sein. 

VL (Transformation des Integrals) Dem theo- 
retischen Bedürfnis ist durch die vorstehend skizzierte Theorie 
der bestimmten Integrale im reellen zweidimensionalen Gehiet 
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(xzy) und folglich (s. Gütt. Nachr. a. a. O. I) auch im Gebiet einer 
complexen Variablen z vollauf Genüge geleistet. Vom prakti- 
schen Standpunkt aus ist aber noch die Begründung der Trans- 
formation des Integrals durchEinführung anderer 
Integrationsvariablen erwünscht, weil sie die Wertbe- 
rechnung des Integrals häufig erleichtert. Geometrisch gespro- 
chen: es ist oft angebracht, zu neuen Coordinaten, z. B. von 
orthogonalen Parallelcoordinaten x,y zu Polarcoordinaten @, 
überzugehen !). 


Wir beweisen deshalb noch folgenden Satz : 
Sind 
(7) z = r(uv), y —= s(uv) 


(tr, = ru), y, = (uv) 


zwei Functionen der reellen Variablen u,v derart, 
da die Gleichungen (7) zwischen dem einfach zu- 
sammenhängenden xy-Bereich G und einem einfach 
zusammenhängenden w-Bereich I' eine ein-ein- 
deutige Abbildung bewirken, sind ferner, wie r 
und s selbst, so auch r,,r,,s,,s, in l'eindeutig, stetig 
in beiden Variablen u,v, mit vollständigem erstem 
Differential begabtundistr, = r,, S, — 8,, s0 ist 


@) L'Tenaz+ gants) = [Go + pero au + (tros + gr el: 


d. h. wenn die durch das Integral links dargestellte Function von 
xy wieder mit F(xy), die durch das Integral rechts dargestellte 
Function von uv mit ®(uv) bezeichnet wird, so ist zu beweisen, 
da8 die Gleichung 


(8°) F(xy) = D(uv) 


durch die Substitution (7) zur Identität wird. 
Hierzu führen wir die unschwer zu beweisenden Sätze an: 


1) Dadurch dürfte zugleich auch dem logischen Bedürfnis, das Herr 
Pringsheim, Münchener Sitzungsber. 33 (1903) S. 674 geüuBert und dann 
durch den Beweis des Integralsatzes für cin belicbiges Dreieck befriedigt hat, 
nochmals genügt werden, da man durch Coordinatentransformation eine beliebige 
Gcrade als Coordinatenaxe oder l’aralle zu einer solchen wählen kann. 
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1. Haben g(uv) und y(w) ein vollständiges erstes 
Differential, so gilt dies auch von den Functionen 
quv) + y(uv) und quv). pur). 

2. Haben die Functionen f(xy), r(uv), s(uv) ein voll- 
ständiges erstes Differential, so gilt dies auch 
von der Function f(r(uv), s(uv)). 


Aus diesen Sätzen und den Voraussetzungen des zu bewei- 
senden Satzes, zumal aus den Gleichungen r,, = 7, S: = 5, 
ergiebt sich leicht, daB die Functionen von w, v 


fOrs}r, + g(rs)ss,  F(rs}r, + g(rs)s, 


im Bereich I" genau dieselben Eïigenschaften besitzen wie f(xy) 
und g(xy) im Bereich G, daB also das Integral Œ(uv) nach der 
Definition IL. einen bestimmten Wert hat. 

Nun ist nach (4) 


fe ensren — 2e 
nn Lo rs: Le is 

also 

(10) F(r(uv), s{uv)) = Duv) + C. 


Da aber für u — u,, v — v, sowohl Œ(uv,) — O0 als auch 
F(rtuv,), s(uv,)) — F(x,y,) — 0 ist, so ist die Constante C — 0 
und 

(11) F(r(uv), s(uv)) = (uv). 

Hiermit ist die Richtigkeit der Gleichung (8), die die Trans- 
formation des Integrals darstellt, bewiesen. 


Bonn, 10. Mai 1904. 


Ueber den Begriff der Krümmungslinien. 
(Aus einem Briefe an D. Hilbert). 


Von 
G. Prasad in Allahabad (Indien). 


(Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung am 14. Mai 1904). 


Vielleicht erinnern Sie sich, daB Sie mir im Juni des letzten 
Jahres die folgende Aufgabe vorgeschlagen haben : 


Es seien die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes auf 
einer Fläche x, y, z als Funktionen zweier unabhängiger Variabeln 
u,v dargestellt und es werde angenommen, da die zweiten Dif- 
ferentialquotienten, x, æ,, æ., %., Uu.s.w., in Bezug auf «,v 
existiren; genügt diese Annahme, um die Krümmungstheorie zu 
begründen ?“ Diese Aufgabe habe ich in einer Weise wenn auch 
noch nicht zu meiner vollständigen Befriedigung gelôst: die oben 
aufgeworfene Frage ist zu bejahen. Meine Methode besteht darin, 
die geometrische Bedeutung der Differentialgleichung 


vu) 


(ED'- FD) (® | +Œ CCD 2 C0. CIE = 0, (à) 


aufzusuchen. Diese Bedeutung muB natürlich eine Verallgemeine- 
rung der Bedeutung von (1) sein, wenn #, y, 2 analytische Functio- 
nen von #,v sind; ich mache die folgende Aussage : 

Sind P,P' zwei Punkte, entsprechend s, s+4,, auf einer 
Linie, welche durch (1) definirt ist und bedeutet D(s,s) den 
kürzesten Abstand zwischen den Normalen auf der Fläche in 
P, P', s0 existirt eine unabzählbare und überall dichte Menge 
von der Beschaffenheit, daB in jedem Punkte der Menge die 
Gleichung 
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Fe Eat eu 
si = +0 Si 


gilt, und daf zu jedem Punkte der Menge eine Grôfe, die gleich 
un, N,(s, 5) 


1 — 
ist und die ich den Hauptkrümmungsradius entsprechend der 
Krümmungslinie nenne, gehôrt; hier bedeutet N(s,s,) die Länge 
der Normale, in dem Punkte s, zwischen diesem Punkte und dem 
Punkte, in welchem Ds, s,) die fragliche Normale schneidet. 


Beweis dieser Aussage: 


Nach einem bekannten Satze von Baire ’) bilden die Punkte, 
für welche der Sprung irgend eines zweïiten partiellen Dif- 
ferentialquotient Lau Your Eu Len & 8. W. nicht kleiner als oder 
gleich einem beliebig kleinen positiven 6 ist, und, deshalb, auch 
die Punkte für welche die Sprünge von allen partiellen zweiten 
Differentialquotienten 2, Yu Zur Lu Ue Se W., nicht kleiner als 
oder gleich einem beliebig kleinen positiven 6 sind, eine nirgends 
dichte und abgeschlossene Menge. Es folgt aus dieser Bemerkung, 
da diejenigen Punkte, in denen die zweiten Differentialquotienten 
Luus Yuur Éuu Lu US. W. alle continuirlich in (w, v) sind, eine 
unabzählbare und überall dichte Menge bilden. Ich bezeichne diese 
Menge mit g. 

Bezeichnen wir mit x+x, y+y,, 2+2 die rechtwinkligen 
Coordinaten von P, und mit X+X,, Y+Y,, Z + Z die Rich- 
tungscosinus der Normale der Fläche in P,, so ist 


RAT ER A) a 


D(s,'s) = 
6, 5) (EL EI XX HIT, +22,}}4 


Gehürt P zu g, so folgt 


dx{,,d4Z  ,dY\  dyf,,4X az AY =4X 
ao Dr leu or er” rene A 
re os + + (SE i 
ds ] ds ] ds ) 


Benutzen wir die Thatsache, dañ 


1) ,Sur les fonctions de variables réelles“, (Annali di Matematica, Vol. 3, 
1899), Kapitel V. 
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weil die fraglichen Differentialquotienten continuirlich in (u, v) 
sind ?), so ist es leicht zu sehen, daf 


dx, dZ ,dY d 
SCT -2)+% T- x) +5 AZ TT) 


1 


— Li FD)(# a) 2 GED + (FD — =D ()1. 


Aber die Gleichung (1) gilt in dem Punkte P; also in jedem 
Punkte von g 


Lim RER? 
= +0 S; 


10, 
Den zweiten Teil meiner Aussage beweise ich folgendermafen : 
Bezeichnen wir X°+Y?+7Z? mit 2», so ist 


Nes) - (Da + Ent Ze) NE + Pate), 
2p—p 
Gehôürt P zu g, so folgt 


dx dX  dydY de 4Z 
ds 
EU TON rade ds ‘ ds ds ds ds 


FU ax dY dZ 
81 = +0 ue ES es 
Dr ( 


du\° du dv n[{ dv \° 
D(%) og ds ds PEL () 


= OX\'|/du\ [OX OX] du do OX\|/do\' 
125) (a)+212% Ou d IR ds HZ) (a): 
und ferner folgt leicht durch algebraische Rechnung 


js, 4. «—2FD'+ ED"+ GD 
FAR en EG=—F" à 


1) G. Peano, Mathesis, Bd. 10, 1890, S. 153. 
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wo r,7, die Hauptkrümmungsradien bedeuten. 

Zum Schlusse erlaube ich mir zu bemerken da8 ich die Frage 
nach denjenigen Sätzen, die für analytische Flächen mit Ihren 
Sätzen !) identisch werden, aber die für die allgemeinsten 
Flächen (d.h. diejenigen zweidimensionalen Continua für welche 
die Bedingung Ihrer Aufgabe erfüllt wird) gelten, in einer spä- 
teren Mitteilung zu diskutieren hoffe. 


1) ,Ueber Flächen von constanter Gau$scher Krümmung“, (Trans. Amer. Math, 
Society, Vol. 2, 1901). 


Allahabad, den 14. April 1904. 


Versuche über die Entstehung des Banden- und 
Linienspektrums. 


Von 
J. Stark. 
Mit 4 Textfiguren. 


Vorgelegt durch Herrn E. Riecke in der Sitzung vom 11. Juni 1904. 


$ 1. Einleitung. — In den Annalen der Physik wird von 
dem Verfasser eine Abhandlung verüffentlicht werden, in der die 
theoretischen Grundlagen der hier beschriebenen Versuche einge- 
hend dargelegt sind; auch werden dort einige Versuche ausführ- 
licher als hier beschrieben sein. Die vorliegende Mitteilung hat 
den Zweck, eine kurze Übersicht zu geben über die dort beschrie- 
benen Versuche und über einige weiterc. 

In der ausfübrlichen Abhandlung in den Annalen sind in theo- 
retischer Hinsicht folgende Sätze von Wichtigkeit. In den mei- 
sten Fällen elektrischen Leuchtens ist der Strahlungserreger der 
StoB negativer Elektronionen. Da in elektrisch leuchtenden Ga- 
sen die Geschwindigkeitsverteilung in dem (Gemisch neutraler Teil- 
chen und elektrisch bewegter Ionen anders ist, als der Voraus- 
setzung des Kirchhoff’schen Gesetzes entspricht, so gilt dieses für 
das elektrische Leuchten der Gase nicht. Der Träger des Linien- 
spektrums in einem elementaren Gase ist das positive Atomion, 
der Träger des Bandenspcktrums das System positives Restatom- 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichton. Math.-phys. Klasso. 1904. Hoft 8. 16 
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negatives Elektron, während es in der Umbildung zum neutralen 
Atom begriffen ist. 


$ 2. Herstellung des Banden- und Linienspektrums 
beim Quecksilber. — Aus der obigen Hypothese über das Li- 
nien- und Bandenspektrum folgt, da8 mit steigender relativer Ge- 
schwindigkeit der negativen Elektronionen und der neutralen Gas- 
atome die relative Intensität des Linienspektrums wachsen, diejenige 
des Bandenspektrums abnehmen mu. Das Bandenspektrum des 
Quecksilbers erhält man neben dem Linienspektrum in der positi- 
ven geschichteten oder ungeschichteten Lichtsäule, wenn man die 
Stromstärke klein macht, also einen schwachen Glimmstrom anwen- 
det. In dessen negativer Glimmschicht überwiegt aber immer das 
Linienspektrum, da hier die mittlere Temperatur des Dampfes und 
auch die Geschwindigkeit der negativen Elektronionen grüBer ist. 
Vermehrt man die Stärke des Glimmstromes, so überwiegt auch in 
seiner positiven Lichtsäule das Linienspektram mehr und mebr an 
Intensität, wenigstens in der heiferen Axe der Strombahn. Der 
Lichtbogen in Quecksilberdampf zeigt entsprechend seiner grofen 
Stromstärke und hohen mittleren Temperatur immer überwiegend 
das Linienspektrum, sowobl in seiner positiven Lichtsäule als in 
seinem kathodischen Lichtbüschel. 


$ 3 Überführung leuchtenden Dampfes in ein kräfte- 
freies Ansatzgefäss. — An die Quecksilberdampfrühre (Fig. 1) 
war ein 0, cm weites, 2 cm langes Rôhrchen 
angesetzt, an diesem war wieder ein 5—6 cm 
weites, 12 cm langes zylindrisches Rohr an- 
geblasen.  Wird die Quecksilberdampfrôühre 
durch den Lichthbogen erwärmt, so wird in 
ihr der Dampfdruck grüfer als in dem kälte- 
ren AnsatzgefäB; infolge dieses Überdruckes 
strümt Quecksilberdampf aus der Stromrôhre in 
das kräftefreie Ansatzgefäf. Dieses Überstrü- 
men dauért noch eine Zeit lang an, wenn man den Lichtbogen unter- 
bricht und unmittelbar darauf den Glimmstrom von kleiner Stärke in 
der Quecksi]berdampfrühre herstellt; man kann es auch durch se- 
kundäre Erhitzung mittels eines Bunsenbrenners oder einer um die 
iohre gelegten Heizspirale dauernd aufrecht erhalten, während der 
Glimmstrom flieft. Der in das kräftefreie AnsatzgefäB tretende 
Quecksilberdampfstrahl zeigt nun Leuchten und zwar das Li- 
nienspektrum, wenn unter dem Mund des Ansatzgefäfes das 
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Linienspektrum (positive Säule des Lichtbogens, negative Glimm- 
schicht des Glimmstromes) überwiegt, er zeigt auch das Banden- 
spektrum, wenn unter dem Mund das Bandenspektrum (positive 
Lichtsäule des schwachen (limmstromes) in beträchtlicher Stärke 
vorhanden ist. 

In der ausfühbrlichen Abhandlung ist gezeigt, daB das Nach- 
leuchten des Quecksilberdampfstrahles in dem kräftefreien Ansatz- 
gefäB nicht beruht auf einem Abklingen der noch innerhalb der 
Strombabn erregten Schwingungen emittierender Elektronen, son- 
dern daB im Quecksilberdampfstrahl selbst neue Energie nachge- 
liefert wird zum Ersatz der ausgestrahlten Energie. Und zwar 
kommt das Linienspektrum im Quecksilberdampfstrahl dadurch zu 
stande, daB vorhandene Atomionen infolge der hohen mittleren 
Temperatur von negativen Elektronionen neu zum Leuchten erregt 
werden. Das Bandenspektrum im Dampfstrahl bezieht seine Ener- 
gie aus dem Vorrat potentieller Encrgie in dem System positives 
Restatom- negatives Elektron. 


$ 4 Das Linien- und Bandenspektrum im elektrischen 
Felde. — Das Linien- und Bandenspektrum des Dampfstrahles im 
kräftefreien AnsatzgefäB wurden bezüglich der elektrischen Eigen- 
schaften ihrer Träger in folgender Weise untersucht. Im Ansatz- 
gefäB (Fig. 1) waren zwei Plattenelektroden angebracht, mit ibrer 
Fläche parallel zu einander und parallel zur Richtung des Dampf- 
strahles. Die eine Elektrode war in den Dampfstrahl selbst hinein- 
gestellt. Zwischen die zwei Elektroden wurde elektrische Spannung 
aus einer wobl isolierten Batterie gelegt. An der Kathode im An- 
satzgefäB konnte so ein elektrisches Feld hergestellt werden. Dieses 
elektrische Feld lenkt das Bandenspektrum des Dampfstrahles oder 
dessen in seiner Farbe leuchtende Teilchen nicht ab; dagegen wird 
das Linienspektrum des Dampfstrahles in der Nähe der Kathode 
durch das elektrische Feld unterdrückt. Zeigt der Dampfstrahl 
ein Gemisch von Linien- und Bandenspektrum, so wird das letz- 
tere von dem ersteren durch das elcktrische Feld in der Nähe 
der Kathode gereinigt. 

Nach diesem Versuche ist der Träger und der ÉErreger des 
Bandenspektrums elektrisch neutral, dagegen ist der Träger oder 
der Erreger des Linienspektrums elektrisch geladen. Im Zusam- 
menbalt mit anderen Erscheinungen ist zu schlieBen, daB das Li- 
nienspektrum des Dampfstrahles deswegen beeinfluft wird, weil 
sein Erreger das negative Elektronion ist; dieses wird von der 
Kathode weggetrieben. 

16* 
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8 5. Abtrennung des Nachleuchtens in Luft. — In ei- 

ner zylindrischen 2 cm weiten Rôhre (Fig. 2) seien in einem Ab- 

Pumpe stand von 6—10 cm zwei Elektroden einander ge- 

4 genübergestellt. Innerhalb dieeses Elektrodenabstan- 

des sei, näher der einen Elektrode, zwischen Pum- 

pe und Rôhre ein etwa 800 cm° fassendes Kugel- 

gefäB unter Vermittlung eines 0,5 cm weiten, 1,5 cm 

langen Rôhrchens an die Stromrôhre angesetzt. An 

deren anderem Ende näher der zweiten Elektrode 

sei ebenfalls ein Rôhrchen angesetzt, dieses sei 

durch einen Hahn gegen eine 0,1 mm weite 5 cm 

lange Kapillare abzuschliefen, die Kapillare erwei- 

tere sich an ïihrem einen Ende zu einer kleinen 

Fig. 2. Kugel; diese soll durch Vermittlung eines weiteren 

Habnes mit verschiedenen Gasen beispielsweise mit atmosphärischer 

Luft gefüllt werden kônnen. Man kann an dieser Rôhre folgenden 

Versuch ausführen. Man evakuiert die Stromrôhre und die mit ihr 

kommunizierende grof$e Kugel; üffnet man darauf den zur klei- 

nen Kugel führenden Hahn plôtzlich, so strômt aus dieser das 

Gas mit beträchtlicher Geschwindigkeit in die Stromrôühre und in 

die grofe Kugel, in die letztere strahlartig. Ist während dieser 

Gasstrômung in der Stromrôhre die positive Lichtsäule des Glimm- 

stromes in Luft vorhanden, so zeigt der Gasstrahl in der gro- 

Ben Kugel auf 10 cm Länge ein schônes grünlich gelbes Nach- 
leuchten. 


$ 6. Fortführung des Leuchtens in Stickstoff und Was- 
serstoff. — In Stickstoff und Wasserstoff und anderen metallo- 
idalen Gasen mag die Umwandlung des Systems positives Restatom- 
negatives Elektron sehr rasch erfolgen, die Dauer der Emission 
des Bandenspektrums an dem einzelnen System sehr kurz sein. 
Um in diesen Fällen ein wahrnehmbares Nachleuchten des Ban- 
denspektrums in einem kräftefreien Ansatzgefäf zu erhalten, hat 
man nach folgenden Gesichtspunkten vorzugehen. Erstens mu 
das Leuchten und die Ionisierung in der Strombahn sebr intensiv 
sein; zweitens mu zwischen dem Gas in der Strombahn und dem 
Gas in dem Ansatzgefäi momentan ein grofer Überdruck herge- 
stellt werden, damit das Gas aus der Strombahn mit Schallge- 
schwindigkeit in das AnsatzgefäB strômt. Diese Forderungen 
wurden in folgender Weise erfüllt. Ein 5 cm langes, b mm weites 
Rôbrchen (Fig. 83) diente als Strombahn, die eine Elektrode (Alu- 


Versuche über die Entstehung des Banden- und Linienspektrums. 209 


miniumdraht) war an dem einen Ende angebracht, die 

andere in einem kurzen Ansatzrührchen so, daB sie eben 

in das Stromrôührchen hineinragte. Dessen anderes Ende 

setzte sich in eine 6 cm weite, 25 cm lange Ansatzrühre 

fort. Der Glimmstrom in der kleinen Stromrühre wurde 

durch ein groBes Induktorium hergestellt, an dessen Pole 

zwei grofie Leydener Flaschen geschaltet waren; der 

Druck des Gases in der Rôühre betrug 20—70 mm. Durch 

Fig. 3. diese Versuchsanordnung wurde bewirkt, daB sich in der 

kleinen Stromrühre ein momentan sehr starker intensiv leuchten- 

der Glimmstrom und infolge der momentanen intensiven Erwär- 

mung ein grofer Überdruck gegen das Ansatzgefäf herstellen 

konnte. War nun das Rührensystem mit Stickstoff gefüllt, so 

trat bei jedem EntladungsstoB in das Ansatzgefäf ein diffuser leuch- 

tender Gasstrahl mit der rôtlichen Gesamtfarbe des Bandenspek- 

trams von Stickstoff; in der Stromrôhre selbst überwog das Li- 

nienspektrum. War die Füllung Wasserstoff, so zeigte die Strom- 

rühre die schône rote Gesamtfarbe des Vierlinienspektrums, der 

Gassstrahl im Ansatzrohr zeigte die wenig intensive bläuliche Ge- 
samtfarbe des Viellinienspektrums. 


$ 7. Linienspektrum des Wasserstoffes bei elektrischer 
Dissozïierung des Wasserdampfes. — Bei der elektrolytischen 
Dissoziation des flüssigen Wassers bilden sich positiv geladene 
Wasserstoffionen und negativ geladene Hydroxylionen. Nach der 
vom Verfasser vertretenen Theorie der lonisierung kommt dies 
dadurch zu stande, da das Wasserstoffatom dank seiner kleinc- 
ren lonenenergie ein negatives Elektron leichter verliert als das 
Sauerstoffatom. Lassen wir auf dampffürmiges Wasser einen Io- 
nisator beispielsweise schnelle negative Elektronionen wirken, so ist 
nach der obigen Theorie folgendes zu erwarten. Trifft ein stofiendes 
Elektronion ein Wassermolekül, so mag es durch direkte Wir- 
kung ein negatives Elektron von einem Wasserstoffatom frei ma- 
chen und ein Wasserstoffatomion schaffen. Ionisiert es ein Sauer- 
stoffatom, so wird dieses dem benachbarten Wasserstoffatom ein 
negatives Elektron centreifen zum Ersatz seines eigenen, und so 
kann bei der Ionisierung durch indirekte Wirkung wicderum ein 
positives Wasserstoffatomion entstehen. Erstens ist also zu cr- 
warten, daf bei der elektrischen Dissozüerung von Wasserdampf 
überwiegend positive Wasserstoffatomionen entstehen.  Zwei- 
tens ist zu erwarten, da8 infolge der Gegenwart der ncuntralen 
Wassermoleküle die Wiedervereinigung der positiven Wasserstoft- 


JELE* 


210 J. Star 


ionen mit negativen Elektronen geringer ist als in reinem Was- 
serstoff; die negativen Elektronionen zeigen ja ein intensives Stre- 
ben sich an Wassermoleküle anzulagern; die groBe dissoziierende 
Kraft des Wassers in Lôsungen beruht zum Teil auf der grofien 
Kraft zwischen negativem Elektron und neutralem Wassermolekül. 
In Summa der zwei Momente miüssen darum bei der elektrischen 
Dissoziierung von dampffôrmigen Wasser überwiegend positive 
Wasserstoffionen von längerer Lebensdauer als in reinem Wasser- 
stoff entstehen. Wenn andererseits der Träger des Linienspek- 
trums das positive Atomion ist, so mu bei der elektrischen Dis- 
soziierung von Wasserdampf das Linienspektrum des Wasserstof- 
fes in beträchtlicher Intensität entstehen. Diese SchluBfolgerung 
veranlafte folyenden Versuch. 

Um die elektrische Dissozüerung durch negative Elektron- 
ionen in Wasserdampf allein zu erhalten, darf man den Wasser- 
dampf nicht in ruhendem Zustand der elektrischen Strômung aus- 
setzen; denn sonst bildet sich durch die Wirkung des Stromes 
aus einem Teil des Wasserdampfes Sauerstoff und Wasserstoff, 
so da8 die Versuchsbedingungen nicht mehr rein sind. Mit Rück- 
sicht hierauf wurde folgende Versuchsanordnung (Fig. 4) getroffen. 


Fig. 4. 
In einer 2,5 cm weiten zylindrischen Rôühre stand eine Platten- 
elektrode einer Stiftelektrode in 8 cm Abstand gegenüber; die 
Rôhre setzte sich in eine weitere Rühre fort, die mit Phosphor- 
pentoxyd gefüllt war; letztere konnte durch einen Hahn mit der 
Luftpumpe in Verbindung gesetzt werden. Unmittelbar an die 
Stromrôbre war ein enges Rohr mit Hahn angekittet. Dieses 
setzte sich jenseits des Hahnes in eine Kapillare und eine Kugel 
von 4cm Durchmesser fort; durch einen zweiten Hahn konnte 
diese in Verbindung mit dem Wasser zwischen zwei weiteren 
Hähnen gesetzt werden. 

Das Rôhrensystem wurde cerst durch Auspumpen und Spülen 
mit Wasserdampf von Luft befreit. Wurde dann ein Glimmstrom 
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mit der Plattenelektrode als Kathode hergestellt, so zeigte die 
negative Glimmschicht eine bläuliche Gesamtfarbe und ein unge- 
heuer linienreiches Spektrum; dieses enthielt in geringer [ntensi- 
tät das Vierlinienspektrum des Wasserstoffes, dessen Viellinien- 
spektrum und in geringer Intensität wahrscheinlich auch Spektren 
des Sauerstoffes. Wurde aber durch Drehen des obersten Hahnes 
Wasserdampf eingelassen, so zeigte die negative Glimmschicht die 
schüne rote Gesamtfarbe des Vierlinienspektrums von Wasserstoff, 
im Spektroskop war dieses glanzvoll allein entwickelt, andere 
Linien waren nur als matter Grund wahrnehmbar. Hôürte das 
Einstrômen auf, so nahm die negative Glimmschicht schnell wie- 
der die blaue Gesamtfarbe und das linienreiche Spektrum an. 
Darauf wurde der gebildete Sauerstoff und Wasserstoff fortge- 
pumpt und darnach konnte der Versuch mit dem gleichen Erfolg 
wiederholt werden. Bemerkt sei, daB bei der angewandten Stärke 
des Glimmstromes die negative Glimmschicht in reinem Wasser- 
stoff das Viellinienspektrum in beträchtlicher Intensität neben 
dem Vierlinienspektrum zeigte. 


$ 8 Vorschlag von Versuchen über die relative Leucht- 
dauer verschiedener Spektrallinien. — Nach der hier vertre- 
tenen Theorie dauert das Leuchten des Systems positives Restatom- 
negatives Elektron länger an als dasjenige des nach einmaliger Stof- 
erregung abklingenden positiven Atomions; denn in jenem Fall 
wird das Leuchten für einige Zeit aus dem Vorrat potentieller 
Energie des, Systems genäbrt. Nach Unterbrechung des elektri- 
schen Stroms muB darum bei gleicher anfänglicher Intensität das 
Leuchten des Bandenspektrums länger andauern als das Leuchten 
des Linienspektrums (vergl. $ 6). AuBerdem muB auch das Leuch- 
ten verschiedener Linien des Bandenspektrums verschieden lange 
dauern; denn wie in der ausführlichen Abhandlung dargelegt ist, 
werden die Linien des Bandenspektrums nicht alle gleichzcitig 
von demselben System positives Restatom-negatives Elektron, 
sondern zeitlich hinter einander emittiert. Die zuletzt emittier- 
ten Linien werden darum eine grüBere Leuchtdaucr besitzen als 
diejenigen Linien, welche im Anfang der Umbildung des Systems 
ausgestrahlt werden. 

Die relative Leuchtdauer verschiedener Selles kann 
auf zweierlei Weise untersucht werden. ÆErstens kann man das 
leuchtende Gas aus der Strombahn durch einen Uberdruck in ein 
AnsatzgefäB treiben und die relative Intensität der Linien des 
leuchtenden Strahles in verschiedenem Abstand von der Strom- 
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bahn untersuchen. Exakter ist aber folgende Methode. Von der 
Strombahn wird ein Spektrum auf eine mit groBer Geschwindig- 
keit rotierende photographische Schicht entworfen; in dem Mo- 
ment, in welchem die photographische Schicht in das Belichtungs- 
feld des Spektrums tritt, wird die elektrische Strômung unter- 
brochen, darnach wieder geschlossen u.s. w. Je nach der Lage 
der Richtung der Spektrallinien zur Rotationsrichtung werden 
sie verschieden verlängert oder verbreitert erscheinen, verglichen 
mit der Aufnahme auf der ruhenden photographischen Schicht. 

Das Verdienst an dem Zustandekommen der im Vorstehenden 
beschriebenen Versuche gebübrt im Wesentlichen Herrn Geheimrat 
Riecke, er hat nämlich den Verfasser bei seinen Versuchen von 
Anfang an bereitwilligst in jeder Weise mit experimentellen Hilfs- 
mitteln unterstützt. Dafür sei ihm auch an dieser Stelle Dank 
gesagt. Auch Herrn Professor Wiechert ist der Verfasser da- 
für zu Dank verpflichtet, daB er ihm ein besonders intensitäts- 
starkes Spektroskop zur Verfügung stellte. 


Güttingen, Mai 1904. 


Grundzüge einer allgemeinen Theorie 
der linearen Integralgleichungen. 


(Zweite Mitteilung). 


Von 
David Hilbert. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 25. Juni 1904. 


In der ersten Mitteilung habe ich die Theorie der Integral- 
gleichungen zweiter Art, nämlich der Integralgleichungen von der 
Gestalt 


OO CLEUL 


behandelt und ich gelangte dabei zu einer Reihe allgemeiner Re- 
sultate über die Entwickelung willkürlicher Funktionen nach den 
zum Kern Æ(s,t) gehôürigen ,Eigenfunktionen“; ich behauptete, 
daB in meinen Resultaten als spezielle Fälle die Entwickelungen 
nach trigonometrischen, Bessel’schen, nach Kugel-, Lamé’schen und 
Sturm'schen Funktionen, sowie die Entwickelungen nach denjenigen 
Funktionen mit mehr Veränderlichen enthalten sind, wie sie zuerst 
H. Poincaré bei seinen Untersuchungen über gewisse Randwert- 
aufgaben in der Potentialtheorie nachwies. In der vorliegenden 
zweiten Mitteilung will ich diese Behauptung begründen, indem 
ich einige Anwendungen meiner Theorie im Gebiete der gewühn- 
lichen und partiellen Differentialgleichungen erürtere ; dabei werden 
die schünen und wichtigen Resultate E. Picard’s'), soweit diese 
die linearen Ditfferentialgleichungen betreffen, auf das Engste 


berührt. 


1) Vgl. insbesondere Traité d'analyse t. 111 chap. VI. 
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VIL. 
Gewühnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


Es sei « eine Funktion der Veränderlichen x, deren zwei 
erste Ableitungen innerhalb des Intervalles x — a bis x — b s0- 
wie an den Grenzen dieses Intervalles stetig sind; ferner sei p 
irgend eine innerhalb jenes Intervalles nebst der ersten Ableitung 
stetige Funktion von x, die überdies innerhalb des Intervalles po- 
sitiv ausfällt; endlich sei q irgend eine innerhalb jenes Intervalles 
stetige Funktion von x: dann ist der allgemeinste homogene lineare 
sich selbst adjungirte Differentialausdruck zweiter Ordnung von 
der Gestalt 


a (2 ue) 
je dx _ d'u  dp du 
no 
Bedeutet v ebenfalls eine Funktion von x mit stetiger erster 


und zweiter Ableitung, so gilt die sogenannte Greensche Formel 


(1) J'loL()-uL(o) dx = DER 


Der Kürze halber benutzen wir folgende Ausdrucksweïise : 
Wenn eine Funktion die erste Ableitung besitzt und diese Ab- 
leitung stetig ist, so heife die Funktion (einmal) stetig diffe- 
renzsirbar und, wenn auch ihre zweite Ableitung existirt und 
stetig ist, so heiBe sie zweimal stetig differenzirbar. 

Es sei y(x, Ë) eine Funktion der Variabeln x und des Para- 
meters £, die in Bezug auf x zweimal stetig differenzirbar ist und 
für alle von £ verschiedenen Werte von x innerhalb des Intervalles 
a bis b der Differentialgleichung 


L(u) = 0 


genügt, die ferner für x — Ë stetig verläuft, während ihre erste 
Ableitung für æ — £ den Abfall —1 aufweist !)}, so daf 


BL.,.-.21 
oi À _ ss Capa | 
e=oldtl=gpe e old Es: 

1) Diese Unstetigkeit hat wohl E. Picard (1. c.), den Begriff der Green- 
schen Funktion einer Veränderlichen dagegen If. Burkhardt zuerst eingeführt, 
Bull. soc. math. Bd. 22 (1894). Vgl. ferner die Inauguraldissertation von Ch. M. 
Mason, Randwertaufgaben bei gewühnlichen Differentialgleichungen, Gôttingen 
1903, sowice dessen demnächst in den math, Ann. erscheinede Arbeit ,Zur Theorie 
der Randwertaufgaben.“ 
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wird: eine solche Funktion y(x, £) werde eine Grundlüsung der 
Differentialgleichung L(u) — 0 für das Intervall x = a bis 
æ —= b genannt. 

Sind u,(x), u,(x) zwei unabhängige partikuläre Lôsungen von 
L(u) = 0, so läfit sich eine Grundlôsung offenbar in der Gestalt 
darstellen 


1 [r—6| U,(E) u, (x) — u,(E) u, (x) 
2 
u, (E) Fe, (E) AE À 
So besitzt beispielsweise die Differentialgleichung 


d'u 


nes 


die Grundlôsung 
(a, Ë) = —31x—6]; 


ferner besitzen die Differentialgleichungen 


bez. die Grundlüsungen 
pu, E) = HE], 
7@9 = 40 PTE TE), 
y, à = —4sin(|r—El), 
y, 8 = 4e" El 


Zu einer vorgelegten Differentialgleichung giebt es offenbar 
unendlich viele Grundlüsungen; diese werden sämtlich aus einer 
von ihnen erhalten, wenn man derselben ein beliebiges Integral 
der Differentialgleichung hinzufügt, das an jeder Stelle innerhalb 
des Intervalles stetig differenzirbar ist. Für unsere weiteren Ent- 
wickelungen sind diejenigen Grundlôsungen von besonderer Be- 
deutung, die an den Randpunkten x = a und x — b des Inter- 
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valles gewisse homogene Bedingungen erfüllen. Die besonders in 
Betracht kommenden homogenen Randbedingungen sind folgende : 
L. _ fa =0 f@) = 0; 

M MP PE ce 


dx T—0 


IL. ES +] =, ES +] _ er 


IV. f@=#e, ?@[%0] -?20/40) ; 


dx 


IV*. f(a) = hp @[ el. © ER = 710) 


Bei der Anwendung dieser Randbedingungen I—IV* ist stets die 
Annahme zu machen, da8 die Funktionen p(x) und q(x) auch in 
den Randpunkten x — «a und x — b stetig sind und ebenda die 
Funktion p(x) von Null verschieden ausfällt. Ist diese Voraus- 
setzung für einen Randpunkt oder beide Randpunkte nicht erfüllt, 
so wähle man als Randbedingung eine solche Forderung, durch 
welche an dem betreffenden Randpunkt ein Integral von L(u) = 0 
bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt wird. Die 
einfachsten in unseren späteren Beispielen zur Anwendung kom- 
menden Randbedingungen dieser Art bestehen für den Randpunkt 
x — à in einer der Forderungen: 

V. f(x) soll bei der Annäherung an den Rand- 
punkt æ — a endlich bleiben. 

Diese Randbedingung ist zulässig, falls die Differentialgleichung 
L(u) — O0 an der Stelle x = a ein endlich bleibendes Integral 
besitzt und auBerdem die Funktion p in der Nähe von x = a sich 
in der Grestalt 

»(@) = (0) E(a) 


darstellen läft, wo s einen Exponenten Z 1 und Æ(x) eine für 
æ — a endlich bleibende Funktion bedeutet. In der Tat, be- 
zeichnet w, ein endlich bleibendes Integral, so stellen sich die von 
u, unabhängigen Integrale der Differentialgleichung L(u) = 0 in 
der Form 

u, = à ra 
: 'J pui 
dar und diese wachsen wegen s Z 1 gewiB über alle Grenzen; die 
Bedingung der Endlichkeit bestimmt mithin ein Integral von 


L(u) = 0 bis auf einen konstanten Faktor cindeutig. 
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V*. f(x) sollin der Nähe des Randpunktes æ = a 
sich in der Form (x—a)e(x) darstellen lassen, wo e(x) 
eine für x — a endlich bleibende Funktion bedeutet. 

Diese Randbedingung ist zulässig, falls die Differentialglei- 
chung L(u) — 0 an der Stelle x — a Integrale von eben jener 
Form (x—a)e(x) besitzt und auferdem die Funktion » in der 
Nähe von æ = a sich in der Gestalt 


p(x) = (&—a) E(x) 
darstellen läft, wo s einen Exponenten = 1—27 und E(x) eine 
für æ — a endlich bleibende Funktion bedeutet. Der Beweis dafür, 
daf unter diesen Umständen die Forderung V* ein Integral von 
L(u) = 0 bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt, 
wird leicht, wie im vorigen spezielleren Falle geführt. 

Die Randbedingungen I—V (V*) sind stets so zu verstehen, 
daf f(x) (bez. e(x)) in dem betreffenden Randpunkt einmal stetig 
differenzirbar ist. 

Die genannten Randbedingungen kônnen noch in verschiedenster 
Weise miteinander kombinirt werden. 

Eine Grundlôsung g(x, £) für das Intervall x — a bis x — b, 
die an den Randpunkten zwei homogene Randbedingungen der ge- 
nannten Art erfüllt, heife die zu diesen Randbedingungen 
gehôürige Greensche Funktion der Differentialglei- 
chung L(u) = 0; ferner heiBe der Quotient 


— 9 8) 
Me ve 
die zu jènen Randbedingungen gehürige Greensche 
Funktion des Differentialausdruckes L(u); wir bezeichnen 
die Greenschen Funktionen je nach den Randbedingungen, zu denen 
sie gehüren, auch als Greensche Funktionen Gi, G1, G, 
GW oder G. 
Beispielsweise lautet die Greensche Funktion G1 für den 
Differentialausdruck 
L(u) = Kit 
Te Tr 
d. h. die zu den Randbedingungen I gehôrige Greensche Funktion, 
für das Intervall O bis 1 


(1-2) (2!) 
Noch einfacher wird die Greensche Funktion für jenen Diffe- 
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rentialausdruck, wenn wir am Randpunkt x — 0 die Bedingung I 
und am Randpunkt x = 1 die Bedingung II wählen; sie lautet 
dann 

Ga, Ë) = 2, (œ ££Ë), 


= ë; (x Pe 6). 


Ferner wird die Greensche Funktion G1 desselben Differen- 
tialausdruckes ë 
LU = 


für das Intervall —1 bis +1 durch die Formel 


Ga, 5 = —4ilz—El+2t—1] 
dargestellt. 
Die Greensche Funktion GI (k — —1) für denselben Dif- 
ferentialausdruck und das Intervall O bis 1, die also den Rand- 
bedingungen 


or [= {5e 
genügt, lautet 


æ== 1 


Gt, Ë) = —41x—-Ël++. 
Die Greensche Funktion des Differentialausdruckes 


d'u du 
dzx° s dx 


L(u) = x 


für das Intervall x = O0 bis x — 1, die am Randpunkt x = 0 
der Bedingung V und am Randpunkt x — 1 der Bedingung I 
genügt, lautet: 
G(x, &) = , (z ZE), 
Ein weiteres sehr interessantes Beispiel liefert der Differen- 


tialausdruck : 


L(u) = A CE mt er Le 


wo « irgend eine positive Konstante bedeuten soll; die Green- 
sche Funktion GY für das Intervall x — —1 bis æ — +1 ist: 


GD= (ET), C<b, 


Aa \1—x 1+E 
__ 1 f1+£ 1-2\ 
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Für die unendliche Gerade x — —oco bis æ = +oo besitzt 
der Differentialausdruck 


die Greensche Funktion GY 
CIE) melon el 


Es kann vorkommen, da für einen Differentialausdruck L(u) 
bei gewissen Randbedingungen keine Greensche Funktion im eben 
definirten Sinne vorhanden ist; in diesem Falle existirt, wie später 
allgemein erkannt wird, eine nicht identisch verschwindende Lüsung 
(x) der Differentialgleichung L(u) — 0, die überall innerhalb 
des Intervalles stetig differenzirbar ist und den betreffenden Rand- 
bedingungen genügt; dabei sei der noch willkürliche konstante 
Faktor so bestimmt, daB 


S "(dr = 1. 


wird. Wir construiren dann ein Integral g(x, £) der inhomogenen 
Differentialgleichung 


L(u) = p(E)4° (x) #°), 


dessen Ableitung an der Stelle x — £ den Abfall —1 erfährt, 
während g(x, Ë) an allen anderen Stellen innerhalb des Intervalles 
stetig differenzirbar ist, an den Randpunkten die betreffenden 
Randbedingungen und überdies die Gleichung 


Late, 4° (de = 0 
erfüllt; die Funktion 
9 (x, Ë) 
GA Ë = = 
8) 10) 
genügt der Differentialgleichung 


L(u) rs Y° (x) p° (E). 
Diese Funktionen g(x, £) bez. G (x, Ë) leisten die nämlichen Dienste, 
wie sonst die Greensche Funktion und werden daher in dem vor- 
liegenden besonderen Falle als Greensche Funktion im er- 
weiterten Sinne bezeichnet. 
Als Beispiel diene der Differentialausdruck 


d'u 
L(u) = Fr 
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mit den Randbedingungen IV (h — 1) für das Intervall —1 bis 
+1, so da die Bedingungen lauten: 


In der Tat existiert hier eine von Null verschiedene Lôsung der 
homogenen Differentialgleichung, nämlich w,(x) — die die Rand- 


bedingungen erfüllt, und die Greensche Funktion im eben erklärten 
erweiterten Sinne wird: 


Ga, Ë) = —fla-él+i(@—#) +4 
Ein ferneres Beïspiel für das letztere Vorkommnif liefert der 
Differentialausdruck 


n du 
dx 
für das Intervall —1 bis +1 bei den Randbedingungen V. Auch 


L(u) = 


hier ist #,(x) — _ und die Greensche Funktion im erweiterten 


Sinne lautet 


G(x, 8) 


_Hiii-o(i+b)te GE, 
= —ÿ{(+n(-b)+e GZE, 


wo c den numerischen Wert {2 —1 bedeutet. 

Setzen wir in der Greenschen Formel (1) an Stelle von uw (x), 
v(x) bez. die Funktionen Œ{(x, Ë), G(x, £*) und berücksichtigen die 
Unstetigkeit der Ableitungen dieser Funktionen an der Stelle 
x = E in gehôüriger Weise, indem wir dieselbe in ein kleines Inter- 
vall einschliefen und dann den Grenzübergang zum verschwindenden 
Intervall ausführen, so finden wir leicht das Symmetriegesetz 
der Greenschen Funktion eines Differentialausdruckes 


GE, E*) — G(E*, 6). 
In allen oben berechneten Beispielen bestätigt sich dieses 
Symmetriegesetz. 
Bezeichnet (x) eine gegebene stetige Funktion der Variabeln 


æ und verstehen wir unter f eine überall stetig differenzirbare 
Lüsung der inhomogenen Differentialgleichung 


(2) L() = - p(&), 


die einem Paar unserer Randbedingungen I—V genügt, setzen wir 
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dann in der Greenschen Formel (1) an Stelle von w diese Lüsung 
f und an Stelle von v die zu jenen Randbedingungen gehürige 
Greensche Funktion des Differentialausdruckes L(u), so finden wir 
für jede der fünf Arten von Randbedingungen 


S'AG D LE) = FE 


und hieraus ersehen wir mit Rücksicht auf das Symmetriegesetz 
der Greenschen Funktion, daB die Lüsung f(x) sich folgendermaBen 
durch ein bestimmtes Integral darstellt : 


@ ORRTCECCL: 


DaB die so dargestellte Funktion f(x) wirklich den betreffenden 
Randbedingungen genügt, ist offenbar, weil (x, £) denselben ge- 
nügt; die durch (3) dargestellte Funktion f(x) genügt aber auch 
der Differentialgleichung (2), wie durch Rechnung leicht gezeigt 
wird. Wenn somit eine zweimal stetig differenzirbare und einem 
Paar unserer Randbedingungen I—V genügende Funktion f(x) und 
irgend eine stetige Funktion (x) durch die Relationen (2) mit- 
einander verknüpft sind, so folgt für dieselben notwendig auch 
die Relation (3) und umgekehrt, wenn für zwei solche Funktionen 
f(x) und (x) die Relation (3) besteht, so folgt für sie notwendig 
auch die Relation (2). Hieraus entnehmen wir sofort, da einer- 
seits die Funktion f unter Hinzunahme der betreffenden Randbe- 
dingungen durch die Differentialgleichung (2), wobei y gegeben, 
und andrerseits die Funktion (x) durch die Integralgleichung (3), 
wobei f gegeben, eindeutig bestimmt ist. 

Die Gleichung (3) ist eine solche, wie ich sie in meiner ersten 
Mitteilung als Integralgleichung erster Art bezeichnet habe; G(x, Ë) 
ist der Kern dieser Integralgleichung und wegen des Symmetrie- 
gesetzes eine symmetrische Funktion der Argumente. 

Wir fassen die Ergebnisse der vorstehenden Entwickelungen, 
wie folgt, zusammen : 

Satz 11. Wenn die Greensche Funktion eines Differentialaus- 
druckes L(u) für irgend ein Paar der Randbedingungen 1 —V als 
Kern einer Integralgleichung erster Art 


fa) = j'a, D? O4 


genommen wird, wo f(x) eine gegebene zweimal stetig differenzirbare 
Funktion ist, die den betreffenden Randbedingungen genügt, so besitet 
diese Integralgleichung eine und nur eine Lüsung (x) und man 
erhält ihre Lüsung durch die Formel 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1004. Heft 8. 17 
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p(x) — —L(f(x)); 


umgekehrt, wenn œ(x) irgend eine stetige Funktion ist, und eine Li- 
sung f(x) der Differentialgleichung 


L(f(@&))+(x) = 0 
gefunden werden soll, die einem ausgewählten Paar von Randbedin- 


gungen I—V genügt, so ist diese Lüsung dadurch eindeutig bestimmt 
und man erhält sie durch die Formel 


fa) = J'A Dp Ed. 


Aus diesem Satze entnehmen wir leicht, daB die Greensche 
Funktion G (x, Ë) einen Kern darstellt, der nach der in der ersten 
Mitteilung eingeführten Ausdrucksweise (S. 73 und S. 75) sowobhl 
abgeschlossen wie auch allgemein ist. 

In der Tat, sei (x) eine solche Funktion, daf 


J'EG, DE 


identisch für alle æ verschwindet, so müfte die Funktion f(x) = 0 
der Differentialgleichung ZL(f) — —œ genügen, und hieraus folgt, 
daB (x) identisch für alle x verschwindet, d.h. G(x, Ë) ist ein 
abgeschlossener Kern. 

Andrerseits sei g(x) irgend eine stetige Funktion; wir wählen 
dann eine zweimal stetig differenzirbare und den Randbedingungen 
genügende Funktion g*(x) derart, daf 


TOEMOS 


kleiner als die beliebig kleine positive GrôBe « ausfällt: die ste- 
tige Funktion h(x) — —L(y*(x)) erfüllt dann dasjenige Erforder- 
nis, das unserer Definition zufolge einen allgemeinen Kern charak- 
terisirt. 

In den vorstehenden Betrachtungen spielte die Integralglei- 
chung erster Art eine wesentliche Rolle; wir werden zu einer 
Integralgleichung zweiter Art gelangen, wenn wir neben L{(u) 
noch den Differentialausdruck 


A(u) = L(u)+ Au 
betrachten, wo À einen Parameter bezeichnet. Es sei wie bisher 
_G(x, £) die zu gewissen Randbedingungen gehôrige Greensche 
Funktion des Ausdruckes L(u), und T'(x, £) die zu den nämlichen 


15 
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Randbedingungen gehôrige Greensche Funktion des Ausdruckes 
A(u). Sodann wenden wir die Greensche Formel (1) an; nehmen wir 


u(x) = Ga Ë), v(x) = Ta, É*), 


so erhalten wir 


@) TEE) @(E,9 = 2J (8 TE) de 
[ro fre 8928 6 D GET 


Wir erôrtern zunächst die patte de 4 wenn 
wir demgemäB die Annahme machen, daB die Funktionen p, q in 
den Randpunkten sich regulär verhalten und da überdies p in 
den Randpunkten von Null verschieden ausfällt, so verhalten sich 
auch die Integrale der Differentialgleichungen ZL(u) — O und 
Au) = O und somit auch die Funktionen G(x, Ë) und l'(x, E*) in 
den Randpunkten regulär und wir erkennen hieraus, daB die 
eckige Klammer auf der rechten Seite der Formel (4) ver- 
schwindet. 

Nunmehr erôrtern wir den Fall, da8 für den Randpunkt 
x — a die Bedingung V bezw. V* gestellt sei; demgemäf nehmen 
wir an, daf die Differentialgleichungen L(u) — O0 und A{u) = 0 
je ein partikuläres Integral besitzen, welches in der Nähe des 
Randpunktes x — «a sich in der Form 


u(a) = (&—a) e(x) 
darstellt, und daf p in der Nähe des Randpunktes + = a von 
der Form (x—a) E(x) sei, wo s einen Exponenten = 1—72r be- 
deutet. Es wird dann 


PAK pE) £) is É)e 


T'(x, EX) — 2 — Ga, Ë — 


= (&—a)"e*(x) 
wo e* wiederum für æ = a endlich bleibt und es ist daher gewif 
Loire e) 28 (9 TEEN = 0. 


Nehmen wir schlieflich, damit das bestimmte Integral in (4) gewif 
einen endlichen Wert erhält, den Exponenten r ——4 an, so er- 
halten wir in jedem Falle aus (4) die Formel 


T(E, E*)— (Et, E) = 4 fo Ga, E) (a, E*)dx 


oder wenn wir die Buchstaben X, K bez. an Stelle von G, T 


setzen : 
17? 
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Ka, D— EE = 4f "Er, E Ke, E)dé. 


Dabei werde hervorgehoben, daB X{(x, £) und X(x, Ë) stetige Funk- 
tionen ihrer Argumente sind, aufer für die Randbedingung V*; 
in diesem Falle aber sind wegen unserer Annahme r > —#4 die 
auftretenden Singularitäten von Æ(x, Ë) und K(x, Ë) von niederer 
als der 4t Ordnung, und daher erscheinen jene Greenschen Funk- 
tionen als Kerne von Integralgleichungen zweiter Art unmittelbar 
zulässig. Die eben erlangte Formel stimmt genau mit derjenigen 
überein, die wir in der ersten Mitteilung untersucht haben. Wir 
sprechen somit den Satz aus: 

Satz 12 Wenn die Greensche Funktion des Differentialaus- 
druckes Lu) für irgend ein Paar der Randbedingungen I—V als 
Kern der Integralgleichung zweiter Art 


& fe) = p@)— AJ Ka D pd 


genommen wird, so erhält man die lüsende Funktion K(x, £) dieser 
Integralgleichung, indem man die zu den nämlichen Randbedingungen 
gehôrende Greensche Funktion des Differentialausdruckes 


A(u) = L(u) + Au 
bildet. 
Da nach Satz 11 die den Randbedingungen genügende Lôsung 
der Differentialgleichung 


(6) AG)+9(@ = 0 


unmittelbar aus der Greenschen Funktion des Differentialausdruckes 
A(u) gefunden wird, so erweisen sich also im wesentlichen die 
Integration dieser Differentialgleichung (6) bei gegebenen Rand- 
bedingungen und die Lôüsung jener Integralgleichung (6) zweiter 
Art als äquivalente Probleme. 

Indem wir die in meiner ersten Mitteilung entwickelte Theorie 
der Integralgleichungen heranziehen, gelangen wir zu einer Reihe 
bemerkenswerter Resultate über lineare Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung und wir erkennen zugleich die Bedeutung, die 
den Eigenwerten und Eigenfunktionen der Integralgleichung (5) 
für die lineare Differentialgleichung A(u) — O zukommt. 

Da die lüsende Funktion K(x,Ë£) sich in der Form eines Bruches 


Are 8) 7, À) darstellt, dessen Nenner nur für die Eigenwerte 


À = À" verschwindet, so folgt unter der Voraussetzung, daB der 
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Differentialausdruck ZL(u) eine Greensche Funktion für die be- 
treffenden Randbedingungen besitzt, daf es auch stets eine solche 
für den Differentialausdruck A(u) giebt, es sei denn 1 ein Eigen- 
wert 4* der Integralgleichung (5); in dem letzteren Falle bezeichne 
Y®(x) eine normirte zum Eigenwert 4" gehürige Eigenfunktion 
des Kerns K(x, £); daun ist 


#0) = 20, [K(e, D #°(E) 48, 
und wegen (S. 223) 
K(a, t) = G(x, Ë) 


folgt aus Satz 11, daB y” (x) ein überall innerhalb des Intervalles 
stetig differenzirbares Integral der homogenen Differentialgleichung 


(7) L(u)+4®u = 0 


ist, welches die betreffenden Randbedingungen erfüllt. Umgekehrt, 
wenn die homogene Differentialgleichung A(u) — 0 für den Wert 
À = 2" ein Integral besitzt, das die betreffenden Randbedingungen 
erfüllt, so ist 4° ein Eigenwert, und das Integral ist eine zugehôrige 
Eigenfunktion für den Kern X{(x, £); der Differentialausdruck 4(u) 
aber besitzt für diesen Wert À — 1” keine Greensche Funktion 
im ursprünglichen engeren Sinne. 

Wir bezeichnen den Wert 4°” auch kurz als einen Eigen- 
wert der Differentialgleichung A(u) = O0 und jene Lôsungen 
Y®(x) auch als Eigenfunktion dieser Differentialglei- 
chung für die betreffenden Randbedingungen. 

Da die Differentialgleichung (7) überhaupt nur zwei von ein- 
ander unabhängige Lüsungen besitzt, so ist 4°” hüchstens ein zwei- 
facher Eigenwert. Ist 4” ein zweifacher Eigenwert, so müften 
sämtliche Integrale der Differentialgleichung (7) die betreffenden 
Randwertbedingungen erfüllen, und da dies offenbar nur im Falle 
der Randbedingung IV statthaben kann, so ist in allen anderen 
Fällen jeder Eigenwert gewiB nur ein einfacher. 

Da der Kern Æ(x, £) nach S. 222 ein abgeschlossener ist, 
so giebt es jedenfalls unendlich viele Eigenwerte der Differential- 
gleichung A(u) — 0. (Vgl. meine erste Mitteilung S. 73—74.) 
Wegen desselben Umstandes entnehmen wir aus den Sätzen 5 und 
6 der ersten Mitteilung die Tatsachen: 

Satz 13. Wenn h(x) eine stetige Funktion von x bezeichnet, 
so daf für alle Eigenfunktionen y"(x) der Differentialgleichung 
A(u) = 0 die Gleichung 
Jn* 
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Ja w® (de = 0 


erfüllt ist, so ist h(x) identisch Null. 
Satz 14 Wenn die in Fourierscher Weise gebildete Reihe 


Ci p® (æ) + Ca p® (x) SO , 
ef "f(&) à (x) dx 


gleichmäflig convergirt, so stellt sie die Funktion f(x) dar. 

Nach $S. 222 ist K(x,Ë) auch ein allgemeiner Kern. Da 
ferner wegen Satz 11 jede zweimal stetig differenzirbare und den 
Randbedingungen genügende Funktion f(x) die Darstellung 


fa = J'E( Dp@ dE 
gestattet, sobald man 
p@) = -L(() 


wählt, so folgt aus Satz 7 der ersten Mitteilung das folgende 
wichtige Resultat: 

Satz 15. Jede zweimal stetig differenzirbare und den betreffenden 
Randbedingungen geniügende Funktion f(x) ist auf die Fouriersche 
Weise in eine Reihe entwickelbar, die nach den Eïigenfunktionen y” (x) 
der Differentialgleichung A(u) = O fortschreitet; diese Reihe convergirt 
absolut und gleichmüflig. 

Die Sätze 13, 14, 15 schlieBen einen wesentlichen Teil der in 
neuerer Zeit insbesondere von W. Stekloff:) und A. Kneser*) 
gefundenen Resultate über die Entwickelbarkeit willkürlicher 
Funktionen in Sturm-Liouvillesche Reiïhen ein. 

Ist statt des Differentialausdruckes A(u) ein Differential- 
ausdruck von der allgemeineren Gestalt 


du 
1) 
L{u) + Aku = —7% “+ (@+Aku 

vorgelegt, wo X irgend eine innerhalb des Intervalles positive 
Fanktion von x bedeutet, so setze man 
is 
VF 
1) Vgl. z.B. Annales de la faculté des sciences de Toulouse (2) III (1901). 
2) Math. Ann. Bd. 58 (1903). 


À = 


F 
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und multipliciere dann den erhaltenen Ausdruck mit _. dann 
entsteht ein Ausdruck von der früheren Gestalt, nämlich 
AX(v) = L*(v) + Av, 


Wo 
42) 
MORE EC 
=?, 
p* eye k ? 
dr ele 
Cri ssl est étus (vx) 
ist. 


Als erstes Beispiel dienen die Differentialausdrücke 


du 
dx? ’ 
die zur Randbedingung I gehôrige Greensche Funktion für den 
Differentialausdruck L{(u) im Intervall x —0 bis x — 1 ist bereits 
oben (S. 217) aufgestellt worden; wir nehmen sie als Kern: 
Ka, &) = (—Ë)x,  (&<E), 
— (1—x)£, (GZ Ë). 
Die zur Randbedingung I gehôrige Greensche Fuanktion für A(u) 
in demselben Intervall lautet 
(a, à) = sin {V4 (1—E)}:sin (Vas) &@<®), 
V2 sin V4 
_ sin{VA(1—z)}-sin(V4t) &@Zb). 
VA sin V4 nat 
Nach Satz 12 ist sie zugleich die lôsende Funktion für den Kern 
KX{x,Ë) und werde als solche mit K(x, Ë) bezeichnet. Um die Eigen- 
werte und Eigenfunktionen der Differentialgleichung 4(u) — 0 zu 
berechnen, setzen wir 


L(u) — A(u) = DU + au, 


T'(x, ë) et K(x, £) a SE ë) À 


Hier bestimmen sich 4 als Funktion von 1, x, £ und Ô als Funktion 
von À allein eindeutig durch die Forderungen 


['AG; x, x)de = Lo) undé 2(0)—= 1, 
0 
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und zwar ergiebt sich 


aûe,p = V0 Q<p 


Oh Gey 


8) = sin V4 
Va 
Hieraus folgen die Eigenwerte 
1® — 12 a’, 2% — DE x, 1® — 9? x, 


und vermôüge 


12; %, Ë) — ae p” (x) D? (£); 
die bez. zu jenen Eigenwerten gehôürigen Eigenfunktionen 
sinxx, sin2rx, sin 37, 


Unser Satz 15 über die Entwicklung nach Eigenfunktionen der 
Differentialgleichung A(u) — 0 läuft auf die Aussage hinaus, daf 
jede zweimal stetig differenzirbare Funktion von x, die für x = 0 
und æ — 1 verschwindet, sich in eine absolut und gleichmäfig 
convergente Reihe entwickeln läBt, die nach den Sinus der ganzen 
Vielfachen von xx fortschreitet. 

Als weiteres Beispiel wählen wir die Differentialgleichung 


Œu , du 
LT a + Au 1 0 
und fragen nach den Eigenwerten und Eigenfunktionen derselben 
für das Intervall x = O bis æ — 1, wenn an dem Randpunkte 


x —=0 die Bedingung V und an dem Randpunkte x — 1 die Bedin- 
gung I erfüllt'sein soll. Nach einer früheren Bemerkung (S.226—227) 


: : . c v . . 
haben wir die Substitution # — —— anzuwenden; wir gewinnen 
4 
so die Differentialausdrücke 


: d'v 1 se 
L(v) = ns Fat À (v) = L*(v) + 4v. 


Die Greensche Funktion des Differentialausdruckes ZL#*(v), die in 
x — O der Randbedingung V* (r — 4) und in x — 1 der Rand- 
bedingung I genügt, lautet: 

K(a, 8) = Vel), (x <E), 
VaEl(),  @ZE) 


] 
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und die zu den nämlichen Randbedingungen gehôrige Greensche 
Funktion des Differentialausdruckes A(v) ist, wenn in der üb- 
lichen Weise 


J(x) und X(x) = J(x)lx + P(x) 


die Besselschen Funktionen erster und zweiter Art bezeichnen : 


Ke, €) = VE PAM LAVR ENT EVENE, &<E), 
— Ve ED) Peu = J@VDAN) >, 


Diese Funktion K(x, £) ist mithin nach Satz 12 die lôsende Funktion 
des Kerns X und wir finden hieraus 


(1) = J(V2); 


mithin sind die Nullstellen 1 von J(V4) die gesuchten Eigen- 
werte und, wenn man diese für À in den Zähler des Ausdruckes 
für K(x, Ë) einfübrt, so ergeben sich die zugehôrigen Eigenfunktionen 


po(x) = VrT(x VAT). 


Unser Satz über die Entwickelung nach Eigenfanktionen des Diffe- 
rentialausdruckes A(u) läuft, wenn wir nachträglich die zu ent- 
wickelnde Funktion durch Vx dividiren und den Faktor Vx eben- 
falls in allen Eigenfunktionen fortlassen, auf die Aussage hinaus, 
daB im Intervalle 0 bis 1 jede zweimal stetig differenzirbare Funk- 
tion von x, die für æ — 1 verschwindet, sich in eine absolut und 
gleichmäBig convergente Reïhe entwickeln läfit, die nach den Bes- 
selschen Funktionen J(x V4") fortschreitet !). 

Weitere interessante Beispiele für unsere Theorie erhalten 
wir, wenn wir die Differentialgleichungen der Zylinder- und Kugel- 
fanktionen hôherer Art heranziehen; so führt die früher (S. 218) 
aufgestellte Greensche Funktion: 

CRD= (ETS), CS 
1 {1+É 1—-zx\ 
a (ee he 62) 


1) Neuerdings hat A.Kneser die Entwickelbarkeit einer willkürlichen Funktion 
nach Besselschen Funktionen nach einer Methode bewiesen, die derjenigen analog 
ist, wie er sie in der oben genannten Abhandlung auf die Sturm-Liouvilleschen 
Reihen angewandt hat. Archivy der Math. und Phys. 1903. 
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zu der neuen Definition der Kugelfunktion P° 


Poe) = 4 [T° Ge, 9 P(EAE, 


und zu der Tatsache der Entwickelbarkeit einer jeden zweimal 
stetig differenzirbaren Funktion in eine Reïihe, die nach den Kugel- 
fanktionen P® fortschreitet. k 

Tritt der oben (S. 219) behandelte besondere Fall ein, daf zum 
Differentialausdruck ZL bei den betreffenden Randbedingungen eine 
Greensche Funktion im engeren Sinne nicht existirt, so gelten 
unsere Entwickelungen für die Greensche Funktion in dem dort 
erklärten erweiterten Sinne. Bezeichnet nämlich wie oben #°(x) 
die alsdann vorhandene den Randbedingungen genügende überall 
stetig differenzirbare Lôsang der Gleichung L(u) = 0, so ergiebt 
sich durch Anwendung der Greenschen Formel (1) an Stelle des 
Satzes 11 leicht die folgende Tatsache : 

Satz 16. Wenn f eine zweimal stetig differenzirbare, den Rand- 
bedingungen und der Bedingung 


J'r@ (dr = 0 


genügende Funktion bedeutet, so ist die Integralgleichuny erster Art 


b 
fe) = J GG DpE% 
lüsbar und ihre Lüsung gewinnt man durch die Formel 


p(x) = — L(f(&). 

Diesem Satze 16 entsprechend müssen wir auch in den Vor- 
aussetzungen des Satzes 15 über die Entwickelbarkeit nach Eigen- 
funktionen der Differentialgleichung A(u) — O für die zu ent- 
wickelnde Funktion f(x) die Bedingung 


J'Y (ds = 0 


hinzufügen; lassen wir jedoch im vorliegenden Falle 4 — 0 als 
Eigenwert und die Funktion y (x) als zugehôrige Eigenfunktion 
gelten, so bleibt unser früherer Satz 15 auch bei unverändertem 
Wortlaut gültig. 

Als einfachstes Beispiel für das zuletzt behandelte Vorkomnif 
dienen die Differentialausdrücke 


LG) = +, AG) = Than. 
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Wenn wir die Randbedingungen IV (4 — 1) für das Intervall —1 
bis +1 wählen, nämlich 
fŒ1) = C1), FD = FD, 

dann wird #° (x) — 1 und der Ausdruck der Greenschen Funktion 
im weiteren Sinne ist bereits oben (S. 220) angegeben worden. Wir 
erbalten dieselben Eigenwerte wie im ersten Beispiel (S. 227—298); 
jedoch ist jeder dieser Eigenwerte zweifach: allgemein gehôren 
zu À® = m'x° die zwei Eigenfunktionen sinmxx, cosmnzx. Zu 
diesen kommt, den letzten Ausführungen entsprechend, 4 — 0 
als einfacher Eigenwert der Differentialgleichung A(u) — 0 
mit der zugehôürigen Eigenfunktion #’(x) — a hinzu. 


Als zweites Beispiel für das in Rede stehende besondere 
VorkomniB mügen die Differentialausdrücke 


L(i) = tn el, re RU 0) D) + an 


mit den Randbedingungen V für das Intervall —1 bis +1 dienen. 
Wir haben bereits oben (S. 220) für L(u) die Greensche Funktion 
G(x, Ë) im erweiterten Sinne aufgestellt. Da die Legendreschen 
Polynome P°° (m = 0, 1, 2, 3, ...) die Differentialgleichungen 

L(u)+m(m+l)u = 0 
erfüllen und an den Randpunkten endlich bleiben, so sind sie die 
zu den Eigenwerten 

1% = m(m+1) 

gehôrigen Eigenfunktionen; die so entstehende neue Definition für 
die Kugelfunktion P‘": 


P9(o) = 19 [ Te PO E 01 2) 
oder einfacher : 


P(x) = 41° f KT E)PO(E)dE  (m— 1,2, .….) 


Wo 


Pa = -HlA-H(+8}, GE), 
= —4li(+a)(-6}, (ZE 


ist, kann als Grundlage für die Theorie der Kugelfunktionen dienen. 
Unser soeben verallgemeinerter Satz 16 liefert die Entwickelang 
einer beliebigen zweimal stetig differenzirbaren und an den Rand- 
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punkten +1, —1 endlich bleibenden Funktion nach Legendreschen 
Polynomen. 

Wir haben im Vorstehenden den engen Zusammenhang zwischen 
der Theorie des Differentialausdruckes 


A(u) = L(u)+2u 


und der Theorie der Integralgleichung zweiter Art mit dem Kern 
K(x,£) kennen gelernt. Dieser enge Zusammenhang zeigte sich 
am klarsten in der Uebereinstimmung der Eigenfunktionen der 
Differentialgleichung A4(uw) — O0 mit denjenigen jener Integral- 
gleichung. 

Nun erscheint bekanntlich die Differentialgleichung 4(u) — 0, 
wenn man nach den Regeln der Variationsrechnung das folgende 
(Dirichletsche) Variationsproblem lôst: man soll eine den Rand- 
bedingungen I genügende Funktion w von x derart bestimmen, daB 
das Integral 


@ DG = p (- = qu} Fe 


zu einem Minimum wird, während die Nebenbedingung 
b 
(9) [udx = 1 


erfüllt ist. Andererseits haben wir in der ersten Mitteilung all- 
gemein erkannt, wie durch meine Theorie der Integralgleichungen 
zweiter Art das folgende (GauBsche) Variationsproblem gelôst wird: 
es ist ein definiter Kern gegeben; man soll diejenige Funktion œ(x) 
finden, für welche das Integral 


b hb 

(10) J(œ) = ik ik K(x, t) w(x) o(£) dx dé 

seinen grôüBten Wert besitzt, während die Nebenbedingung 
b 

(11) J (@(x) dx = 1 

erfüllt ist. 


Wir wollen den engen Zusammenhang zwischen diesen beiden 
Variationsproblemen kurz darlegen. Zu dem Zwecke bestimmen 
wir zunächst eine Constante c derart, da8 für alle Punkte x, y 
innerbalb J 

c—g2=0 
ausfällt. Denken wir uns dann in (8) an Stelle von — q die Funk- 
tion c— q eingesetzt, so unterschoidet sich das Variationsproblem, 
das so modificirte Integral bei der Nebenbedingung (9) zum Mini- 
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mum zu machen, in Nichts von dem ursprünglichen Variations- 
problem; d.h. wir dürfen in unserem ersten Variationsproblem 
von vorneherein —q = 0 annehmen, ohne die Allgemeinheit zu be- 
einträchtigen. 


Nunmebhr setzen wir zwischen irgend zwei Funktionen # und 
œ, mit denen wir die Integrale (8) bez. (10) bilden, die Beziehung 


(12) L(u(x) = — (x) 
fest. Bedenken wir, daf 
Ga, ë) — K(x, f) 
die Greensche Funktion des Differentialausdruckes L(u) ist, so 
folgt nach Satz 11 aus (12) 
(13) u(e) = J'K(, Do 
und hieraus entnehmen wir wegen (10), (12) und (13), da 


D(u)i= —f'uL(u)dr 
ist, die Gleichung 
D(u) = J(o). 


Wegen —g=0 ist D(u) nur positiver Werte fähig; mithin ist 
K(x, £) ein definiter Kern und seine Eigenwerte 1, 1%, 4%, … 
sind sämmtlich positiv (vgl. meine erste Mitteilung $S. 79). Machen 
wir nun für die willkürliche Funktion œ den Ansatz 


o(x) = h(x) + b"(x) +, 


wo #Y(x), Y°(x), Y°(x), .… die normirten Eigenfunktionen des 
Kerns X(x, Ë) bezeichnen, und berücksichtigen wir die Gleichung 


L'KG DVD E = 5 v%() 


so erhalten wir aus (13) 


u(x) = is (a) + d°/(2) + ct 
und folglich 
PAS ä (A 
L'G@)'ds = + te 


Andererseits ist wegen (10) 


ü_ à 
Jo) = 5 +5 +" 
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Nanmebr wird die Reïhe rechter Hand, wenn wir die Neben- 
bedingung (9) 

ci cs 
1 E NNE:) ARdine 


stellen, ihren Minimalwert für 
= 4°, 4 —=0, & = 0, 
und, wenn wir die Nebenbedingung (11) 
++. = 1 
stellen, ihren Maximalwert für 
Col, 10) =10, Nues 0, 
erhalten, wobei 4” den kleinsten Eigenwert bedeutet. Demnach 
werden 
u(x) = Y°(x) und (x) = Y°(x) 
die gesuchten Lôüsungen der beiden Variationsprobleme. 

Wir sehen also, daf vermüge der Transformation (12) oder 
(13) das Integral (8) in das Integral (10) übergeht, dagegen nicht 
zugleich die Nebenbedingung (9) in die Nebenbedingung (11). Wollen 
wir letztere Nebenbedingung erhalten, so müssen wir vielmebr 


in dem ersten Variationsproblem an Stelle von (9) die Neben- 
bedingung 


ï (Loÿde ei 


wäblen; in der Tat überzeugt man sich leicht, daB die daraus nach 
den Regeln der Variationsrechnung entspringende Differential 
gleichung wiederum keine andere als 4(u) — O0 wird. Das letzt- 
genannte Variationsproblem erscheint in diesem Sinne mit dem 
erstgenannten Variationsprobleme aequivalent. 


d'eUut 


Sich selbst adjungirte partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
von elliptischem Typus. 


Die in Abschnitt VII entwickelte Theorie der gewôhnlichen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung läft sich vollkommen auf 
die sich selbst adjungirten partiellen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung von elliptischem Typus übertragen, da ja, wie ich in 
der Einleitung meiner ersten Mitteilang bemerkt habe, meine Me- 
thoden und Resultate über die Integralgleichungen auch gültig 


RS = — . . = 
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sind, wenn in denselben an Stelle der einfachen Integrale mehr- 
fache Integrale stehen und dementsprechend der Kern Æ eine 
symmetrische Funktion zweier Reihen von Variabeln bedeutet. 
In der zy-Ebene sei eine geschlossene Curve C durch die 
Gleichungen 
æ = a(s), y = b(s) 


gegeben, wo a(s), b(s) stetige Funktionen der Bogenlänge s sind, 
deren Ableitungen — von einer endlichen Anzahl von Werten s 
abgesehen — ebenfalls stetig ausfallen. Das von dieser Curve C 
umschlossene endliche Gebiet der xy-Ebene werde mit J bezeichnet, 
die Curve C heiBe die Randcurve des Gebietes J. Der allge- 
meinste homogene lineare sich selbst adjungirte partielle Diffe- 
rentialausdruck zweiter Ordnung von elliptischem Typus kann 
stets auf die Form 


L(u) = PERTE ——"— + qu 
E PAU+ = — + — + qu 


gebracht werden. Wir machen über die in ZL(u) auftretenden 
Funktionen folgende Annahmen. Es sei # eine Funktion der Ver- 
änderlichen x, y, deren zwei erste Ableitungen innerhalb des Ge- 
bietes J, sowie an der Randcurve C stetig sind; ferner sei p 
irgend eine innerhalb jenes Gebietes einmal nach x sowie nach y 
stetig differenzirbare Funktion von x, y, die überdies innerhalb J 
positiv ausfällt; endlich sei qg irgend eine innerhalb J stetige 
Funktion von x, y. 

Bedeutet v ebenfalls wie # eine zweimal stetig differenzirbare 
Funktion von x, y, so gilt die sogenannte Greensche Formel 


dv ou 
(14) [ieLG-uLe)lar = foluge-e las; 
darin ist das Integral links über das Gebiet J, das Integral 
rechts über die Randcurve C zu erstrecken und Le 2 bedeuten 


die Ableitungen nach der ins Innere gerichteten Normale der 
Randcurve C; dJ bedeutet das Flächenelement von J, und ds das 
Längenelement von C. 

Es seien y,, y, solche Funktionen der Variabeln x, y und der 
Parameter £, n, die innerhalb J und auf der Randcurve C in Bezug 
auf x, y zweimal stetig differenzirbar und von der Art sind, daf 
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der Ausdruck 
y (eu, En) = — 7, (VE) + (y —1)) +7 
niitn  @=VG-DFU-D) 


in Bezug auf das Variabelnpaar x; y — wenn nicht gerade x = Ë, 
y = n wird — der Differentialgleichung 


L(u) = 9 
genügt; auferdem sei identisch für alle &, 


7. (En, En) = 


Ein solcher Ausdruck y(xy, Ën) werde eine Grundlüsung der 
Differentialgleichung L(u) = 0 für das Gebiet J genannt!). 

So besitzt 4 (u) = 0 die Grundlôsung —/ (e) und für die Diffe- 
rentialgleichung A(u) +u = 0 ist — X (9) eine Grundlôüsung, wenn X 
die bereits oben (S. 229) benutzte Besselsche Funktion zweiter Art 
bedeutet. 

Setzen wir in der Greenschen Formel (14) für w irgend eine 
Lôsung der inhomogenen Differentialgleichung 


L(u(ay)) = —2zp(xy) 


und an Stelle von v eine Grundlôsung y(xy, En) ein, wobei Ë, 7 
einen festen Punkt innerhalb J darstellt, so ergiebt sich die Formel 


(15) ur) = Es [rev En p(yar 
(J) 


: dy(xy, En) _ Ou(xy) 
E E (xy) Lu (G)Ene- ape a ALL En] ds. 


x = a(s) 

y =D (s) 
Zu einer vorgelegten Differentialgleichung Z(u) — O werden 
offenbar aus einer Grundlôüsung unendlich viele erhalten, wenn man 
ein beliebiges Integral von L(u) = O0 hinzufügt, das an jeder 
Stelle innerhalb J stetig ist. Für unsere weiteren Entwickelungen 
sind diejenigen Grundlôüsungen von besonderer Bedeutung, die an 
der Randcurve C gewisse homogene Randbedingungen erfüllen und 
zwar kommen dabei insbesondere diejenigen Randbedingungen in 
Betracht, die den Randbedingungen I—V* (S. 216) in der Theorie 


1) Dicser Begriff der Grundlôsung ist zuerst von A. Sommerfeld einge- 
führt worden, vergl. Mathematische Encyklopädie Bd. II, S. 515. Ilinsichtlich ibrer 
Existenz vgl. E. Holmgren, Math. Ann. Bd. 58 $. 404. 


gg 
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der gewühnlichen Differentielgleichungen entsprechen. Wir heben 
hier nur folgende drei Arten von Randbedingungen für eine Funk- 
tion f(xy) hervor: 


I. f(xy) = 0 für alle Punkte x, y der Randkurve C. 


(o) 

IL. Lo » » »” » »n ] n 
(o) 

III. af = 0 » ” » » n ” n 


I. Can =te,n [= -(],: frates 
dabei bedeutet der Parameter s die Bogenlänge der Randcurve C 
von einem festen Punkte s — 0 an bis zu einem beliebigen Punkte 
derselben gerechnet, während / die Gesammtlänge der Randcurve 
C bezeichnet. | 

V. Ist die Randeurve C singuläre Linie (Nulllinie von ») der 
Differentialgleichung L(u) — O von gewisser Art, so ist als Rand- 
bedingung die Forderung zulässig: es so1l1l f(xy) bei der An- 
näherung an die Randcurve endlich bleiben. 

V*. Wird die bisherige Betrachtungsweise in der Weise ver- 
allgemeinert, da8 an Stelle der xy-Ebene eine beliebige geschlossene 
singularitätenfreie Fläche tritt (vgl. diese Mitteilung S. 241), so 
kann die Randbedingung für f(xy) durch die Forderung ersetzt 
werden, da8 die Funktion f(xy) sich überall auf der 
Fläche regulär verhalten soil 

Diese Randbedingungen künnen noch in verschiedenster Weise 
miteinander kombinirt werden derart, daf auf einem Teile der 
Randcurve C die eine, auf einem anderen Teile eine andere Rand- 
bedingung erfüllt ist. 

Eine Grundlüsung g(xy, En) für das Gebiet J, die als Funktion 
von x, y an der Randcurve C' eine homogene Randbedingung der 
genannten Arten erfüllt, heïft die zu dieser Randbedingung 
gehôrige Greensche Funktion der Differentialglei- 
chung L(u) — 0; ferner heïfe der Quotient 


__ 9(xy, En) 
G(xy, En) — PEn) 
die zu jener Randbedingung gehôrige Greensche Funk- 
tion des Differentialausdruckes L(u). 

Wenn für einen Differentialausdruck ZL(u) keine Greensche 
Funktion im eben definirten Sinne existirt, so verfahren wir genau 
analog, wie in dem entsprechenden Falle in der Theorie der ge- 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichton. Math.-phys. Klasso 1904. Hoft 8. 18 
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wühnlichen Differentialgleichungen (S. 219): ist dann nämlich #° (xy) 
eine von Null verschiedene überall stetige Lüsung der Differential- 
gleichung L(u) — 0, die die betreffende Randbedingung, sowie 
die Relation 


L G° (ay)) 4J = 1 


erfüllt, so konstruiren wir eine Lüsung g(xy, Ën) der inhomogeren 
Differentialgleichung j 


L(u) = 2xp (En) d° (xy) v° (En), 
die an der Stelle x — £, y — n in derselben Weise wie eine 
Grundlôsung logarithmisch unendlich wird, auf C die betreffende 
Randbedingung und überdies die Gleichung 


ie nu (cy, En) v° (xy)dT — 0 


erfüllt. Die Funktion 
g (xy, ën) 
G(x ==, NS LE. 
genügt der Differentialgleichung 


Lu) = 2x8 (xy) V° (En). 


Die Funktionen g(xy, En), G(xy, En) werden als Greensche Funk- 
tionen im erweiterten Sinne bezeichnet. Man sieht leicht ein, wie 
die Definition der Greenschen Funktion weiter zu verallgemeinern 
ist, wenn auch im eben definirten Sinne eine Greensche Funktion 
nicht existirt, und daB dann eine solche stets existiren muf. 

Wie oben (S. 220) gewinnen wir leicht das Symmetriegesetz 
der Greenschen Funktion eines Differentialausdruckes 


G(Em, EX) — G(Ë**, En) 
und sodann unter Heranziehung der Formel (15) die folgende 
Tatsache : 
Satz 17. Wenn die Greensche Funktion cines Differentialaus- 
druckes Lu) fir cine gewisse Randbedingung als Kern ciner Integral- 
gleichung erster Art 


l'y) = fi se (xy, En) p (En) dJ 


genommen wird, wo f(xy) eine geycbene zwcimal stetig differenzirbare 
Jener Randhedingung genügende Fundktion ist, so besitzt diese Integral- 
gleichung cine und nur cine Lüsung q(xy), und man erhült diese 
Lüsung durch die Formel 


pay) = — LG (y); 


oo 
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umgekehrt, wenn @(xy) irgend eine stetige Funktion ist und eine Lo- 
sung der Differentialgleichung 


L (f(&y))+2xp (ay) = 0 
gefunden werden soll, die der gewählten Randbedingung genügt, so ist 


diese Lüsung dadurch eindeutig bestimmt und man erhält sie durch 
die Formel 


f(ay) = sh .G (y, En) p (En) a. 


Aus diesem Satze entnehmen wir leicht wie oben (S. 222), daf 
die Greensche Funktion G(xy, En) einen Kern darstellt, der nach 
der in der ersten Mitteilung eingeführten Ausdrucksweise (S. 73 
und 75) sowohl abgeschlossen als auch allgemein ist. 

Nunmebr gehen wir zur Behandlung des Differentialausdruckes 


A(u) = L(u)+Au 


über und erhalten genau wie oben (S. 222-224) durch die analogen 
Schlüsse der Reihe nach folgende Sätze : 

Satz 18. Wenn die Greensche Funktion eines Differentialaus- 
druckes Lu) für eine gewisse Randbedingung als Kern der Integral- 
gleichung zweiter Art 


(16) f(xy) = p@)—A4f K(xy, En) p (En) dJ 


genommen wird, so erhält man die lüsende Funktion K(xy, En) dieser 
Integralgleichung, indem man die zu der nämlichen Randbedingung 
gchôrende Greensche Funktion des Differentialausdruckes 

A(u) = L(u)+2u 
bildet. 

Wir bezeichnen die Eigenwerte 4” und Eigenfunktionen 
Y"(xy) der Integralgleichung zweiter Art (16) auch als déc 
Eigenwerte bez. LEigenfunktionen der Differcential- 
gleichung A(u) = 0 für die betreffende Randbedingung?. 


1) Die Eigenfunktionen der Differentialgleichung Au + 1u = O0 hat H. Poin- 
caré entdeckt und als , fonctions harmoniques“ bezeichnet. Seit dem Erscheinen 
seiner grundlegenden Abhandlung ,Sur les équations de la physique mathématique, 
Rendiconti del Circolo matematico di Palermo (1894) haben sich zahlreiche 
Forscher mit dem Beweise für die Existeuz jener fonctions harmoniques und mit 
dem Problem der Entwickelbarkeit willkürlicher Funktionen nach denselben cr- 
folgreich beschäftigt: ich nenne nur Le Roy (Annales de l'École normale supé- 
rieure 1898), W. Stekloff (Annales de la faculté de Toulouse 1900, S. Za- 
remba (Annales de l'École normale supérieure 1899, Journ. de Math. 1900), 
A. Korn (Abhandlungen zur Potentialtheorie 4. Berlin 1902). Wie mir scheint, 
umschliefen meine im Folgenden gewonnenen allgemeinen Sätze die wesentlichen 
Resultate der genannten Forscher. 


18* 
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Satz 19. Wenn h(xy) eine stetige Funktion von x, y bezeichnet, 
so daf für alle Eïigenfunktionen %" (xy) der Differentialgleichung 
A(u) = 0 die Gleichung 


LH (ay) #® (y) a = 0 


erfüllé ist, so ist h(xy) identisch 0. 
Satz 20. Wenn die in Fourierscher Weise gebildete Reihe 


C; p° (xy) + Ca y? (xy) He ‘y 
c. = Jf(ey)4°® (an) az 


gleichmäffig convergirt, so stellt sie die Funktion f(xy) dar. 

Satz 21. Jede zweimal stetig differenzirbare und den betreffenden 
Randbedingungen genügende Funktion f(xy) ist auf die Fouriersche 
Weise in eine Reihe entwickelbar, die nach den Eigenfunktionen 4” (xy) 
der Differentialgleichung Au = 0 fortschreitet; diese Reihe convergirt 
absolut und gleichmüfig. 

Ist statt des Differentialausdruckes A(u) ein Differentialaus- 
druck von der allgemeineren Gestalt 


(7 ou 
D P Sy 
L(u)+Aku = de Due mont eut 


vorgelegt, wo X irgend eine innerhalb des Gebietes J positive 
Funktion von x, y bedeutet, so setze man 


v 
U = — 
VE 
und multiplicire dann den erhaltenen Ausdruck mit _. dann 


entsteht ein Ausdruck von der früheren Gestalt, nämlich 


A*(v) = L*(v)+2Av, 


Ov £ Ov 
; à Penn 26 (Een 
(0) = + ——— 


Ôx 0y tar 
De == Z., 
1 1 
g* — VE = 
or 


ist. 


Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen. 241 


Die Betrachtungen dieses Abschnittes VIII lassen sich leicht 
auf den Fall übertragen, da das Integrationsgebiet J auf einer 
beliebigen Fläche im Raume gelegen ist: an Stelle des bisherigen 
Differentialausdruckes für das ebene Gebiet J tritt dann eine 
gewisse Verallgemeinerung des Beltramischen Differentialpara- 
meters, nämlich der Differentialausdruck 


Ôu Ou ou ou 
RO pr nl 


darin bedeuten x, y die krummlinigen Coordinaten der Fläche und 
e, f, g in bekannter Weise die Coefficienten des Quadrates des 
Linienelementes 
ds” — edx” +2fdxdy + gdy° 

der Fläche; p bedeutet eine innerhalb J positive stetig differenzir- 
bare Funktion und gq irgend eine stetige Funktion auf der Fläche. 
Die Greensche Formel (14) gilt für irgend ein Gebiet J auf der Fläche 
mit der Randcurve C unverändert in der bisherigen Gestalt !). 

Ist insbesondere die Fläche geschlossen und singularitätenfrei, 
so kann die Randbedingung für eine Funktion f(xy) durch die 
Forderung ersetzt werden, daB die Funktion f(xy) sich überall auf 
der Fläche regulär verhalten soll (Randbedingung V* S. 237). Auch 
in diesem Falle lehrt unsere Theorie die Existenz der Eigen- 
fanktionen und die Entwickelbarkeit einer willkürlichen Funktion 
auf der Fläche nach jenen Eigenfunktionen der Fläche. 

Als Beispiel diene die Kugel X mit dem Radius 1. Wählen wir 
für x, y die Polarcoordinaten #, y, so erhält wegen 


CRC P 
f SE 0, 
g = sin ÿ 
unser Differentialausdruck für p — L- g —= 0 die Gestalt: 


1 LOUE, y NERO TT 
20 = (5 a tsne 5 )+ sin" # | 
Die Greensche Funktion g(8w, 9*g*) im erweiterten Sinne hat 
wegen #° — ———- der Gleichung 
2 Vx 


L() = 


1) Vgl. G. Darboux, Theorie générale des surfaces liv. VIE chap. I. 


SE 
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zu genügen. Bedeutet @ die kleinste sphärische Entfernung der 
Punkte 9, @ und 9*, p* auf der Kugel, so ergiebt sich 


g(9p, 2* p*) — —1(2 sin d: 


dieselbe erfüllt in der Tat das Symmetriegesetz !). 
Die Eigenwerte zum Kern & — 2xg d.h. die Eigenwerte der 
Difterentialgleichung 


Au = Lu+iu = 0 
sind 
n(n na < 


CRETE 
CAN 27 


(n — 0, : RP 
und zwar wird allgemein 4” ein 2n+1facher Eigenwert, indem 
zu À® als Eigenfunktionen die 2n+1 Kugelflächenfunktionen P°® 
vom nt Grade gehôren; die letzteren erfüllen mithin die Diffe- 
rentialgleichung 

L(u)+4%u = 0 


und die Integralgleichung 
a° [_P9 (9 pt) G (89, 9*p)dK = P°(0g) 
(Æ 


oder 


2 
2,1) 1) d 3 Po (9% p) 1 Ê sh 2) sin Sdpd9 — P°(99). 
0 0 


Unser Satz 21 lehrt, daB jede zweimal stetig differenzirbare 
Funktion auf der Kugel nach den Kugelflächenfunktionen ent- 
wickelbar ist. 

Schlieflich sei noch erwähnt, daB die Bedeutung der Eigen- 
funktionen als Lüsungen gewisser Variationsprobleme, sowie alle 
hiermit in Zusammenhang stehenden Tatsachen, wie ich sie für 
den Fall gewühnlicher Differentialgleichungen am SchluB des Ab- 
schnittes VIT angedeutet habe, entsprechend auch für den gegen- 
wärtigen Fall der partiellen Differentialgleichungen zutreffen. 


1) Diese Greensche Funktion für die Kugelfläche haben bercits E. Zermelo, 
Hydrodynamische Untersuchungen über die Wirbelbewegungen in ciner Kugelfläche, 
Zeitschrift für Math. und Phys. Bd. 47 (1902) und J. IHadamard, Propagation 
des ondes, Paris 1903, berechnet. 


RE 


so egyeqees ä 
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LS 


Auftreten eines Parameters in der Randbedingung 
bei partiellen Differentialgleichungen. 


Auch die Untersuchungen dieses Abschnittes betreffen die In- 
tegration partieller Differentialgleichungen mit zwei unabhängigen 
Variabeln x, y; doch soll nicht wie in Abschnitt VIII die Diffe- 
rentialgleichung den Parameter 4 enthalten, sondern wir nehmen 
vielmehr an, da der Parameter 4 in der Randbedingung auftritt. 
Es wird sich zeigen, daf auf gewisse dann entstehende Fragen 
ebenfalls meine in der ersten Mitteilung aufgestellte Theorie der 
Integralgleichungen erfolgreiche Anwendung findet. 

Wenn die zu einer Randbedingung gehôürige Greensche Funk- 
tion G& bekannt ist, so wird stets eine gewisse zugehôürige Rand- 
wertaufgabe lôsbar. Setzen wir beispielsweise in der Formel (15) 
(S. 236) 

y (@y, En) = p (En) G'(xy, En), 
wo G(xy, En) die zur Randbedingung I gehôrige Greensche Funk- 
tion des Differentialausdruckes Z(u) bezeichnet, und wählen dann 
für « irgend eine Lôsung der Differentialgleichung L(u) — 0, so 
entsteht die mes 
MED = 5 Re POUCES 


ds; 
PTE) 
y = b(s) 


2@ EE a En) 
diese Formel lôst die Aufgabe, das stetige Integral w jener Diffe- 
rentialgleichung L(u) — O im Innern des (Gebietes J zu finden, 
wenn seine Werte auf der Randcurve C gegeben sind. 

In entsprechender Weïse bezeichnen wir mit Gl{xy, En) die 


zur Randbedingung II gehôürige Greensche Funktion des Diffe- 
rentialausdruckes L(u) und setzen in Formel (15) (S. 236) 


y (ay) = p(En) GC (xy, En); 
wählen wir dann für « wiederum eine Lüsung der Differential- 
gleichung L(u) = 0, so wird 
(e)T 
En uGn = 5 [ [ren SE erter en) 
y = b(s) 


diese Formel lôst die Aufgabe, das Integral « jener Differential- 
gleichung L(u) — 0 im Innern des Gebietes / zu finden, wenn 
die Werte seiner normalen Ableitung auf der Randcurve ( ge- 
geben sind. 
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Umgekehrt sieht man sofort wie in der Potentialtheorie ein, 
da8, wenn die letztgenannten Randwertaufgaben als 1ôsbar erkannt 
sind, daraus mit Hilfe einer Grundlôsung stets die Existenz der 
Greenschen Funktionen G1 bez. G! folgt. 

Ehe wir nun der Frage nach der Existenz der Greenschen 
Funktionen näher treten, schicken wir einige Betrachtungen vor- 
aus, die sich auf den Zusammenhang zwischen ge- 
wissen KernenvonIntegralgleichungenbeziehen. Wie 
in der ersten Mitteilung (S. 70—71) werde, wenn X(s,f) irgend 
ein Kern ist, die Funktion 


KK(s,t) = J K(s,r) Klt, rjdr 


als der aus K(s,t) zweifach zusammengesetzte Kern be- 
zeichnet. Eine Reïhe von Eigenschaften lassen sich von dem Kern 
K(s,t) aussagen, wenn die entsprechenden Eigenschaften von 
KK4(s,t) bekannt sind; hier môügen nur folgende Sätze erwähnt 
werden: 

Satz 20. Wenn der aus K(s,t) zweifach zusammengesetzte 
Kern abgeschlossen oder allgemein ist, so ist stets auch der Kern 
K(s, t) abgeschlossen bez. allgemein. 

Satz 21. Wenn Æis,f) ein abgeschlossener Kern ist und 
die Integralgleichung erster Art mit dem Kern KKX4(s,t) lôsbar 
ist, so ist es auch die Integralgleichung erster Art mit dem Kern 
K(s, t). 

In der Tat, aus 


ro = J'E(, PO 


folgt durch Multiplikation mit X(r,s) und Integration nach s die 
Gleichung 


fe Æ{r, s)f(s)ds = J KK(r, 0 e( dt. 


Wenn f(s) eine gegebene Funktion ist, so wird die linke Seite 
dieser Gleichung ebenfalls eine bestimmte Funktion und aus dieser 
folgt die Funktion œ({) durch Lôsung der Integralgleichung erster 
Art mit dem Kern KX(s, t). 

Satz 22 Wenn KK(s,t) ein allgemeiner Kern ist, so läfit 
sich derselbe stets in eine Reihe entwickeln: 


KK(s,t) = SU de ee p®(s) y® O] 


1® Fe 


Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen. 245 


wobei 4°, 4%,... und #®(s), p®(s),... die zu KK(s,t) gehôrigen 
Eigenfunktionen bez. Eigenwerte bedeuten. 

Zum Beweise wende man Satz 7 meiner ersten Mitteilung auf 
den Kern X(s,f) an und setze in der so entstehenden Entwicke- 
lung an Stelle der Funktion g(t) den Kern X(t, r) ein. 

Im Bisherigen haben wir stets den Kern als eine symmetrische 
Funktion der beiden Variabeln s, { bez. der beiden Variabeln- 
paare 2y, Ën vorausgesetzt. In der Tat ist die von mir in der 
ersten Mitteilung begründete Theorie der Entwickelungen nach 
Eigenfunktionen nur für symmetrische Kerne gültig und die 
vielseitige Anwendbarkeit derselben auf die Theorie der Diffe- 
rentialgleichungen, wie sie im Vorstehenden zu Tage trat, wurde 
wesentlich durch den Umstand bedingt, da8 die Greenschen Funk- 
tionen zufolge des Symmetriegesetzes symmetrisch in den 
beiden Variabeln bez. Variabelnpaaren ausfallen. 

Dagegen erfordern die am Schlusse des Abschnittes II meiner 
ersten Mitteilung abgeleiteten Fredholmschen Formeln keineswegs 
die Annahme eïnes symmetrischen Kerns; desgleichen ist die von 
mir in Abschnitt VI der ersten Mitteilung angegebene Modifikation 
jener Formeln und die darauf beruhende Erweiterung ihrer An- 
wendbarkeit auch für unsymmetrische Kerne gültig. 

Hiernach existirt für eine Integralgleichung zweiter Art, auch 
wenn ibr Kern KÆ(s,t) unsymmetrisch ist, eine lôsende Funktion, 
d. h. eine Funktion K(s,f) von der Art, daf 

K(s,t) = K(s,t)—A4fK(s,r)K(r, t)r 

wird, allemal dann, wenn Æ(s, t) nur Singularitäten von niederer 
als der 4** Ordnung besitzt. Ebenso folgt, daB eine Integral- 
gleichung zweiter Art, deren Kern Æ(xy, Er) eine Funktion zweier 
Variabelnpaare ist, gewiB eine lôsende Funktion besitzt, wenn der 
Kern KÆ(xy, En) nur Singularitäten von niederer als 1t* Ordnung 
besitzt. ; 

Wenn der Kern Æ{(s,t) bez. K(xy, En) einer Integralgleichung 
nicht symmetrisch ist, so verstehen wir unter dem aus X(s,t) 
bez. K(xy, En) zweifach zusammengesetzten Kern die Funktionen 


KEK(s,t) = [ Ka Et der 
bez. j 
EK (ay, En) — J Kay, 29) K (y, Em) 4. 


Auch die Begriffe Æigenwert und Ligenfunktion sind unmittel- 
bar auf den unsymmetrischen Kern übertragbar. Es kann nun 
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vorkommen, daB der zweïfach zusammengesetzte Kern KK(s, t) 
bez. KK(xy, En) an den Stellen 


Sr dubezwi mie Es yhes 19 


nur von niederer als der 1t* bezw. der 1** Ordnung singulär ist, 
während dies für den ursprünglichen Kern X(s,t) bez. K(xy, En) 
nicht zutrifft')}. In diesem Falle künnen wir von folgenden Sätzen 
Grebrauch machen, die von dem Zusammenhange zwischen 
den Integralgleichungen zweiter Art mit dem ur- 
sprünglichen und dem zweifach zusammengesetzten 
Kern handeln: 

Satz 23 Wenn 4 — 1 ein Eigenwert der Integralgleichung 
zweiter Art mit dem Kern XX(s,t) ist, so giebt es unter den 
zu diesem Eigenwert gehôrigen Eigenfunktionen gewiB eine solche 
Eigenfunktion œ(s), die entweder die Integralgleichung 


b 
p(s) = +f K(s, t)p(6) dt 
oder die Integralgleichung 


p6) = -J K6, y 0 


befriedigt. 
Zum Beweise setzen wir 
b 
(18) v() = J KG, 9pOdt; 
dann wird 


J K Gr, s)v(s)ds = f "KK(r, t) p(t) dt 


oder, da œ(s) als Eigenfunktion von XX(s, t) der Gleichung 


(19) p6) = J'KK(G, PO 
genügt : 
(20) p(r) — ik K(r, s)w(s) ds. 


Tragen wir diesen Wert von œ(r) in die rechte Seite von (18) 
ein, so centsteht 


b 
v(s) = Î KK(s, t)w(t) dt, 
APRES ) è «a 
1) Diese Tatsache ist bereits von J. Fredholm bemerkt und in äbnlicher 
Weise wie hier zur Auflüsung von Integralgleichungen benutzt worden, wenn der 
Kern für s-= 4 bez. & = Ë, y —:m sich singulär verhält, vgl. Acta math. Bd. 27 
5. 364. 
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d.h. die Funktion #(s) erfüllt die nämliche Integralgleichung 
wie (s) Wir nehmen der Kürze wegen an, es gäbe nicht zwei 
von einander linear unabhängige Lüsungen q(s) der Gleichang (19); 
alsdann folgt notwendig 
b(s) = cp(s), 

wo c eine Constante bedeutet. Die Berücksichtigung dieser Be- 
ziehung in (18) und (20) fübrt zu der Gleichung € — 1, womit 
die in Satz 23 aufgestellte Behauptung bewiesen ist. Ebenso leicht 
gestattet sich der Nachweis ohne jene Annahme. 

Satz 24 Wenn die Integralgleichung zweiter Art mit dem 
Kern XX(s,t) für den Parameterwert 4 = 1, d. h. wenn die Inte- 
gralgleichung 


(1) FO = p6-f KK(s, Dont 


Iôsbar ist und 4 — 1 nicht gerade einen Eigenwert des Kerns 
KK(s, t) bedeutet, so ist auch die Integralgleichung zweiter Art 
mit dem Kern X(s,t), nämlich die Integralgleichung 


b 
(22) FO) = p()—f (6, np dt 
lôsbar. : 
Zum Beweise setzen wir, wenn f(s) eine gegebene Funktion 
bedeutet, 


F( = 16) +f TO EG, 9à 


und bezeichnen mit (s) die Lôüsung der mit diesem F(s) gebil- 
deten Integralglcichung (21). Bilden wir dann die Funktion 


3) #0) = J'KGOPO+ 


und setzen dieselbe in (21) an Stelle von (s) ein, so ist die ent- 
stehende Gleichung genau dieselbe wie die, die man aus (21) 
durch Multiplikation mit ÆK(r,s) und Integration nach s erhält. 
Daraus folgt, daf auch y(s) eine Lüsung von (21) sein mul. Da 
aber À — 1 kein Eigenwert des Kerns XX(s, {) sein sollte, so be- 
sitzt diese Integralgleichung nur cine Lüsung; daher mu o(s) 
mit y(s) übereinstimmen, d. h. wegen (238): p(s) ist zugleich die ge- 
suchte Lüsung der Integralgleichung (22). 

Nach diesen Vorbercitungen stellen wir uns nunmehr die 
Aufgabe, für ein beliebiges Gcbiet J mit der Rand- 
curve C die Greensche Funktion erster Art, d.h. dic- 
jenige Greensche Funktion G'(xy, Ey), die zu der Rand- 
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bedingunglgehôrt, für einen beliebigen Differential- 
ausdruck L(u) zu konstruiren. 
Zu dem Zwecke betrachten wir zunächst den Differential- 
ausdruck 
: d'u OP Ou OP Ou 
DOS ne os Root 
wo P eine beliebige innerhalb J und auf der Randcurve C stetig 
differenzirbare Funktion sein môge. Wir nehmen nun an, es sei 
die zur PERS I gehôürige Greensche Funktion für den 
d'u 
Ôy 2 
mit T'(xy, n). Ist dann « eine innerhalb J zweimal stetig diffe- 
renzirbare und auf C verschwindende Funktion, und setzen wir 


(24) D(u) = f(xy) 
so entnehmen wir aus der Formel (15) die Gleichung 


OP ôu OP ou jar 


1 
u (Er) = 2 J rer DÉS de To 


Differentialausdruck : __. LATE et bekannt, und bezeichnen dieselbe 


und unter Anwendung der Regel für die Integration eines Pro- 
duktes : 


oP 
one) Lens) 


2x [re viens 


MED) = — 5 
(J) 


d. h. die der Randbedingung I genügende innerbalb J stetige 
Lôüsung u(x, y) der Differentialgleichung (24) genügt der Integral- 
gleichung 


(25) Fr) = 4(En) —[° K(ay, En)u (ay) 7, 
wo zur Abkürzung 
F0) = 9% [ Tu En) (Da, 
(J) 
e 1 o(r (y, En) _ o(r (æy, En) #) 
CT ES EN dl TE 


gesetzt ist. 
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Wir betrachten nun den aus Æ(xy, £n) zweifach zusammen- 
gesetzten Kern KK{(xy, tn) Da der Kern K(xy, En) für x = Ë£, 
y = n von der ersten Ordnung unendlich wird, so folgt leicht, daf 
der Kern KXK(xy, En) überall endlich bleibt. Nach dem oben Ge- 


_ sagten (S. 245) ist daher die Integralgleichung zweiter Art 


F* (y) = u* (ay) — if EK (y, En) u* (Er) aT 


für den variabeln Parameter À auflôsbar. 

Wäre À — 1 ein Eigenwert für diesen Kern KÆ{(xy, Er), so 
müfte nach Satz 23 eine Eigenfunktion q(xy) existiren, die zu- 
gleich auch eine der Integralgleichungen 


p(xy) = + Key, En) p (Em) dJ 


befriedigt; dann aber wäre q(£r) ein auf der Randcurve C ver- 
schwindendes Integral einer der beiden Differentialgleichungen 


ou us (OP du, GE 2) 
0x ‘ ôÿ \0ox 6x  oy dy) 


Da aber für jede auf C verschwindende Funktion # die Identität 


[a+ +5 Jar=- fers Ou (ao) hear 
D () Ôx 0x 0Ôy Ôy 
gilt, so würde sich œ(xy) notwendig als Konstante und mithin 
gleich Null ergeben, was nicht der Fall wäre. Die Annahme, 
da À — 1 ein Eigenwert für den Kern KKX(xy, En) sei, ist somit 
als unzutreffend erkannt. 

Nunmehr lehrt Satz 24, daB auch die Integralgleichung (26) 
eine Lüsung besitzt; diese Lüôsung u(xy) ist das gewünschte 
Integral der Differentialgleichung (24), welches auf der Rand- 
curve C verschwindet. 

Es sei zur Abkürzung gesetzt: 


OP(E OP (Er) 
PE, =, 
0" P(Er) __ 9" P(Er) _ S'P(Er) 
Py = Pen = OË Ôn ; Pn = Or 0 
r = [VE +1) |, 
AR re 1—4 Pe(c—E)—#42,(y—1) 


+ de (8PE+ Pr 2Pes + 2Pon] (m—E) 
+4 {Ps Py—2Penl (&—E) (y — 7) 
+ 6 PE + SP + 2Peg — 2Pyn (y — 7) 
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Ô oP — Ô OP — 
(Sn) (+) 2 


r° [07] Ôy (ei 


folgt durch eine leichte Rechnung,- daf D{nt) eine auch an 


den Stellen x — £, y — n stetige Funktion wird. Wir bezeichnen 
mit y, irgend eine Funktion von x, y, die innerhalb J zweimal 
stetig differenzirbar ist und auf der Randcurve C dieselben Werte 


wie A annimmt, und konstruiren alsdann nach dem Vorstehenden 


die auf C verschwindende Lôsung der Differentialgleichung (24) für 
1 
Fay) = D(nt= y); 
ist y, diese Lüsung, so stellt offenbar 


: 1 
nier, 7, 


die zur Randbedingung I gehôrige Greensche Funktion der Diffe- 
rentialgleichung D(u) = 0 dar. 

Mit Hülfe des Satzes (18) und unter Berücksichtigung einer 
früheren Bemerkung (S. 240) folgt dann auch die Existenz der zur 
Randbedingung I gehôrigen Greenschen Funktion für den beliebigen 
Differentialausdruck L(u). 


Wir wenden uns nun zu der Frage nach der Existenz 
der zur Randbedingung II gehôrigen Greenschen 
Funktion und betrachten zunächst den specielleren Differential- 
ausdruck 


Ou Ou 
RE Em ET 
DADE mn œex 


der aus L(u) entsteht, wenn man q — 0 nimmt. Ist w eine der 
Differentialgleichung L*(u) — O genügende Funktion, so giebt es 
offenbar eine Funktion v der nämlichen Veränderlichen x,y von 
der Art, daB 


C7 
Ôx  OÔy’ 
ou ôv 
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wird. Die Funktion v ist hierdurch bis auf eine additive Kon- 
stante bestimmt; sie genügt der Differentialgleichung 


1 do 1 ov 
po  °p dy 
D*(») = RUE Le — 0 


und heiïfe die zu w konjugirte Funktion. 

Wenn durch s,n irgend zwei von einem Punkte ausgehende 
Richtungen bezeichnet werden, die in dem Sinne wie die positiven 
Richtungen der æ- und y-Axe zueinander senkrecht stehen, so 
ist stets 

Où _ dv DER EL A0 
PGs — On! + Ôn, | p 0 

Nehmen wir nun an, es gäbe für den Differentialausdruck 
M*(v) eine zur Randbedingung I gehôrige Greensche Funktion G1, 
so existirt notwendig für den Differentialausdruck L*{u) eine zur 
Randbedingung II gehôrige Greensche Funktion Gï. 

In der Tat läft sich die zweite Randwertaufgabe für L*(u) — 0 
auf die erste Randwertaufgabe für M*(v) — 0 zurückführen. Be- 


u . 
Si vorgeschriebenen Werte 


auf der Randcurve C, so muB notwendig 
J'pf(s) ds = 0 
(0) 
ausfallen und daher stellt 
g(s) = a). pf(s) ds 


eine stetige Funktion auf der Randcurve C dar. Wir bestimmen 
nun das Integral » der Differentialgleichung A/*(v) — O mit den 
Randwerten g(s); ist alsdann — « die zu v konjugirte Funktion, 
so besitzt uw offenbar die vorgeschriebenen normalen Ableitungen 
auf der Randcurve C. 

Wir wenden jetzt die Greensche Formel (14) an, indem wir 
in derselben für v die eben konstruirte Greensche Funktion GA! 
und für w irgend eine stetige Lüôsung von L*(u) = 0 nehmen. 
G1 ist im gegenwärtigen Falle der Differentialgleichung L*(u) — 0 
eine Greensche Funktion im erweiterten Sinne, da die Konstante 
eine Lüsung von L*(u) — 0 mit verschwindender normaler Ab- 
leitung liefert; wir haben demgemäf 


zeichnen wir nämlich mit f(s) die für 


#°() = 


VI” 
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L*(G) = _ 


J Gay, Em ar = 0, 
«) 


worin J den Flächeninhalt des Gebietes J bedeutet. Die Green- 
sche Formel (14) liefert 


1 ou | 1 
u (En) = ——— Le a] ds + +] ua]. 
2x Le 00 des TJ 
Setzen wir 
Lu GORE = u(s), 
Lo (&y)]. = se = v(s), 
[GT (xy, El; E—a(o) — GY(s, 6), 
y = b(s), n —b (6) 
so folgt 
1 dv (s) 


(26) u(e) = 5 LS 


GU(s, 6)ds + 0, 


wo c, eine durch die Funktion « bestimmte Konstante bedeutet. 
Andrerseits gehen wir von der Gleichung M*(v) — 0 aus und 
bezeichnen mit HT(xy, En) die zugehôrige Greensche Funktion für 
die Randbedingung II und mit H1(s,6) die betreffende aus ihr 
entsprechend hervorgehende Funktion von s, 6. Da offenbar die 
zu v(xy) conjugirte Funktion —u(x, y) wird, so erhalten wir 
nunmebr die Gleichung 
1 du (s) 
2x ei ds 


(27) v(o) = — HT(s, 6) ds + c, 


wo c, wiederum eine Konstante bedeutet. 

Die gefundenen Gleichungen (26), (27) sind Integralgleichungen 
erster Art mit den symmetrischen Kernen Gf(s, 6), HU(s, 6). 
Diese Kerne sind von der Gestalt 


cl(s— 61) + 8(s, 6), 
wo c eine Konstante und S(s, 6) eine stetige Funktion von s, « 
bedeutet. Mittelst (27) folgern wir dann, daf v(o) gewiB einmal 
stetig differenzirbar ist, sobald Eu einmal, d.h. sobald u(s) 


zweimal stetig differenzirbar ist. Da unter dieser Voraussetzung 
die Formel (27) die Integralgleichung (26) auflüst, so schlieBen 
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wir leicht, daf der Kern G1(s, 6) der Integralgleichung (26) sowohl 
abgeschlossen wie allgemein ist. 
| Als Beispiel wählen wir den Fall p — 1, wo die Gleichung 
L*(u) = O0 die bekannte Potentialgleichung wird; als Gebiet J 
diene der Kreis mit dem Radius 1. Die Rechnung ergiebt das 
Statthaben der Relationen 
= )æ, 


Los fe do(s), 1(2|sin 
De, 


x 
+7 
Lio) ee et sols du 0 I(2|sin 
wobei u(s) die Werte des Realteiles, v(s) diejenigen des Imaginär- 
teiles einer analytischen Funktion auf der Kreisperipherie bedeuten, 
während die Gleichungen 


[u(s)ds — 


Fate 


erfüllt sind. 
Setzen wir an Stelle der Veränderlichen 5, 6 bezw. ax, x£, so 
nehmen die gefundenen Formeln die Gestalt an 


(28) u(£) = Re en TE] nié = if v@ote(r* + )de, 
e @=-1 fc ae 1( Re u (a cotg (x À 7 )&z. 


| Die letztere Formel (29) geht durch Produktintegration und Diffe- 
rentiation nach x in die Formel 


0 … eat 


a) dx* 


sin x LS ) dx 


über. Die Einsetzung dieses Wertes von . in die erstere For- 


mel (28) liefert 
Le f'Eldiu(x : ë— 
(80) u (£) = Ja . ne r(2|s )) (elsinr 252) aylar: 
diese Formel gilt für jede zweimal stetig differenzirbare Funktion 
u, die von —1 bis +1 integrirt Null liefert. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichton. Math.-phys. Klasse 1904. Hoft 8. 19 
ne 
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Wenden wir nun Satz 11 (S. 221) auf den Differentialausdruck 
se an, indem wir als Greensche Funktion die zu den Randbe- 


dingungen IV gehôürige oben (S. 220) berechnete Funktion wählen, 
so folgt für jede zweimal stetig differenzirbare jenen Randbedin- 
gungen genügende Funktion « die Identität 


(81) u(x) = -f° le-él+3(@-8"+4) 


Aus den Formeln (30) und (31) entnehmen wir RS eine sebr 
leichte Ueberlegung, da8 notwendig 
ja 


sin x St ) I(2 
sein mu, d.h. wenn wir die symmetrischen Funktionen 
Et, D = L(2lsnx |) 


SIN 7 ——— 
KK(x, £) — —}|x—6|+1(x—EË) +4 


2 
als Kerne auffassen, so ist der letztere nichts anderes als der- 
jenige Kern, der aus dem ersteren durch zweifache Zusammen- 
setzung entsteht. Der Kern Æ(x, E) muf mithin dieselben Eigen- 
funktionen besitzen, wie XX (x, £); dieselben sind nach dem Obigen 
(S. 231) 


d'u ee a 


z—Yy 
2 


sin x 


SE CE UNE 


Sin NxL,A COS Max 0 (th.==" 1, 2,9, .) 


Die Eigenwerte von ÆKi(x,Ë) sind die Quadratwurzeln aus den 
Eigenwerten des Kerns XK(x, E), d.h. da jener Kern definit ist, 
gleich den ganzen positiven Vielfachen von x. Diese Eigenwerte 
sind zweifach; doch ist der Eigenwert Null, zu dem die Konstante 
als Eigenfunktion gehôrt noch als einfacher Eigenwert hinzuzu- 
rechnen. 

Die Formeln (28), (29) sind wegen ihrer fruchtbaren Anwen- 
dung auf die Theorie der analytischen Funktionen von besonderer 
Wichtigkeit !). 

Wir haben oben die Greensche Funktion G(xy, En) für den 
Differentialausdruck Z*(u) konstruirt. Wenn aber die Gleichung 
L#(u) — 0 eine zur Randbedingung II gehôrige Greensche Funk- 
tion besitzt, so folgt aus Satz 18 unter Heranziehung einer frü- 
heren ae (S. 240) auch die Existenz der Greenschen Funk- 


1) Val. O. D. Kellogg, Zur Theorie der Integralgleichungen, Inauguraldisser- 
tation Gôttingen 1902, wo einige der in meinen Vorlesungen dargelegten Anwen- 
dungen berührt werden. 
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tion Gl(xy, En) für den allgemeinen Differentialausdruck 
Lu) = L*(u)+ qu. 


Wir kommen endlich auf das zu Beginn dieses Ab- 
schnittes IX in Aussicht gestellte Problem zurück. 

Es sei für das Gebiet J der xy-Ebene die sich selbst adjun- 
girte Differentialgleichung ZL(u) — O0 vorgelegt; man soll das- 
jenige Integral dieser Differentialgleichung finden, welches auf der 
Randcurve C des Gebietes J die Randbedingung 


Ou 
(32) ôn +Zlu+h(s) = 


erfüllt, wo À den Parameter und (s) eine gegebene Funktion der 
Bogenlänge s auf der Randcurve C bedeutet. Gl(xy, En) bezeichne 
wiederum die zur Randbedingung IT gehürige Greensche Funktion, 
so daB überall auf der Randcurve C 


OGM (xy, En) 
on 


wird; alsdann gilt die Formel (18) und wegen (32) erhält die- 
selbe die Mes 


u (En) = 2 J. Ca) (au (eu) + 1 (5) Gay, En 2 cp ds: 
(C) 
diese Formel werde mit Vp(£n) multiplizirt und in ihr £ — a(6), 
n = b(6) genommen. Setzen wir dann zur Abkürzung 


Cp (Ë, n) m)u (Ë, le = — ie à fl = (6), 


[Pan rt , en) G(xy, AA a(s), É— a(s) — As, 6), 


y = b(s), n — d (6) 


mr Co(xy) Vp(E, n) CT(æy, Elle = Le = #0) 6 “= EL Eee = f (0), 
b(s), = (6) 


so erhält sie die einfache Gestalt 

(83) f() = p(o)—Af KG, dp(ds. 

Da wegen des Symmetriegesetzes der Greenschen Funktion auch 
die Fanktion X(s, 6) in den Veränderlichen s, 5 symmetrisch wird, 
so erkennen wir in der Gleichung (33) cine Integralgleichung 


zweiter Art, die genau von derjenigen Gestalt ist, wie wir sie in 
der ersten Mitteilang behandelt haben. Der Kern ÆA(s, 6) dieser 
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Integralgleichung ist in den Variabeln s, 6 stetig auBer für s = 6, 
wo K(s, 6) wie der mit einer Konstanten multiplizirte Logarith- 
mus von |s—6| unendlich wird. 

Wir bezeichnen die Eigenwerte 4° und Eigenfunktionen #‘” (s) 
der Integralgleichung (33) auch als die Eigenwerte bez. Eigen- 
funktionen der Randbedingung 


+ qu © = 0 


für die Differentialgleichung L(u) = 0. 

Da K(s, 6) nach der obigen Bemerkung (S. 252—253) ein abge- 
schlossener und allgemeiner Kern ist, und indem wir die oben 
(S. 252) gefundene Auflôsung der Integralgleichung erster Art (26) 
berücksichtigen, folgen aus den Sätzen 3—7 meiner ersten Mit- 
teilung eine Reïhe von Tatsachen, unter denen ich der Kürze 
balber nur die folgende hervorhebe : 

Satz 20. Jede zweimal stetig differenzirbare Funktion auf der 
Randcurve C ist in der Fourierschen Weise in eine Reihe entwickel- 
bar, die nach den Eïgenfunktionen der Randbedingung 


Er = 0 


fortschreitet; diese Reihe konvergirt absolut und gleichmäfig. 

Aus den letzten Betrachtungen kann zugleich die Existenz 
einer zur Randbedingung III gehôrigen Greenschen Funktion G! 
gefolgert werden. Da wir oben unter der ARR Si Green- 


schen Funktion G1 für die Potentialgleichang © Era + — 0 die 


Existenz von G1 (S.248—250) und G1 ($S. 250—254) “ee den all- 
gemeinen Differentialausdruck ZL(u) bewiesen haben, so künnen 
wir zusammenfassend folgendes Resultat aussprechen : 

Satz 26. Für einen Differentialausdruck Lu) giebt es stets 
die Greenschen Funktionen G, GT, GMA, die zu den Randbedingungen 
bez. I, II, IIL gehôren, wobei besondercenfalls der Begriff der Green- 
schen Funktion im erweiterten Sinne zu verstehen ist. 

Um noch kurz das zugehôrige Variationsproblem zu berühren, 
nehmen wir an, es sei q eine innerhalb J nirgends positive Funk- 
tion; alsdann wird das Integral 


D(u) = ma} | ( Sax +()) war 


gewiB niemals negative Werte crhalten. Sollen wir nun diejenige 
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Funktion « bestimmen, die D(u) zu einem Minimum macht, wäh- 
rend für die Randwerte von w die Bedingung 


Jruds = 1 
€ 
erfüllt ist, so führt die Variationsrechnung auf die Differential- 
gleichung L(u) — 0, während am Rande die Gleichung 
Ou 
tas O (4 = const.) 


gelten mu. (Dirichletsches Variationsproblem). 
Setzen wir, wenn w(zxy) irgend eine Lüsung der Differential- 
gleichung L(u) — 0 bedeutet, zur Abkürzung 


06) = [ren D]. 
y = d(s) 


so ist wegen Formel (17) 


Ou (xy) 


Eu En = ac = — 3% fr 0 VrEn Cu ED or ac ds 


n = b (0) (C) y = D(s), n —b(c) 
— —f Æ(6, c)&(s) ds. 
(C 


Andererseits wird 
D(u) = fariar [ou Vo 
() ‘(c) On 
— [ [ K(s, c)o0(s)o(0)ds do. 
(c)'(C) 


Hiernach geht das vorige Variationsproblem in folgende Auf- 
gabe über: man soll eine Funktion œ(s) bestimmen, für welche 
das Integral 


ib3£ K(s, 6) &(s)œ(o) ds do 
{CY (C) 
ein Minimum wird, wenn die Nebenbedingung 
Li X(s, o)o(s)ds}'de = 1 
(c) (C) 


erfüllt ist. (GaufBsches Variationsproblem). 

Die Formel (34) lehrt, daB bei unseren Annahmen der Kern 
K(s, 6) definit ist und daher die Eigenwerte sämmtlich positiv 
ausfallen; wir bezeichnen die Eigenwerte und die Eigenfunktionen 
des Kerns Æ(s, 6) mit 4°, 4°, ... bez. #°(s), p°(s), ... 

Bringen wir sodann für œ(s) eine nach den Eigenfunktionen 
fortschreitende Reiïhe in Ansatz, su erkennen wir leicht in ähn- 
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licher Weise wie in Abschnitt VII (S. 233—234) ausgeführt wurde, 
da 
œ(s) 2 1% pp (s) 


das gewünschte Minimum liefert; mithin ist: 


[VoGy une = #°(). 


Eine interessante Anwendung findet unser Satz 25 zur Lô- 
sung des Problems der kleinen Schwingungen einer in einem Ge- 
fäBe befindlichen, der Schwere unterworfenen Flüssigkeit!). Hier- 
bei handelt es sich um die Auffindung des Geschwindigkeitspoten- 
tiales U. Dasselbe ist eine Funktion des Ortes x, y und der Zeit 
t, die im Innern der Flüssigkeit für alle Zeiten { der Gleichung 


SO DRe OUR 
AU = Ta À Gp —= 0, 
an der festen Wand für alle { der Bedingung 
eU _ 
On 13 


und auf der Horizontalen y — 0 für alle { der Gleichung 


CA EST LI Re 
GER OYa TS 


genügt, während für { — O die freie Oberfläche in der Horizon- 
talen y — 0 liegen und daselbst die vertikale Geschwindigkeit 
ee als Funktion von x etwa — f(x) gegeben sein soll. 
Der Ansatz 
U — ucos(V1t) 


liefert für die von { unabhängige Funktion « an der festen Wand 
die Bedingung 

Ou 
TN 


und an der Horizontalen y — 0 die Bedingung 


0 


u 
on 44 0, (à = const.) 
während im Inneren der Flüssigkeit überall x — 0 sein muñ. 


1) Vgl. inshesondere Poincaré, Journ. de Math. 1896. 


127% 
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In der voranstehenden allgemeineren Entwickelung haben wir 
mithin p = 1, q —0 zu nebmen und das Randintegral nicht über 
die ganze Randcurve C, sondern nur über die Horizontale y — 0 
zu erstrecken. Bedeutet also Gl{(xy, Ën) die zur Randbedingung II 
gehôürige Greensche Funktion für das von der GefäBwand und der 
Horizontalen y — 0 begrenzte Gebiet, so lautet der in Betracht 
kommendèe Kern 


K(x, à = GU(0, #0). 


Bezeichnen wir mit 4°, 4°, ... y®(x), V®(x), ... die Eigenwerte 
bez. die Eigenfunktionen dieses Kerns und entwickeln wir die ge- 
gebene Funktion f(x) nach diesen Eigenfunktionen, wie folgt 
f(x) —= CV (x) +0, p° (x) +. ) 
so wird das hydrodynamische Problem durch die Formeln 
E a Y° (x) cos (VA #)+ 0, px) cos (V2 +. 
N— 


[Une = LE o08 (V9 + LAC) cos (AP + ++ 


gelüst. 

Die Ausdehnung unserer Untersuchungsmethode auf mehr als 
zwei Veränderliche bietet keine principielle Schwierigkeit. 

Die erste Randwertaufgabe, ferner die beiden Poincaréschen 
Probleme !), bei denen der Parameter À ebenfalls in der Rand- 
bedingung auftritt, sowie zahlreiche andere wichtige Probleme 
fübren auf Integralgleichungen erster Art mit symme- 
trischem Kern; ich werde daher in einer dritten Mitteilung 
die Theorie der Integralgleichungen erster Art entwickeln und 
insbesondere zu ihrer Lüsung eine neue Methode angeben, die auch 
für die Integralgleichungen zweiter Art neue Resultate liefert. 


1) Acta math. Bd. 20 1896—1897 S. 61 und S. 134. 


Ueber die Bildung von Stickoxyd bei hohen 
Temperaturen. 


(Mit 3 Figuren.) 
Von 
W. Nernst. 
(Aus dem Gôttinger Universitätsinstitut für physikalische Chemie.) 
Vorgelegt in der Sitzung vom 9. Juli 1904. 


Die Herren Muthmann und Hofer haben im vorigen Jahre!) 
eine überaus interessante Studie über das Gleichgewicht zwischen 
Stickstoff und Sauerstoff bei hohen Temperaturen verôffentlicht. 
Inshesondere findet sich in dieser Arbeit ein wohl in jeder Hin- 
sicht überzeugender Nachweïs, daB es sich bei der Bildung des 
Stickoxyds aus atmosphärischer Luft infolge elektrischer Funken 
oder einer Lichtbogenentladung um eine reine Wärmewirkung han- 
delt, daB also diese Versuchsanordnung den bekannten Experimenten 
.- Deville ’s mit der kalt-warmen Rôhre im Prinzip vüllig analog ist. 

Lediglich was die Temperaturbestimmung der von den ge- 
nannten Autoren hauptsächlich benutzten Lichtbogenentladung an- 
langt, stiegen mir Bedenken auf; aus vielen Erfahrungen scheint 
hervorzugehen, daB die Temperatur des Lichtbogens auferordentlich 
hoch ist. So gelingt es, dünne Fäden von Zirkonoxyd im elek- 
trischen Lichtbogen zu schmelzen. Wenn ein in den Lichtbogen 
gebrachtes Thermoelement relativ niedrige Werte der Temperatur 
anzeigt, so ist daran zu erinnern, daB das gleiche bei der Tem- 
peraturmessung gewôbnlicher Flammen durch Thermoelemente der 
Fall ist; die grosse Wärmeleitung und starke Wärmeausstrahlung 
lassen die Lôtstelle des Thermoelements nicht entfernt die hohe 
Temperatur der Flamme annehmen. Uebrigens spricht der Um- 
stand, da nicht zu dicke Platindrähte mit grôBter Leichtigkeit 


1) Berl. Ber. 36 S. 438 (1903). 
Kgl. Ges. d, Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasso 1904. Hoft 4. 20 
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in der Flamme des Lichtbogens geschmolzen werden kônnen, wohl 
ohne weiteres für eine erheblich über dem Schmelzpunkte des 
Platins gelegene Temperatur. Aus Erfahrungen, die ich über die 
Bildung von Stickoxyden vermittelst elektrolytischer Glühkôrper 
schon vor längerer Zeit gesammelt hatte, schätzte ich die Reaktions- 
temperatur, die einer Konzentration von Stickoxyd im Betrage 
von 3,6 Volum-Prozenten entspricht, erheblich über 2500°, während 
die Herren Muthmann und Hofer den Wert von nur 1800° in 
ihre Rechnungen einführen, allerdings im Einklang mit obigen Er- 
wägungen auch bereits ihrerseits bemerken, daf die Temperatur 
sehr wohl merklich hôüher sein kônnte. Behufs einer genaueren 
Festlegung der Gleichgewichtstemperaturen stellte ich die nach- 
folgend beschriebenen Erwägungen und Versuche an, die, wie ich 
glaube, zu einer relativ recht genauen Kenntnis der fraglichen 
Gleichgewichtsverhältnisse geführt haben. 

Die Untersuchung des besprochenen Gleichgewichts bietet 
übrigens vielleicht ein allgemeines Interesse auch insofern, als die 
Untersuchung von Gasgleichgewichten bei hohen Temperaturen 
überbaupt theoretische Wichtigkeit beanspruchen dürfte und daher 
eine Weiterbildung der experimentellen Methoden auf diesem Ge- 
biete wünschenswert erscheint. Die Activierung des atmosphärischen 
Stickstoffs ist aber ferner bekanntlich auch in technischer Bezie- 
hung ein so bedeutsames Problem, daB eine quantitative Durchar- 
beitung dieser Reaktion nicht unwillkommen sein wird. 


1. Zur Theorie der Deville’schen Versuchsanordnung. 


Den mathematisch -physikalischen Ansatz hierzu glaube ich 
bereits vor einiger Zeit gegeben zu haben’); hier müchte ich diese 
Fragelediglich vom expe- 
rimentellen Standpunkte 
' aus behandeln. Die an- 
A —— << — schaulichste Versuchsan- 
{ ordnung dürfte beiïlie- 

gende kleine Skizze 
(Fig. 1) erläutern; durch ein langes Robr strôme das zu untersuchende 
Gasgemisch hindurch. Zwischen den Punkten a und b herrsche die 
Temperatur #, bei der das Gleichgewicht untersucht werden soll; 
von b bis c falle die Temperatur, und zwar môglichst rasch, ab; 
es sei beim Punkte c die Temperatur £’ bereits soweit gesunken, 


F2 
‘© 
eo 


œe- 


1) Festschrift Boltzmann. Leipzig 1904. S. 904. 
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daf die Reaktionsgeschwindigkeit einen praktisch verschwindenden 
Betrag erreicht hat. Offenbar müssen folgende beide Bedingungen 
erfüllt sein, damit das austretende Gasgemisch eine der Gleichge- 
wichtstemperatur entsprechende Zusammensetzung besitzt: erstens 
muB die Strecke ab hinreichend lang sein, damit das Gas Zeit hat, 
sich ins Gleichgewicht zu setzen, und zweitens muB die Abkühlungs- 
periode von à bis c hinreichend kurz sein, damit das Gleichgewicht 
sich nicht wieder verschiebt. 

Die erste Bedingung läfit sich theoretisch stets dadurch be- 
liebig gut realisieren, da man die Strecke ab hinreichend grof 
wählt; praktisch erzielt man dies natürlich am einfachsten dadurch, 
da man das Rohr zwischen a und d gefäBfôrmig erweitert. Man 
kann zuweilen auch dadurch sich helfen, daf man zwischen a und 
b eine katalytisch wirkende Substanz bringt, wofür die bekannte 
Untersuchung von Knietsch') über die Bildung von Schwefel- 
trioxyd ein Beispiel bildet. Die Frage, ob die Reaktionsgeschwin- 
digkeit bei der Temperatur # nicht gar zu klein ist, wird sich 
experimentell übrigens in allen Fällen leicht dadurch entscheiden 
lassen, da man Gemische durch das Rohr hindurchsendet, die 
einmal nach der einen, das andere Mal nach der anderen Seite 
hin vom Gleichgewichte abweïichen. 

Die zweite Bedingung wird sich dadurch am besten erfüllen 
lassen, daB man das Stück bc in Gestalt einer engen Kapillare 
wählt, um môüglichst grofe Gasgeschwindigkeiten zu erzielen und 
ferner das Wärmegefälle môüglichst gro8 zu machen. Freilich kommt 
man hier wegen der Wärmeleitfähigkeit des Materials des Rohres 
nicht über eine gewisse Grenze und man kann keineswegs schliefen, 
daB, wenn das austretende Gasgemisch eine von der Strômungs- 
geschwindigkeit unabhängige Zusammensetzung besitzt, notwendig 
diese Fehlerquelle vermieden sei. Es geht dies schon einfach aus 
der Tatsache hervor, daB keineswegs eine unendlich hohe Durch- 
stromungsgeschwindigkeit ein unendlich rasches Wärmegefälle zur 
Folge hat. Selbstverständlich müssen katalytisch wirkende Stoffe 
in dem Stück bc vermieden werden. 

Principiell wichtig scheint die Bemerkung, da bei hoher Tem- 
peratur und entsprechend sehr grofier Reaktionsgeschwindigkeit zwar 
im Raume ab das Gleichgewicht sich sicher herstellt, aber ebenso 
sicher sich im Raume b c verschiebt. Die austretenden Gase haben 
dann zwar die gleiche Zusammensetzung, gleichgültig, ob sie vorher 
in der einen oder anderen Richtung vom Gleichgewicht abwichen, 


1) Berl. Ber. 34. 4069 (1901). 
20* 
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kônnen aber trotzdem weit vom Gleichgewicht liegende Werte 

liefern. 

Beistehende kleine Curvenzeichnung trägt vielleicht zur Ver- 
deutlichung der obwaltenden 
Verhältnisse bei; die ausgezo- 
gene Curve môüge die Gleichge- 
wichtscurve (z. B. Prozente NO) 

_repräsentieren, während die 
punktierte Curve die beobach- 


Procentgehalt 


/ teten Zahlen darstellen môge. 

,: Im allgemeinen wird man infolge 

7 -T T2 Ts __ der obigen Fehlerquellen zu 
Temperatur kleine Ausbeutenerhalten. Wenn 


aber nur die Länge ab grof gegen 
bc ist, wird es immer ein Gebiet geben müssen, wo man die rich- 
tigen Zahlen erhält. Aufgabe des Experimentators ist also, das 
Temperaturgebiet von 7, bis 7, ausfindig zu machen, welches sich 
offenbar nach links umso weiter ausdehnen wird, je grôBer ab: 
gewählt wird. Eine sebr wichtige Kontrolle dafür, daB man in 
diesem Gebiete sich befindet, besteht darin, da nur in diesem 
Gebiete die Tangente der beobachteten Curvemitder- 
jenigen der Gleichgewichtscurve zusammenfällt and, 
da die letztere bekanntlich aus der Wärmetônung des Processes 
sich in den meisten Fällen theoretisch wird berechnen lassen, s0 
besitzen wir ein sehr zuverlässiges Kriterium dafür, ob die be- 
obachteten Werte innerhalb eines gewissen Intervalles mit den 
wahren Werten des Gleichgewichtes zusammenfallen. 

Im nachfolgenden findet sich übrigens auch eine Methode durch- 
geführt, welche die Gleichgewichtswerte in der Gegend von T zu 
ermitteln gestattet, woselbst die Reaktionsgeschwindigkeit zwar 
noch merklich, aber doch zu klein ist, als daf im Raume ab sich 
das Gleichgewicht in den zur Verfügung stehenden Zeiten her- 
stellen künnte. Dieselbe beruht darauf, da8 man durch Benutzung 
verschiedener Strômungsgeschwindigkeiten die beiden entgegenge- 
setzten Reaktionsgeschwindigkeiten ermittelt und nach Guldberg 
und Waage durch Berechnung derjenigen Konzentration, bei 
welcher sie gleich werden, das Gleichgewicht ableitet !). 


1) Es ist mir übrigens nicht bekannt, da8 man die Methode der Messung 
der cntgegengesetzten Reaktionsgeschwindigkeiten praktisch zur Ermittelung des 
Gleichgewichts bereits benutzt hat; bereits vor Beginn dieser Arbeit schlug mir 
Ilerr Dr. J.Sand gelegentlich einer gemeinsamen Untersuchung diese Methode zur 
Ermittlung des Gleichgewichts der Chloratbildung vor. 
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Genau die gleichen Betrachtungen sind nun offenbar auf eine 
scheinbar sehr verschiedene Versuchsanordnung anwendbar. Im 
Falle einer Explosion wird nämlich das betreffende Gasgemisch 
auf eine hohe Temperatur gebracht, auf der es eine, wenn auch 
nur sehr kurze Zeit verweilt, um dann sich äuBerst rasch abzu- 
kühlen. Ein Beiïspiel hiervon werden wir weiter unten in den 
Versuchen Bunsen'’s finden, bei denen Knallgas unter Beimengung 
von atmosphärischer Luft zur Explosion gebracht wurde. Da es 
sich bei dieser Methode um sehr kurze Zeiten handelt, so ist sie 
nur in Gebieten so hoher Reaktionsgeschwindigkeit, d.h. bei so 
hohen Temperaturen, anwendbar, bei welchen die vorher beschrie- 
bene Methode gänzlich versagen würde. Es scheint, daf mittelst 
der hier dargelegten Gesichtspunkte sich aus dem Studium der 
Explosionen chemische Gleichgewichte bei Temperaturen werden 
ermitteln lassen, die unseren sonstigen experimentellen Hülfsmitteln 
gänzlich unzugänglich sind, freilich nur dann, wenn sich der Nach- 
weis führen läft, daB die Explosionstemperatur im Intervalle 7, 
bis 7, liegt. 

Eine wertvolle Prüfung der Zuverlässigkeit der nach den 
obigen Methoden gewonnenen Gleichgewichtswerte kann das Ge- 
setz der Massenwirkung liefern, indem man die betreffenden Ver- 
suche unter passender Variation der Zusammensetzung des Gas- 
gemisches ausführt. 


2. Versuche mit Iridiumôfen. 


Da es von vornherein klar war, daB die Herstellung des 
Gleichgewichts nur bei sehr hohen Temperaturen erfolgen werde, 
so wurden die ersten Versuche unter Verwendung von elektrisch 
geheizten Iridiumôüfen der von mir kürzlich beschriebenen Form 
angestellt '). Es wurde in die eine Seite des horizontalgestellten 
Ofens eine Quarzkapillare eingedichtet, die natürlich wegen ihres 
niedrigen Schmelzpunktes nicht bis in den eigentlichen Heizraum 
hineinragen durfte. Bekannte Volumina Luft wurden mittelst 
einer mit Wasser gefüllten und mit einem Abflufhahn am Boden 
versehenen Flasche unter müôglichst konstanter Abflufigeschwin- 
digkeit während gemessener Zeiträume aspiriert. Die Luftmenge, 
welche den Iridiumofen passiert hatte, wurde ferner durch ein mit 
einigen Kubikcentimetern konzentrierter Schwefelsäure gefülltes 
Schlangenrôührchen hindurchgesaugt und nach Beendigung des Ver- 


1) Zeitschrift für Electrochemie 1903 S, 623, 
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suches wurde die Schwefelsäure in dem von Lunge angegebenen 
Apparat‘) mit Quecksilber geschüttelt und die entwickelte Menge 
Stickoxyd gemessen. 

Es ist dies wohl die beste analytische Methode, die wir in unserem 
Falle besitzen, und sie ist auch nach einiger Uebung einfach in der 
Handhabung. Freilich stellte sich im Laufe der Untersuchung heraus, 
da8 für die Entscheidung gewisser Fragen die erwähnte für alle 
technischen Zwecke vollkommen hinreichende Methode doch nicht 
in jeder Hinsicht genügte. Auch bei langsamstem Durchleiten 
durch ein Schlangenrohr riecht das austretende Gas noch merklich 
nach Stickoxyden und so fand sich denn auch, leider erst, nachdem 
bereits eine Anzahl Versuche ausgeführt waren, da ein zweites 
hinter das erste gelegte Schlangenrohr noch ca. 10° derjenigen 
Stickoxydmenge lieferte, welche vom ersten absorbiert war ; ferner 
stellte sich heraus, da die Schlangenrührchen mehrere Male auf 
das sorgfältigste mit konzentrierter Säure nachgespült werden 
muften, ehe wirklich alle überraschend fest am Glase haftende 
aktive Säure in das Nitrometer gelangte. Dies bedingte aber 
wiederum, daf die Mengen Schwefelsäure, welche in das Nitro- 
meter kamen, häufig das dreifache bis fünffache Volum des ent- 
wickelten Gases betrugen. Unter diesen Bedingungen ist nun die 
Lôslichkeit des Gases, die nach Lunge?) 3,5 Volumprozente der 
Schwefelsäure beträgt, keineswegs zu vernachlässigen. Die Herren 
Jellinek und Langmuir haben auf meine Veranlassung zur 
Kontrolle der Lunge’schen Zahl eine Reïhe von Versuchen an- 
gestellt, bei denen zu einer kleinen im Nitrometer befindlichen 
Menge Stickoxyd weitere Mengen Schwefelsäure hinzugefügt wurden. 
Das Lôslichkeitsgleichgewicht stellt sich erst nach selr energischem, 
lange fortgesetztem Schütteln ein. Die Versuche lieferten übrigens 
eine mit dem Lunge’schen Werte praktisch identische Zahl (3 °/o). 

Versuche, die stickoxydhaltige Luft durch verdünnte Baryt-. 
lôsung, der Phenolphtalein zugesetzt war, bis zur Entfärbung des 
letzteren zu leiten, lieferten um 30 bis 50° zu kleine Werte. Es 
hat den Anschein, als ob die Reaktion 


2NO2+H20 = HNO3+HNO: 


bei gewühnlicher Temperatur zu langsam sich abspielt, als daf 
das gelôste NO: sämtlich zurückgehalten würde. Eine nähere 
Untersuchung der Geschwindigkeit obiger Reaktion, die sich mit 


1) Treadwell, Analyt. Chemie IL S. 523. 
2) Berl. Ber. 18. S. 1391 (1885). 
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Hülfe von Leitfähigkeitsmessangen gut durchführen lieBe, erscheint 
wünschenswert und würde vielleicht zur Auffindung geeigneter 
Zusätze führen, die vorstehende Reaktion hinreichend zu beschleu- 
nigen. Wenn es gelingen würde, in der angegebenen Weise direkt 
auch sehr kleine Mengen von Stickoxyden in der Luft gleichsam 
titrimetrisch im Schlangenrührchen zu analysieren, so würden sich 
manche interessante Fragen, die bei vorliegender Untersuchung 
auftauchten, mit vollster Exaktheit beantworten lassen. 

Was nun die Versuche selber anlangt, so wurden zwei Iridium- 
ôfen verwandt, von denen der erste bei einer Länge von 13 cm. 
ein Lumen von 0,8 cm., der zweite grôBere bei einer Länge von 
16 cm. ein Lumen von 1,3 cm. besaf. Die Temperaturen wurden 
theils durch Thermoelemente von Heräus, theils durch Bestimmung 
der specifischen Helligkeit mit Hülfe photometrierter electrolytischer 
Glühstifte, wie früher beschrieben!), gemessen. Die specifische 
Helligkeit wurde für 1780° zu 0,91 HK. und für hôühere Tempe- 
raturen als mit der 13ten Potenz der absoluten Temperatur fort- 
schreitend angenommen. Durch eine Reïhe von Vorversuchen wurde 
zunächst festgestellt, daf bei einer Temperatur von über 17002 die 
Reaktion hinreichend rasch sich abspielt, soda bei sehr langsamen 
Durchleiten das Gleichgewicht im Innern des Ofens offenbar sehr 
nahe erreicht wird; wenn die Geschwindigkeit der durch den kleinen 
Iridiumofen strôümenden Luft auf etwa 20 Minuten pro Ltr. ge- 
sunken war, wurden die Resultate von der Strômungsgeschwindig- 
keit unabhängig. Damit war dann gleichzeitig gezeigt, daB bei 
dieser Temperatur während der kurzen Abkühlungsperiode das 
Gleichgewicht sich nicht merklich verschieben kann.  Erheblich 
schneller stellte sich das Gleichgewicht, wie zu erwarten, bei ca. 
1900° ein, aber auch hier immerhin nicht so rasch, dal der eben 
genannte Fehler erheblich ins Gewicht hätte fallen künnen. 

Die nachfolgenden Tabellen enthalten die definitiven Versuchs- 
resultate, bei denen die analytische Bestimmung des gebildeten 
Stickoxyds mit grôfiter Sorgfalt vorgenommen und insbesondere 
zwei Absorptionsschlangen zur Benutzung kamen. Einige der mehr 
zur ersten Orientierung und mit geringerer Uebung angestellten 
Vorversuche sind ebenfalls mit aufgenommen, doch, weil sie Fehler 
von 10 bis 20 °/o enthalten künnen, mit der Bezeichnung (ca.) ver- 
sehen. Es wurde in allen Füällen ein Liter Luft hindurchgesogen; 
unter # sind die dazu erforderlichen Zeiten (Minuten) vermerkt. 
T bedeutet die absolute Temperatur des Ofens. 


1) 1 c. S. 624; vgl. ferner W. Nernst, Physik. Zcitschr. 4 733 (1903). 
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Tabelle 1. 
Kleiner Iridiumofen. 
Nr. 2 t ccm NO pro Liter. 
1 2033 10 3,0 (ca.) 
2 2033 23 6,4 
3 2195 9,5 8,8 (ca.) 
4 2195 :12 9,6 
) 2195 24 8,7 
6 2195 26 8,0. 
Tabelle 2. 
GroBer Iridiumofen. 
Nr. T t ccm NO pro Liter. 
7 2033 5,2 4,8 (ca.) 
8 2195 5,6 8,5 
9 2195 9 9,8 
10 2195 14 7,8. 


Selbstverständlich dürfen an die obigen Versuchsresultate be- 
treffs der Genauigkeit nicht gar zu grofie Anforderungen gestellt 
werden; neben den Unsicherheiten der Analyse, die besonders bei 
den Versuchen, wo die Ausbeute nur wenige Kubikcentimeter betrug, 
ins Gewicht fallen, ist es schliefilich nicht ganz einfach, bei Tempe- 
raturen oberhalb des Schmelzpunkts des Platins vüllig exakt zu ar- 
beiten. Zweifellos würde man durch Verwendung grôfierer Luft- 
mengen und daher zeitlich länger ausgedehnter Versuche zu besseren 
Werten gelangen; leider setzt hier die erhebliche Kostspieligkeit 
den Versuchen eine Grenze, indem die Lebensdauer der Iridium- 
ôfen infolge starker Zerstäubung immerhin beschränkt ist. Ich 
glaube übrigens, daB die nachfolgend verzeichneten beiden Werte, 
die ich als die wahrscheinlichsten den obigen Tabellen entnehmen 
môchte, hinreichend sicher sind, zumal wir für sie noch eine 
weitere Kontrolle finden werden. Wir setzen für die Gleich- 
gewichtskonzentration x - 


bei T' = 2033 ({ — 1760) x = 6,4ccm NO pro Liter — 0,64 Volum- 


prozent, 
bei ? = 2195 ({ — 1922) x = 9,7 cem NO pro Liter — 0,97 Volum- 
prozent. 
Berechnen wir nach der Formel 
RTE EP LT és 
q = Tara = 2.4,b584 TT he 
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die Verbindungswärme des Stickoxyds, so folgt 
qg — 45600 g cal. 


also in hinreichender Uebereinstimmung mit der thermochemisch 
gewonnenen Zahl (2.21600 — 43200 g cal. pro 2NO). Daf q von 
der Temperatur praktisch unabhängig ist, folgt übrigens mit 
Sicherheit aus der Tatsache, daf die Molekularwärmen aller zwei- 
atomigen Gase mit grofer Annäherung einander gleich sind. 


3. Versuche im Platinofen. 


Da nach obigen Ergebnissen, wie die thermodynamische Rech- 
nung (s. w. u.) lehrt, auch bei Temperaturen in der Gegend von 
1500° atmosphärische Luft im Gleichgewicht noch sehr wohl meñ- 
bare Mengen von Stickoxyd enthalten mu, so schien es nicht 
aussichtslos, auch in einem Platinofen Messungen vorzunehmen. 
Es wurde bei den folgenden Versuchen ein kleiner Platinofen 
verwandt, der genau wie die Iridiumôfen geformt und montiert 
wurde. Seine Dimensionen waren Länge: 13,5 cm. Lumen 0,85 cm, 
Dicke der Platinwand ca. 0,17 mm. Des kleinen Widerstandes 
dieses Ofens willen wurde er ebenfalls mit Wechselstrom geheizt, 
der durch einen Transformator auf niedrige Spannung gebracht 
worden war. Der Ofen war jedoch mit einer kleinen Abänderung 
versehen, die für derartige Untersuchungen sich sehr empfehlt; 
das Rohr war nämlich über die kreisfôrmigen Elektroden (vgl. 
Fig. 3) einige Centimeter verlängert, soda die zu untersuchenden 
Gase sehr bequem durch Glasrührchen, die an den vorstehenden, 
hinreichend kühlen Rôhrenenden mittelst Gummistopfen eingedichtet 
waren, hinein und abgeleitet werden konnten. Da Spuren von 
Feuchtigkeit zuweilen eine leichte Kondensation von kleinen Trüpf- 
chen (Salpetersäure?) hervorriefen, so wurde die Luft bei diesen 
Versuchen, bei denen es sich um sehr geringe Mengen NO handelte, 
energisch durch Phosphorsäure getrocknet. Die Temperaturbestim- 


NT RE PTE 
PAL IT ETAT LP - Grrtét 
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mung geschah durch ein Thermoelement; der Heizraum des Ofens 
war durch hochgebrannte Magnesiarühren beiderscitig abgeschlossen 
(vgl. Fig. 3). 

ti 
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Wie zu erwarten, dauert bei der in den nachfolgenden Ver- 
suchen benutzten Temperatur (1538° entsprechend einer elektro- 
motorischen Kraft des Thermoelements von 16,0 Millivolt, während 
die andere Lôtstelle 18° besaB), die Herstellung des Gleichgewichts 
sehr lange Zeit und es ergaben sich daher Werte, die von der 
Menge der hindurchgesaugten Luft unabhängig waren und der 
Zeït der Versuchsdauer direkt proportional anstiegen. Folgendes 
sind die gewonnenen Resultate : 


Tabelle 3. 
Luftmenge l ccm NO ccm NO pro Minute 
1,3 Liter 31,0 ca. 0,2 ca. 0,006 
1 : 70 » 0,4 » 0,006 
10e 145 12 0,90 » 0,0066. 


Ein Kontrollversuch in dem grôferen Iridiumofen bei der 
gleichen Temperatur lieferte ca. 0,25 ccm bei einer Luftmenge von 
1 Liter und einer Zeit von 11 Minuten. Da der Heizraum dieses 
Ofens das dreifache desjenigen des Platinofens betrug, so würden 
im letzteren nur ca. 0,08 ccm NO sich gebildet haben, in einer 
Minute somit ca. 0,007 cem NO, was mit obigen Werten hinreichend 
(innerhalb der Analysenfebler) stimmt. 

Andererseits wurde die Geschwindigkeit ermittelt, mit der 
Stickoxyd in dem Heizraume des Platinofens zerfiel. Zu diesem 
Zwecke wurde getrocknete Luft durch ein kleines GlasgefäB hin- 
durchgesaugt, in dem ein elektrolytischer Lichtbogen (Spannung 
153 Volt, Stromstärke 0,4 A) konstant brannte. Diese einfache 
Vorrichtung !) lieferte ein 3,0-procentiges Gemisch von Stickoxyd 
und Luft. Die folgende Tabelle enthält die Zeiten pro Liter durch- 
gesaugter Luft erforderlich waren und unter x die entsprechenden 
Konzentrationen, ausgedrückt in Kubikcentimetern NO pro Liter 
Laft. 


Tabelle 4. 
1 LT — ZX 1 (x, y Lo) (x, T Lo) 
à | d | ni : LT —% ne (ct, +) (&, — 2) 
1 Fe 0,0110 0,0029 
1 : 0,0091 À 
198 8,2 L co 
Ce) 3,4 


1) Beschrieben und abgebildet bei Clement, Drude’s Annalen 14 335 (1904). 
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Den unter é verzeichneten Zahlen sind die Reaktionszeiten 
proportional; das Gesetz der Massenwirkung liefert : 


—— — k,[NOF—#{N,][O,]. 


Die Konzentrationen [N,] und [0,] ändern sich aber so wenig, 
daf wir für unsere Zwecke hinreichend genau setzen künnen 


(1) — = k,x—v 
worin v’ also die Bildungsgeschwindigkeit und x die Conzentration 
des Stickoxyds bedeutet. 

Für den Fall, daB (z. B. durch katalytische Wirkungen) die 
Reaktion monomolekular verlaufen sollte, gilt 


dx . 
(2) SR k,x—v". 


Für die Gleichgewichtskonzentration x, folgt in beiden Fällen 


(3) L,—= _ bezw. x, — VE 


Die Integrale von (2) und (1) sind 


1 


Fa 17 Lo 
14 


ee (=) (&s +) 
Ts —X 


(4) k — (z,+x,)(x, —2,) 


bezw. 2x,k, — …. 


und finden sich in den dritten und vierten Kolumnen der Tab. 4 
berechnet. 

Zur Entscheidung der Frage, ob wir einen monomolekularen 
oder bimolekularen Verlanf vor uns haben, reicht die Genauigkeit 
der Beobachtungen nicht aus, sofern wir uns auf die Prüfung be- 
schränken, ob die Zahlen der dritten oder vierten Kolumne besser 
konstant sind. Wohl aber dürfte das Ergebnis unzweïdeutig für 
den letzteren Fall sprechen, wenn wir die Gleichungen (3) zur Be- 
rechnung von x, hinzuziehen. 

Von x, wissen wir bereits, daf es zwischen 8,2 und 0,6 
liegen muB (vergl. Tab. 3 und 4), und zwar offenbar von beiden 
Werten erheblich entfernt, da das Gleichgewicht von beiden Seiten 
offenbar noch lange nicht erreicht war. Eine erste Annäberung 
giebt daher der geometrische Mittelwert (2,8). 

Nun liefert der monomoleculare Ansatz 
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also einen gänzlich ausgeschlossenen Wert, während aus 


, 


2 — — und 2x,h, — 0,0036 
19 
sich findet 


LT, — 3,7, 


welche Zahl durchaus wahrscheïnlich ist und die wir daher bereits 
zur Berechnung der beiden letzten Kolumnen von Tab. 4 benutzt 
hatten. DaB hier nicht etwa ein ZirkelschluB vorliegt, geht schon 
daraus hervor, da es relativ wenig ausmacht, welchen (zwischen 
2 bis 5 liegenden) Wert von x, wir in Tabelle 4 benutzen. 

Somit ergiebt sich also schliefilich für 


T — 1811, x, — 3,7ccm NO pro Liter — 0,37 Volumprozent 
welcher Wert wohl keinen erheblichen Fehler enthalten dürfte. 


4. Bildung von Stickoxyd durch Knallgasexplosion. 


Von R. Bunsen!) ist eine Versuchsreihe mitgeteilt, nach 
welcher Gemische von Knallgas und Luft nach der Explosion 
merkliche Mengen von Stickoxyd enthalten künnen, und zwar 
wurde das Luftvolum vorher und nachher gemessen. Da das 
kondensierte Wasser offenbar im Laufe der nicht unbeträchtlichen 
Zeit, welche zwischen der Explosion und der Ablesung der übrig 
gebliebenen Luftmenge liegt, das gebildete NO, ziemlich vollständig 
absorbieren wird, so erhalten wir die Volumprocente an primär 
bei der hohen Temperatur, bei der bekanntlich NO, in NO+10, 
sich spaltet, gebildeten Menge NO durch Division der verschwun- 
denen Luftmengen mit 1,5. Die Reaktionstemperatur schlieflich 
läft sich schätzungsweise aus den Drucken ableiten, die man im 
Augenblick der Explosion erhält und von einer Reïhe Forscher in 
guter Ucbercinstimmung gefunden worden sind. Wenn weniger 
als 64 Volume Knallgas auf 100 Volume Luft kamen, bildete sich 
keine merkliche Menge von Stickoxyd, indem die rückständige 
Luft auch nicht um ein pro Mille ihr Volum vermindert hatte. 
Da die Temperatur bei einer Explosion von 100 Volumen Luft 
+64 Volumen Knallgas ca. 2200° beträgt”), so folgt daraus, daf 
bis zu diesen Temperaturen die Reaktionsgeschwindigkeit zwischen 

1) Ges. Abh. IT S. 886; Gasometr. Meth. $. 72. 

2) A. Langen, Untersuchungen über die Drücke, welche bei Explosionen 
auftreten. Berlin 1903 bei Springer. 
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Stickstoff und Sauerstoff noch zu klein ist. Dies ist aber insofern 
in Uebereinstimmung mit den im vorigen Abschnitt mitgeteilten 
Erfahrungen, als bei 1937° die Reaktion von einem momentanen 
Verlauf noch jedenfalls weit entfernt war. Anders bei noch 
hôüheren Temperaturen; hier wird offenbar die Reaktionsgeschwin- 
digkeit so auferordentlich gro8 werden, da8 während der Dauer 
der Maximaltemperatur, die ich nach den in der erwähnten Arbeit 
von Langen mitgeteilten Diagrammen auf ca. 0,0025 Sekunden 
schätze, merkliche Bildung von NO stattfindet, und es muf ein 
Temperaturintervall geben, wie aus den im ersten Abschnitt mit- 
geteilten Erwägungen folgt, woselbst die gefundenen Werte den 
Gleichgewichtskonzentrationen nahe kommen werden. 

Folgende sind die von Bunsen gegebenen Werte; in der 
dritten Columne babe ich die Prozente NO, in der vierten nach 
Langen die (absoluten) Temperaturen hinzugefügt. 


Tabelle 5. 
Vol Knall Rückständi 
co 100% Slume Lrfs gi Luft ‘#°| Prozent NO T 
64,31 99,90 °/o 0,07 2200 + 273 — 2473 
78,76 99,43 0) 0,38 2500 +273 — 2773 
97,84 96,92 0) 2,05 27004273 — 2973 
226,04 88,56 °/o 7,63 ca. 8200 +273 — ca. 3473. 


Da in den drei ersten Versuchen der Prozentgehalt viel 
schneller ansteigt, als der Thermodynamik entspricht, so befinden 
wir uns offenbar im Gebiete zwischen 7, und 7, (vergl. Fig. 2); 
vom dritten zum vierten Versuch wächst der Prozentgehalt we- 
nigstens annähernd, wie es die Theorie verlangt, wenn auch der 
letzte Wert (vielleicht infolge von Bildung von H,0,) ctwas hoch 
scheint. Es ist aber wohl nicht zu gewagt, wenn wir den Mittel- 
wert 

æ ca. b°Jo für, T — 3200 


als eine annähernde Gleichgewichtskonzentration ansehen. — Offen- 
bar wird sich ähnlich die Theorie zahlreicher Explosionsvor- 
gänge entwickeln lassen. 


5. Bildungsgeschwindigkeiten des Stickoxyds. 


Obwobl die Untersuchung dieser Frage nicht der eigentliche 
Gegenstand der Arbeit war, sei doch im Folgenden, was sich 
nebenbei darüber ergab, kurz zusammengefaft. 


ENEx 
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In der Litteratur fand ich nur die Angaben, daf weif- 
glühender Platindraht NO ziemlich rasch bis zur Entfärbung des 
gebildeten NO° zersetzt (Emich')); quantitative Angaben haben 
schon früher V. Meyer und Langer”*) gemacht, die fanden, daf 
bei 1200° NO unverändert bleibt, bei ca. 1690° aber vollständig 
in Stickstoff und Sauerstoff zerfällt. 

Die Gleichung 

(a, — %) (&, +%) 
B= Dai, = het) 


liefert für die Zeit z, in welcher in Luft die Hälfte des môglichen 


0 


Stickoxyds gebildet ist, indem wir x — 0 und x — _ setzen, 


rh 
Me, 


Da die Zahlen sich auf ein Liter Luft beziehen, der Heizraum 
aber nur 5,2ccem beträgt, so ist die wirkliche Erhitzungszeit 
1,61 Minuten — 97 Sekunden (bei 1538. Der Tab. 1 (Versuch 
No. 1) ferner entnehmen wir das Resultat, daB bei é — 1737° und 
bei einer Durchstrômungsgeschwindigkeit von 10° pro Liter das 
Gleichgewicht etwa zur Hälfte erreicht ist; da der Heizraum des 
kleinen Iridiumofens ca. 5 cem beträgt, so war bei diesem Versuch 
die Luft 1/20 Minute — 3 Sekunden auf der Versuchstemperatur. 
Versuch 7 Tab. 2 giebt, da der Heizraum des grofen Iridiumofens 
17 ccm betrug, ca. 4 Sekunden für den gleichen Zeitraum. 

Den Versuchen Bunsen’s entnehmen wir schliefilich das Re- 
sultat, daf bei ca. 2600° das Gleichgewicht im Momente der Ex- 
plosion (ca. 0,0025 Sekunden) etwa zur Hälfte sich einstellt. Der 
Partialdruck der Luft im Moment der Explosion betrug hier etwa 
2,7 Atm., bei 1 Atm. würde die Zeit somit ca. 7,8.0,0025 — 0,018 
Secunden betragen. 

Wir haben somit folgende kleine Tabelle, die, wenn auch weit 
entfernt, exakte Zahlen zu liefern, doch die Reaktionsfähigkeit 
von Stickstoff und Sauerstoff bei verschiedenen Temperaturen 
illustrieren dürfte. 


— 3067. 


1) Wiener Monatshefte 13 S. 78 (1893). 
2) l’yrochem. Untersuchungen S$. 66. 


8 # 


nue rep erqe pars . 
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Zeiïten, die erforderlich sind, damit in Luft von Atmosphärendruck 
sich die Hälfte des müglichen Stickoxyds bildet. 


Tabelle 6. 
Temp. | Sekunden 
12000 sehr lange 
1538° 97 
1737° 3,5 
2600° | ca. 0,018. 


Offenbar ist es die auBerordentliche Trägheit des Stickstoffs, 
die bei Temperaturen, bei denen wir sonst einen momentanen Ver- 
lauf anzutreffen gewohnt sind, noch mefbare Zeiträume liefert. 
Eine genauere Untersuchung der Geschwindigkeitsverhältnisse dürfte 
auch als ein Beispiel für die Aenderung der Reaktionsgeschwin- 
digkeit innerhalb eines sehr weiten Temperaturintervalls von all- 
gemeinerem Interesse sein. 


6. Gleichgewichtstabelle. 
In der Gleichung 


wird, indem wir die Volumprozente x des gebildeten NO einführen, 


2 


(79,2 bez. 20,8 Gehalt der Luft an N, bez. O,). Die Gleichung 
D 48200 (T,—T) 


K — 


LB 7 15 LT 
wird für 
T, — 2200, x, — 0,99 
1 
en LRO 40 2 
V{rse-5)(208-5) 
2 
oder, da 5 klein gegen 20,8 ist, hinreichend genau 
x 2200 — T 


— log’ 0,0249 — 2,141 


DE TS —001822) T 
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In der folgenden Tabelle ist 


ss æ 
VE = Gou-0v8s 


für eine Reihe von Temperaturen berechnet; in der letzten Co- 
lumne befinden sich die Werte der Volumprozente x. 


Tabelle 7. 
1500 2,52 0,10 
1600 8,96 0,16 
1700 b,92 0,23 
1800 8,54 0,34 
1900 11,6 0,46 
2000 15,4 0,61 
2100 19,9 0,79 
2200 24,9 0,99 
2300 831,2 1,23 
2400 88,0 1,50 
2500 45,6 1,79 
2600 59,7 2,10 
2700 62,7 2,46 
2800 72,8 2,83 
2900 82,9 3,20 
3000 93,7 8,60 


3200 117,9 | 4,48. 


Wenn wir zum SchluB die beobachteten Werte neben die aus 
obiger Tabelle interpolierten stellen, 


Tabelle 8. 


HA HA 
T | beob. | ber. 
1811 0,37 0,35 
2033 0,64 0,67 
2195 | 0,97 | 0,98 
8200 | ca.5 44 


so dürfen wir aus der unerwartet guten Uebereinstimmung wobhl 
schlieBen, daf die in dieser Arbeit abgeleiteten Gleichgewichts- 
werte der Wahrheit sehr nahe kommen werden. — 

Bei den obigen Versuchen hat mich mein Privatassistent Herr 
Jellinek eifrig und verständniBvoll unterstützt, 


Luftelektrische Messungen bei 2 Ballonfahrten. 


Von 
H. Gerdien. 


Vorgelegt in der Sitzung am 9. Juli 1904 durch Herrn E. Wiechert. 


Methode der Leitfähigkeitsmessung. 


Im Jahre 1903 hatte ich Gelegenheit, meinen Apparat zur 
Messung der elektrischen Leiïitfähigkeit, der specifischen Ionenge- 
schwindigkeit und specifischen Ionenzahl in der freien Atmosphäre 
bei einigen Ballonfahrten !) zu verwerten. Es hatte sich gezeigt, 
daB die Voraussetzung, die der Methode zur Messung der Leit- 
fähigkeit und specifischen Ionengeschwindigkeit zu Grunde lag, die 
langsame zeitliche Aenderung der specifischen Ionenzahl in der 
Atmosphäre nicht immer erfüllt ist. Am Schlusse meines Be- 
richtes über die Messungen der Leitfähigkeit im Jahre 1903 hatte 
ich bereits eine Aenderung der bisher von mir angewandten Me- 
thode angegeben, welche die Messungen der Leitfähigkeit und 
specifischen Ionengeschwindigkeit von den Aenderungen der speci- 
fischen Ionenzahl unabhängig machen sollte. Der damals bezeich- 
nete Weg wurde nun in der Tat durch Verwendung der folgenden 
Anordnung eingeschlagen. Einem Luftstrome von bekannter Ge- 
schwindigkeit wird in einem ersten Cylinderkondensator, zwischen 
dessen Elektroden ein hinreichend schwaches elektrisches Feld be- 
steht, ein meBbarer Bruchteil seines Gehaltes an lonen entzogen, 


1) H. Gerdien, Die absolute Messung der elektrischen Leitfähigkeit und 


der specifischen Ionengeschwindigkeit in der Atmosphäre, Phys. Zeitschrift. 4, 


S. 632—635. 1903. Messungen der elektrischen Leitfähigkeit der freien At- 
mosphäre bei 4 Ballonfahrten, Nacbr. d. kgl. Ges. d. Wiss. zu Gôttingen 1903, 
S. 382—399,. 

Kgl. Gos. d. Wiss, Nachrichton. Math.-phys. Klasse 1904. Hoft 4. 2 
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der Rest wird in einem zweiten Cylinderkondensator mit hin- 
reichend starkem elektrischen Felde bestimmt. 

Es seien 

V' und V” die Anfangs- und Endpotentialdifferenzen zwischen 
den Elektroden des ersten Cylinderkondensators, gemessen in 
elektrostatischem Mañ, 

V, und V, die entsprechenden Potentialdifferenzen zwischen 
den Elektroden des zweiten Cylinderkondensators, 

‘C, bezw. C, die Kapacität des ersten bezw. zweiten geladenen 
Systems, 

G, bezw. (, die mittlere Luftgeschwindigkeit im ersten bezw. 
zweiten Cylinderkondensator, 

au la PELW. Fin x die Radien der äuferen und inneren Cy- 
linderfäche des ersten bezw. zweiten Cylinderkondensators, 

l, bezw. !, die Länge der inneren Elektrode des ersten bezw. 
zweiten Cylinderkondensators, 

t die Dauer der Beobachtung (in Sckunden), 
dann gilt für den ersten Cylinderkondensator !) 


lg W 
— 1g V'-ig Lx Y un) 


und ein entsprechender Ausdruck für &.n,.v,, 
des einzelnen Ions (in elektrostatischem Ma8), 

v, bezw. r, die spec. Geschwindigkeit der positiven bezw. 
negativen Ionen (in elektrostatischem MaB), 

n, bezw. n, die Zahl der positiven bezw. negativen Ionen im 
cem bedeutet. 

Die Geschwindigkeit des Luftstromes im ersten Cylinderkon- 
densator mu dabei folgender Bedingung genügen ?): 


worin & die Ladung 


Nimmt man an, daf die Luft verschiedene Arten von lonen eines 
Vorzeichens enthält, so gicbt die Messung der Spannungsabnahme 
£ à à { N NO À ones : ; . 

am ersten Cylinderkondensator En Cri Tr Mis Cac) WOLIN 1, Dors. 
die specifischen Ionenzahlen bezw. specifischen Ionengeschwindig- 


1) Vergl. IL Gerdien, L c. 

2) In meiner Arbeit ,\Messungen der elcktrischen Leitfähigkeit ...“, Nachr. d. 
Kgl. Ges. d. Wiss. zu Gôüttingen, 1908, S. 385 steht im Zähler der entsprechenden 
Formeln irrtümlich der Faktor 4 statt 2. 
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keiten für die einzelnen Ionenarten bezeichnen; dabei hat die 
Luftgeschwindigkeit in dem ersten Cylinderkondensator der obigen 
Formel zu genügen, in der für v,,, der grôfeste vorkommende 
Wert einzusetzen ist. Bezeichnet man die Leitfähigkeit der Luft 
mit À, die Aggregate e.u,v, mit À,, e.u,0,, Mit À,..., der 
Gesammtanteil der positiven Ionen an der Leitfähigkeit mit 4, und 
den der negativen Ionen mit 4,, so ergiebt also eine Messungs- 
reihe mit negativer Ladung der inneren Elektrode des ersten 
Cylinderkondensators 4, — 4,+4,,... eine solche mit positiver 
Ladung 4, = 4,+4,..., und 4 = À,+4, und zwar unabhängig 
von der Luftgeschwindigkeit G. Die Voraussetzungen über die 
Art der Luftstrôomung, des elektrischen Feldes der Ionisierang 
und der Molisierung sind die in meinen früheren Arbeiten er- 
ürterten. 

Ist der zweite Cylinderkondensator in seinen Dimensionen, 
seinem elektrischen Felde und der Luftgeschwindigkeit G, so be- 
messen, daB er dem durchgesaugten Luftstrome alle darin noch 
vorhandenen lonen entzieht, so gilt: 

CPS RC) 


= 2 
M” NC CU 2 


und der entsprechende Ausdruck für e.n, Nimmt man wieder 
für jedes Vorzeichen verschiedene lonenarten an, so gelten die 
entsprechenden Formeln; eine Messungsreihe mit negativer Ladung 
der inneren Elektroden giebt also 


EN, = E(n; +...) 
und eine entsprechende Messungsreihe mit positiver Ladung 
EN, = EN +) 


Es liefBe sich auch für den zweiten Cylinderkondensator unter 
der Voraussetzung geradliniger Stromkurven leicht die Bedingung 
angeben, der die Luftgeschwindigkeit G, zu genügen hat, damit 
alle Ionen dem Luftstrome entzogen werden, doch soll davon Ab- 
stand genommen werden, weil durch Wirbelbildung hinter der 
inneren Elektrode des ersten Cylinderkondensators wahrschemlich 
in Wirklichkeit eine rechnerisch nicht verfolgbare Durchmischung 
des Luftstromes erfolgt !). 


1) Aus diesem Grunde war der hintere Kondensator so dimensioniert, da 
schon ohnc das Vorhandensein des ersten Kondensators die Entzichung aller Ionen 
gesichert war. Vgl. auch S. 286, 

21* 
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Aus den Formeln 1) und 2) ergeben sich v, bezw. v, und zwar 
im Falle mehrerer Ionenarten von jedem Vorzeichen die soge- 
nannten mittleren spec. Ionengeschwindigkeiten 


M a Non Vpi F pa Vos + + e 


2 Na rl. 
und 
D Nos Vos Me Vue T°: À 
£ Na + Noa 4 E £: 


Apparate zur Messung der Leitfähigkeit. 


Die Apparate zur Messung der Leitfähigkeit, die bei den 
beiden Fahrten benutzt wurden, unterschieden sich wesentlich 
durch die Konstruktion des ersten geladenen Systems, dessen 
Elektroden auf geringe Potentialdifferenz geladen werden sollten. 

Nach langwierigen Versuchen, die das Ziel hatten ein Elektro- 
meter von etwa Bb bis 20 Volt Mefbereich zu schaffen, das einer 
festen, sorgfältig horizontierten und erschütterungsfreien Auf- 
stellung nicht bedurfte, schien mir die bekannte Bohnenberger- 
sche Anordnung nach Anbringung einiger Aenderungen, die sie 
für Arbeiten im Luftballon geeignet machen, die vorteilhafteste 
zu sein. Das Aluminiumblättchen des Elektrometers stand in 
leitender Verbindung mit der inneren Elektrode des ersten Cylinder- 
kondensators, die beiden Platten, zwischen denen es im Inneren 
des Elektrometergehäuses frei herabhing, wurden durch je eine in 
staubdichter Umhüllung untergebrachte, in ihrer Spannung getrennt 
regulierbare Zambonisäule auf entgegengesetzt gleichen Potentialen 
gebalten. 

Die Zambonisäulen waren mittels Bajonettverschlusses am 
Elektrometergehäuse befestigt und konnten schnell durch Reserve- 
säulen ersetzt werden, sobald sie infolge niedriger Temperatur 
oder aus anderen Gründen versagten. Die auf entgegengesetzt 
gleiche Potentiale geladenen Elektrodenplatten hatten eine solche 
Form erhalten, daB einerseits ein Anschlagen des Aluminiumblätt- 
chens unmôglich gemacht, andererseits ein geeigneter Gang der 
Empfindlichkeit innerhalb des Mefbereichs des Elektrometers er- 
reicht wurde. Man konnte durch Regulieren der Säulenspannung 
erreichen, daf das Blättchen zwischen 3 und 10 Volt etwa 1 mm 
Ausschlag für 1 Volt gab, daB dagegen über 10 Volt Spannung die 
Empfindlichkeit bis auf etwa 8 Volt/mm Ausschlag sank. Die 
unter etwa 3 Volt liegenden Spannungen waren infolge der un- 
sicheren Einstellung des Aluminiumblättchens in der Nähe der 
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Nulllage nicht mit der wiünschenswerten Genauigkeit meBbar. Die 
parallaxefreie Ablesung der Blättchenausschläge geschah mittels 
Lupe und gespiegelter Skala in der von Elster und Geitel!) 
angegebenen Form; unter der Millimeterteilung der Skala war 
eine kleine Libelle befestigt, deren Blase gleichzeitig mit der Ab- 
lesung des Blättchenausschlags im Spiegel beobachtet und durch 
Anheben des Apparates in die Nullstellung gebracht wurde. 1 mm 
Verschiebung der Blase entsprach einem Anschlag des Blättchens 
aus der Ruhelage um etwa 0,1mm. Die innere Elektrode des 
ersten Cylinderkondensators, deren aus einer dünnen stählernen 
Blattfeder gebildeter Träger von oben frei in das Elektrometer- 
gehäuse hineinragte und an seinem unteren Ende das Aluminium- 
blättchen trug, ruhte auf einem im Inneren des Elektrometerge- 
häuses untergebrachten, vor Staub und Feuchtigkeit gut ge- 
schützten Bernsteinisolator. Durch zwei seitlich in das Elektro- 
metergehäuse eingeführte Schubstangen konnten die Elektroden- 
platten von den Polen der Zambonisäulen abgehoben und von 
beiden Seiten gegen die Befestigungsstelle des Aluminiumblattes 
gedrückt werden, dem sie so auf dem Transport als Schutzbacken 
dienten. 

Wegen der Veränderlichkeit der Zambonisäulen, die zum 
Laden der Elektrodenplatten dienten, mufite die Empfindlichkeit 
des Elektrometers vor und nach jeder Messung kontrolliert werden. 
Dieses geschah mittels einer Batterie von 40 kleinen Kalomel-Ele- 
menten (1 Kalomel-Element — 1,06 Volt bei Zimmertemperatur), 
die auf Hartgummirähmchen in einem kleinen Holzkasten montiert 
waren. Auf dem Deckel des Kastens waren 5 isolierte Kontakt- 
stifte angebracht, zwischen denen je 10 Elemente laxen. Da die 
kleine Eichbatterie sich ausgezeichnet bewährt hat und es vielleicht 
für luftelektrische Beobachtungen auf Reisen von Wichtigkeit sein 
kann, stets die Eichung der Blättchenelektrometer unmittelbar 
nach ihrem Gebrauch kontrollieren zu kônnen, soll die Herstellung 
dieser transportablen Elemente kurz beschrieben werden. Ein 
Glasrôhrchen von 6 mm lichter Weite, 1 mm Wandstärke und 7 cm 
Länge ist an einem Ende zugeschmolzen; in den Boden ist eine 
Elektrode aus 0,5mm dickem Platindraht eingeschmolzen. Man 
bringt in das Gläschen einen Tropfen reines Quecksilber, schüttet 
darüber etwa 10 mm hoch Kalomel, befeuchtet mit 5 bis 10°Liger 
Zinkchloridlôsung und setzt darauf einen Stopfen aus Glaswolle ; 


1) J. Elster und IL. Gcitel, Ucber cine Verbesserung der Ablesung am 
Exnerschen Elcktroskop, Phys. Zeitschr, 4 $S, 137—158. 1902, 
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auf die Glaswolle setzt man ein Stück Glasstab von etwa 15 mm 
Länge, das mit sehr geringem Spielraum in das 6 mm im Lichten 
messende Rôhrchen hineinpañit. Ueber den Glasstab preft man 
wieder mit Zinkchloridlüsung befeuchtete Glaswolle bis zu einem 
Abstande von etwa 20 mm vom oberen Ende des Rôhrchens. In 
die Glaswolle läBt man das Ende eines 1 mm dicken und 4mm 
breiten Zinkblechstreifens bineinragen, der auBerhalb des Rôhrchens 
rechtwinklig umgebogen und mit einem angelôteten Kupferdraht 
versehen ist. Das Ende des Gläschens wird mit geschmolzener 
Harz-Gummi-Kittmasse zugegossen. Die Verbindung der Elemente 
geschieht mittels kleiner Messingdoppelklemmschrauben. Bei der 
Füllung der Elemente wird immer eine an der Glaswolle haftende 
kleine Luftblase mit eingeschlossen, die das Gläschen bei Tempe- 
raturänderungen vor dem Zersprengtwerden schützt. Der nahezu 
dicht schlieBende Glasstab in der Mitte des Elementes verhindert, 
daB von der Zinkelektrode abfallende Partikel in das Quecksilber 
geraten und giebt dem Element im Verein mit den Glaswolle- 
stopfen einen inneren Widerstand, der es gegen Kurzschlufi un- 
empfindlich macht. 

Die Batterie von 40 Elementen hat in ihrem sehr stark ge- 
arbeiteten Schutzkästchen ein Gewicht von 1250 gr. 

Die Konstanten des bei der Fahrt vom 14.IV. benutzten 
Apparates waren folgende : 


C, = 16,2 cm, C, — 17,4 cm. 
1, = 20cm, !, — 31,2 cm. 
Va = Vo —= 2,45 cm. 
ra = 0,25cm, r, — 0,50 cm. 
G, = 390 cm/sec (bei einer Umlaufszeit des Federgehäuses von 33 sec). 


Die Erprobung des Apparates bei der Ballonfahrt vom 14. IV. 
zeigte eine Reiïhe von Schwierigkeiten, die zum Teil die Genauig- 
keit der Leitfähigkeits - Bestimmungen herabdrückten, zum Teil 
aber auch durch den Zeitaufwand, den sie zu ihrer Ueberwindung 
erforderten, sehr stürend wurden. Die Einstellung der Libelle 
des Bohnenbergerschen Elektrometers, die auf fester Unter- 
lage keine Schwierigkeit bietet, ist im Ballonkorbe eine nur 
schwer lôüsbare Auéfgabe; für die nach jeder Beuutzung des Elek- 
trometers notwendige Eichung mittels der Normalbatterie wurde 
zuweilen wegen der Schwierigkeiten, die diese Einstellung machte, 
eine grüere Zeit beansprucht als für die eigentlichen Messungen. 
Dazu kam, daf wegen der verhältnismäBig kleinen Kapacität des 
vorderen Systems die Spannungsabnahme an diesem schon einen 
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gut mefbaren Betrag erreichte, während an dem zweiten Elektro- 
meter noch keine hinreichend genau meBbare Abnahme der Blättchen- 
divergenz eingetreten war. Da mir überdies die Verwendung von 
Zambonisäulen zu Mefzwecken bei niedrigen Temperaturen, 
wie sie bei einer Hochfabrt vorkommen, selbst bei dauernder Kon- 
trolle der Elektrometer - Empfindlichkeit Bedenken erregte, nahm 
ich sofort nach meiner Rückkehr von der ersten Fahrt die Um- 
änderung ‘) des Apparates in Angriff. 

Bei meinen früheren Arbeiten hatte sich eine variable Kapa- 
cität als Mittel zur Herstellung niedriger Spannungsdifferenzen 
bewährt; es lag daher nahe, wieder diese Methode zu verwenden, 
zumal sie den nicht unwesentlichen Vorteil bietet, bei dem vor- 
deren geladenen System je nach der Grôfe der zu messenden 
specifischen Ionengeschwindigkeiten verschiedene Kapacitäten an- 
zuwenden, wodurch es môüglich gemacht wird, die Ablesungen an 
dem Blättchenelektrometer immer an den zur Erreichung einer 
môglichst hohen Genauigkeit günstigsten Stellen des MeBbereichs 
vorzunehmen. 

Die Dimensionen des vorderen Cylinderkondensators waren 
die gleichen, wie diejenigen des bei der Fahrt am 14. IV. benutzten 
Apparates. Der Träger der inneren Elektrode besteht (wie bei 
den früher von mir benutzten Anordnungen) aus einer dünnen 
Blattfeder; diese ist auf dem Blättchenträger eines Aluminium- 
blattelektrometers befestigt, dessen Gehäuse dicht mit dem äuBeren 
Rohr des Cylinderkondensators verbunden ist. Der Blättchen- 
träger durchdringt den isolierenden Bernsteinstopfen des Elektro- 
meters und trägt an seinem unteren Ende ein System konaxialer 
Rôhren (Wandstärke 0,5 mm, freie Länge 32 mm, äuBerer Durch- 
messer des äuBersten Rohres 30 mm. Der isolierende Bernstein- 
stopfen ist fest in ein Rohr von 4mm Wandstärke eingepañt *), 
das an seinem unteren Ende eine hartangelôtete Messingplatte 
trägt. Mit dieser sind 3 unter Winkeln von 120° versetzte 
parallele cylindrische Führungsstangen verschraubt (Durchmesser 
10mm), deren untere Enden durch eine andere Platte fest ver- 


1) Der tatkräftigen Unterstütznng der Herren Spindler u. Hoyer ist es zu 
danken, daB dieser Umbau des Apparates in seinen wesentlichen Teilen in der 
kurzen Zeit bis zu der nächsten Fahrt am 5. V. 1904 gelang. 

2) Da der thermische Dilatationskoeffizient von Bernstein erheblich grôBer 
ist als derjenige von Messing, empfiehlt es sich, um ein Lockerwerden des Stopfens 
in seiner Fassung bei niedrigen Temperaturen zu verhüten, das Messingrohr 
vor dem Einpassen des Stopfens etwas anzuwärmen; zu starke Erwäürmung führt 
leicht zu Sprüngen im Bernstein, welche mit Verschlechterung der Isolation ver- 
bunden sind. 
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bunden sind. Die drei Stangen dienen einem zweiten System 
konaxialer Rühren (Wandstärke 0,5 mm, freie Länge 32 mm, äuBerer 
Durchmesser des äuBersten Rohres 32 mm) als Geradführung, das 
vertikal soweit nach oben oder unten verschoben werden kann, 
daB es in das obere isolierte System (mit 0,5 mm Abstand der 
Rohrwände) auf 30 mm Länge hineintaucht oder bis zu einem Ab- 
stande der Rohrenden von 10 mm von diesem entfernt ist. Beide 
Rohrsysteme sind von einer cylindrischen Büchse (8,5 cm Durch- 
messer, 13,5 cm Länge) staubdicht umschlossen, deren obere Stirn- 
platte mit dem Elektrometergehäuse verschraubt ist, während die 
untere centrisch einem mit Stopfbüchse abgedichteten und mit 
Millimeterteilung versehenen cylindrischen Stift den Durchtritt 
gestattet, mittels dessen das bewegliche Rohrsystem von aufen um 
mefbare Beträge verschoben werden kann. Das obere Ende des 
Stiftes ist nicht fest mit dem Rohrsystem verbunden, sondern be- 
sitzt seitlich 2 mm Spielraum und in der vertikalen Richtung 1 mm 
toten Gang; da so das ganze innere System vôllig frei von den 
Wänden der umhüllenden Büchse ist, kônnen StôBe und Beschädi- 
gungen, welche diese treffen, nicht zu Deformationen der im Inneren 
befindlichen Teile führent) Der vordere Cylinderkondensator 
nebst Elektrometer und variabler Kapacität wird zum Transport 
neben dem zweiten Cylinderkondensator verpackt; für die Mes- 
sungen wird das äufere Rohr des vorderen Cylinderkondensators 
auf das äufere Robr des hinteren Cylinderkondensators aufge- 
setzt, dessen vorderes Ende aus der Stirnwand des umhüllenden 
Schutzkastens hervorragt (siehe Figur 1). Beide Elektrometer wie 


Figur 1. 


1) Bei dem am 5. V. 1904 benutstem Apparat war die Geradführung des 
beweglichen Rohrsystems noch nicht in der beschriebenen Art vor Deformationen 
geschützt, auch konnte aus Mangel an Zeit nur die Verschicbung zwischen zwei 
festen End-Anschlägen cingerichtet werden. Auf der Rückreise hatte der Apparat 
Deformationen erlitten, dic seinen weiteren Gebrauch ausgeschlossen haben würden. 
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auch die variable Kapazität sind mit Natriumtrocknung ver- 
sehen. 

Die Dimensionen des hinteren Cylinderkondensators sind s0 
bemessen, daf auch ohne Vorschaltung des vorderen Cylinder- 
kondensators die vollkommene Entziehung aller Ionen aus dem 
durchgesaugten Luftstrome unter den angewandten Versuchsbedin- 
gungen und für die bei Atmosphärendruck vorkommenden speci- 
fischen Ionengeschwindigkeiten gesichert ist. 

Da sich bei den früheren Fahrten ergeben hatte, dal die Be- 
obachtung der Umlaufsgeschwindigkeit des Aspirators nach der 
bisherigen primitiven Methode (mittels Strichmarke am Umfang des 
Federgehäuses) die Aufmerksamkeit des Beobachters in unzu- 
lässiger Weise in Anspruch nimmt, wurde der Aspirator für die 
Hochfahrt vom 5. V. 1904 mit einem Zählwerk versehen. Durch 
eine Aenderung des Laufwerkes war die Fôrdergeschwindigkeit 
des Aspirators für diese Fahrt noch etwas gesteigert worden. 
Die Eichung des Aspirators geschah nach dem von Herrn H. Sche- 
ring und mir ausgearbeiteten Verfahren !). 

Die Kapacitätsbestimmung des vorderen Systems wurde nach 
der von mir beschriebenen Methode mittels der variabelen Kapa- 
cität ausgeführt?), wobei als Normalkapacität die Differenz der 
Kapacitäten zweier Cylinderkondensatoren von 9cm bezw. 40 cm 
Länge (Radius des äuBeren Cylinders 2,45 cm, des inneren 0,50 cm) 
benutzt wurde, deren innere Elektroden mittels centrisch aufge- 
lôteter, 0,25 mm dicker, 2,5 cm langer Drahtstücke mit den inneren 
Cylindern der zu eichenden Kapacitäten in Berührung gebracht 
wurden. Das Verhältnis der zu einem beliebigen Skalenteil ge- 
hôürigen Kapazität des variabelen Systems zur Maximalkapacität 
desselben wurde, soweit der Mefbereich des Blättchenelektrometers 
nicht ausreichte, dadurch bestimmt, daB die Maximalkapacität 
mittels einiger Normalelemente (in cinigen Fällen wurde auch von 
den Enden eines bekannten Widerstandes, der von einem mittels 
Präcisionsmilliampèremeters gemessenen Strome durchflossen war, 
abgezweigt) aufgeladen und die Spannung am Blättchenelektro- 
meter abgelesen wurde, die der zum betreffenden Skalenteil ge- 
hürigen Kapacität entsprach. Dieses Verfahren ist einfacher und 


1) H. Gerdicn und IL Schering, Ein Verfahren zur Messung der 
Strômungsgeschwindiskeit von Gasen mit besonderer Berücksichtigung luftelek- 
trischer Apparate. Phys. Zeitschr. 5, S. 297—298. 1904. 

2) IL Gerdien, Die Messung kleiner Kapacitäâten mittels einer meBbar ver- 
änderlichen Normalkapacität. Phys. Zeitschr. 5, S. 291—296. 1904. 
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genauer als die successive Ausmessung der variabelen Kapacität 
unter alleiniger Ausnutzung des Mefbereichs des Blättchenelektro- 
meters. 

Vorbedingung für einwandfreie Messungen mittels der Kom- 
bination von Blättchenelektrometer und variabeler Kapacität ist 
die Verwendung fehlerloser Aluminiumblättchen im Elektrometer. 
Blättchen, die sich unterhalb der Befestigungsstelle nicht in 
starker Krümmung durchbiegen, sondern noch auf eine kurze 
Strecke eine geringe Steifigkeit zeigen (die durch zu starkes Be- 
netzen mit Klebstoff hervorgerufen zu werden pflegt) sind un- 
brauchbar. Brauchbare Blättchen zeigen für gleiche Potential- 
differenzen innerhalb weniger Secunden die richtige Einstel- 
lung — sowohl für fallende als auch für steigende Potential- 
differenzen. 

Die Konstanten des bei der Ballonfahrt vom 5. V. 1904 be- 
nutzten Apparates waren folgende : 


C, (Minimum) — 23,7 cm, 

C, (Maximum) — 571 cm, 
= 20cm, 4, 91cm; 

— 1, —= 2,45 cm. 

= OU,O0 CN. 

G,= 493 cm/sec. (bei einer Umlaufszeit des Federgehäuses von 18 sec.) 


C, = 17,4 cm. 


v 


al 


ÿ. == 020 CM, 7, 


Apparat zur Messung des Potentialgefälles. 


Bei der Ballonfahrt vom 5. V. 1904 sollten neben den 
Messungen der Leitfähigkeit auch solche des Potentialgefälles vor- 
genommen werden; auf die Bedeutung derartiger gleichzeitiger 
Messungen in der freien Atmosphäre habe ich bereits früher hin- 
gewiesen!) — sollten sie einem einzelnen Beobachter gelingen, so 
war auf äuBerst einfache Handhabung insbesondere des Potential- 
gefälle - Apparates Gewicht zu legen. Mir standen bei den Vor- 
bereitungen der Potentialgefällemessungen im Freiballon vor Allem, 
die von Herrn Dr. F. Linke gesammelten Erfahrungen*?) zu 
Gebote. 


1) Vergl. Phys. Zeitschr. 4, S. 632—635, 1903 und Nachr. d. K. Ges. d. 
Wiss. zu Gôüttingen, 1. c. 

2) F. Linke, Ucber Messungen elcktrischer lotentialdifferenzen vermittels 
Kollektoren im Ballon und auf der Erde, Dissert. Potsdam 1901 und 

Ueber Messung von Potentialdifferenzen mittels Kollektoren unter besonderer 
Berücksichtigung radioaktiver Substanzen, Phys. Zeitschr. 4, S. 661—664. 1908, 


si 
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Die Wahl der Kollektoren konnte nicht zweifelhaft sein: 
wegen der gleiclzeitig vorzunehmenden Leitfähigkeits - Messungen 
mufite jede künstliche Ionisierung der Luft, die besonders bei 
fallendem Ballon grobe Fehler geben kann, vermieden werden. 
Neben den im Ballon ohnehin ausgeschlossenen Flammenkollektoren 
blieben daher die Elektroden aus radioaktiven Präparaten, so ver- 
lockend die Sicherheit und Bequemlichkeit ibhrer Verwendung auch 
ist, auBer Betracht. Auch von dem Gebrauch der von H. Ebert 
vorgeschlagenen Aktinoelektroden!) nahm ich Abstand, da auch 
diese durch Entsendung negativer Elektronen in das umgebende 
Gas wirken und so eine künstliche Elektrisierung herbeiführen ; 
auch muñite die Müglichkeit offen gehalten werden, auch in Dunst- 
schichten und bei Nacht arbeiten zu kônnen. Es blieben also nur 
Tropfkollektoren als brauchbar übrig, die sich in der ihnen von 
F. Linke gegebenen Form der Spritzkollektoren durch hervor- 
ragend gute Wirksamkeit und 6konomischen Fliüssigkeitsverbrauch 
auszeichnen. Die Kollektorgefäfie (aus Weïifblech) hatten je 11/4 
Liter Inhalt und waren an ihrem unteren Ende mit Hähnen ver- 
sehen; aus den Hähnen trat die Flüssigkeit in eine 25 bezw. 15 m 
lange Schlauchleitung aus Paragummi von 3 mm lichter Weïte und 
2mm Wandstärke (mit Stoffeinlage) ein. Neben jeder Schlauch- 
leitung war zur Sicherung gegen Zugbeanspruchung ein Stahldraht 
von 0,4mm Dicke herabgeleitet, der von 10 zu 10cm mittels 
Bindfaden an ihr befestigt war. Die unteren Enden der Schlauch- 
leitungen trugen die mit Filter und auswechselbarer Ausflufüffnung 
versehenen Kollektoren, deren Oeffnungen zwischen 0,1 und 0,2 mm 
Weite besafñen. Die Vorsicht, nahezu ein Dutzend Reserveteile 
mitzunehmen, erwies sich als sehr angebracht, da mehrfach ein 
Versagen der Kollektoren durch Verstopfung oder Bereifung ein- 
trat. Jeder Reserveteil war vor der Fahrt auf seinen Verbrauch 
geprüft worden; die Ausflufizeit der Füllung von 1'4 Liter lag 
bei 15m Druckhôühe zwischen 15 Minuten und 1 Stunde. 

Die Kollektorgefäfe hängen an mit Staub- und Feuchtigkeits- 
schutz versehenen Hartgummi-Isolatoren, die nach einem Vorschlag 
von Herrn H. Schering mit eingedrehten Nuten versehen waren; 
die Isolation war auch in mit Wasserdampf gesättigter Luft eine 
vorzügliche. 

Bei Potentialgefäillemessungen im Freiballon war es bisher 
schwierig, den bei Aenderungen der Hühenlage des Ballons zu- 


1) I. Ebert, Ucber elcktrische Messungen im Freiballon, Beitr. zur Geo- 
physik 6, S. G6—86, 1908. 
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weilen auftretenden grofen Aenderungen des Potentialgradienten 
durch schnelle Aenderang des Elektrodenabstandes zu folgen, um 
so in dem gegebenem MefBbereich des Elektrometers zu bleiben. 
Es erschien mir ausgeschlossen, neben den Leitfähigkeitsmessungen 
noch diese Arbeiten durchzuführen, wenn nicht durch eine Ver- 
besserung der Methode, das lästige Aendern des Elektrodenab- 
stands vermieden werden konnte.. Diese Aufgabe vermochte ich 
durch Verwendung eines Elektrometers mit geeignetem Mefbereich 
zu lôsen. Innerhalb eines gemeinsamen (Gehäuses befanden sich 
übereinander an dem gleichen (10 cm langen) Blättchenträger zwei 
Blättchenpaare; die unteren Blättchen bestanden aus der üblichen 
sehr dünnen Aluminiumfolie und waren so kurz bemessen, daf sie 
auch bei horizontaler Lage die Schutzbacken nicht berühren konnten. 
Die oberen Blättchen waren aus dickerer Folie hergestellt und 
etwas länger bemessen als die unteren. Der Mefbereich des unteren 
Blättchenpaares reichte von 40 Volt bis 300 Volt, der des oberen 
von 280 Volt bis etwa 800 Volt. So war es müglich, ohne Aen- 
derung des Elektrodenabstandes von 10m Potentialgefälle von 4 
Volt/m bis zu 80 Volt/m zu messen. Für noch grôBere Potential- 
gefälle wurde eine Kette von 7,5 m Länge mitgenommen, mittels 
deren der 15 m lange Schlauch mit dem dazugehôrigen Kollektor- 
gefä8 um 7,5m tiefer gehängt werden konnte, so da nun bei 
2,5 m Elektrodenabstand Gefälle bis zu 320 Volt/m mefbar wurden. 
Das Doppelelektrometer war durch einen Hartgummi-Isolator mit 
Nutenisoliert; das Gehäuse war mit Natriumtrocknung versehen !). 
Die Vorzeichenbestimmung geschah in üblicher Weise durch An- 
nähern eines mit Flanell geriebenen Hartgummistabes ?). Es war 
Sorge getragen worden, lichtelektrische Effekte an allen zu den 
Kollektoren und dem Elektrometer gehôrigen Metallteilen auszu- 
schlieen. 

Die Kollektorgefäfe und Schlauchleitungen wurden in einem 
kleinen Instrumentenkoffer verpackt; das Elektrometer war unter 
Zwischenschaltung zweier zu einander senkrechter Gelenke auf 
dem Boden eines flachen Kastens (vergl. Figur 2) (30 >< 50 > 10 em) 
montiert, konnte mittels zweier dreigängigen Stellschrauben schnell 
angenähert vertikal gestellt, und zum Transport auf den Boden 


1) Bei den Vorarbeiten zu den Potentialsefällemessungen unterstützte mich 
in dankenswerter Weise Herr IL Schering, Assistent am geophysikalischen 
Institut. 

2) Für Potentialgefällemessungen in Wolken und Dunstschichten, wo schnelle 
Wechsel des Vorzeichens vorkommen, wird sich ein dauernd angeschaltetes Bohnen- 
berger-Elektroskop zur Vorzcichenbestimmung empfeblen. 
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Figur 2. 


des Kastens umgeklappt werden. In dem Kasten fanden auch 
die Isolatoren, die Reserveteile und Zubehôr Platz. Nach Herunter- 
klappen zweier am Kastenboden mittels Scharnieren befestigter 
dreieckiger Bretter und Vorziehen zweier an den Seiten des 
Kastens verschiebbarer Metallhaken konnte der Kasten als Konsole 
nach auBen am Rande des Ballonkorbes befestigt werden. Der 
Deckel des Kastens lie sich dann aufen in der Vertikalebene 
durch zwei Haken feststellen; an seiner Rückseite waren wiederum 
mittels Scharnieren zwei dreieckige Bretter befestigt, die seitwärts 
ausgeschwungen werden konnten und an ihren nun in einem Ab- 
stand von 1,50 m befindlichen äussersten Ecken Haken zum Ein- 
hängen der Isolatoren und der an diesen hängenden Kollektoren 
trugen. Die ganze Anordnung lieB sich schnell gebrauchsfertig 
machen und verpacken und konnte so bei der Landung nicht ge- 
fäbrlich werden. Die Kollektorgefä8e wurden mit 96" Spiritus 
gefüllt, der in einem Sack von 20 Liter Inhalt aus Ballonstoff 
(nebst Umhüllungssack von grober Leinwand) mitgeführt wurde. 


Verhütung von Ballonladungen. Ballast. 


Nachdem schon eine Reïhe von Beobachtern auf die Stürungen 
durch Ballonladungen aufmerksam geworden war, die alle luft- 
elektrischen Messungen im Freiballon beeinträchtigen, gelang 
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H. Ebert!) der Nachweis, da diese Ladungen wesentlich durch 
reibungselektrische Vorgänge beim Sandwerfen hervorgerufen 
werden. Bei meinen früheren Ballonfahrten hatte ich auf Vor- 
schlag von Herrn Dr. F. Linke versucht, diese Ladungen durch 
Wirkenlassen eines nahe unter dem Korbboden angebrachten 
Spritzkollektors zu beseitigen. Dieser Spritzkollektor war auch 
bei der Fahrt vom 5. V. 1904 in Tätigkeit. Da jedoch nach 
meinen früheren Erfahrungen noch eine andere schädliche Wirkung 
des feinen Ballastsandes (Ionenadsorption) zu befürchten blieb, 
suchte ich den Ballastsand wenigstens für die Dauer der luft- 
elektrischen Messungen durch ein anderes, unschädliches Material 
zu ersetzen. 

Vorversuche, die ich an einem bôigen Tage im Freien vor- 
nahm, bhatten mir gezeigt, daf die Temperaturabnahme eines mit 
50 Litern warmen Wassers gefüllten Ballonstoffsackes ?) (mit Um- 
hüllungssack aus grober Leinwand) bei einer Temperaturdifferenz 
von 400 C. gegen die Lufttemperatur etwa 4° C. in der Stunde 
beträgt. Da im Ballon die Ventilation nur sehr schwach ist und 
da die Sonnenstrahlung im allgemeinen in denjenigen Hôhen, in 
denen die Lufttemperatur sehr niedrig wird, eine grofe Intensität 
zeigt, schien es mir wenigstens für eine Tagfahrt von 12 Stunden 
Dauer wobhl durchführbar, den Sandballast zum Teil durch warmes 
Wasser zu ersetzen, ohne ein Einfrieren desselben befürchten zu 
müssen. Ich verwendete bei beiden Fahrten 2 Säcke von je 50 Litern 
Inhalt, die oben und unten mit 30 mm weiten Schlauchansätzen 
versehen waren; an die unteren Schlauchansätze waren etwa 5 m 
lange Stücke von gummiertem Hanfschlauch angeschlossen. Die 
Säcke wurden vor der Abfahrt mit warmem Wasser von 60—70° C. 
gefüllt und liessen sich leicht von zwei Mann zum Korbe tragen, 
wo sie an dem Ringe über den Kôüpfen der Korbinsassen befestigt 
wurden. Der Ausfluf des Wassers konnte durch Schraubenquetsch- 
hähne reguliert werden. Diese Einrichtung erlaubte es im Verein 
mit einem von Herrn Prof. Wicchert angegebenen sehr empfnd- 
lichen Vertikalanemometer, das die geringsten Vertikalgeschwin- 
digkeiten des Ballons gegen die umgebende Luft sofort zu er- 
kennen und zu messen gestattet, die Hühenlage des Ballons während 
der Messungen in bisher unerreichter Vollkommenheit konstant 
zu halten. Die technischen Einzelheiten der Warmwasser-Ballast- 


1) IH. Ebert, Ueber clektrische Messungen im Freiballon, Beitr. zur Geo- 
physik 6, S. 66—86, 1908. 
2) Bezogen von A. Riedinger in Augsburg. 
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Eïnrichtung haben sich durchaus bewährt. Selbst für nächtliche 
Hochfahrten mit der dann auftretenden Ausstrablung wird man 
den Warmwasser-Ballast unbesorgt verwenden künnen, wenn man 
für etwas geringere Wärmedurchlässigkeit des Sackes (etwa durch 
Wattieren des Umhüllungssackes) sorgt; es dürfte sich nicht 
empfehlen, die Dimensionen des einzelnen Sackes noch grüBer 
zu wäblen — schon bei den 50 Liter-Säcken ist das Befestigen 
am Ringe bei etwas windigem Wetter nicht leicht. 


Resultate. 


1. Ballonfahrt. Abfahrt von der Charlottenburger Gasanstalt, 
14. April 1904, 8:34ma. Landung nahe Ober-Oberau bei Lüben 
(Schlesien), 7*15"p. Ballonführer: Dr. H. Elias, Teilnehmer: 
H. Gerdien. Am Tage der Fabrt lagerte hoher Luftdruck über 
dem bottnischen Busen und über Südosteuropa und war im Be- 
griff, sich über Mitteleuropa auszubreiten. Eine tiefe Depression 
lag westlich der britischen Inseln und hatte einen Ausläufer 
niedrigen Druckes bis über Norddeutschland ausgesandt. Die 
Fabrt fand in dem Uebergangsgebiet zwischen niedrigem Druck 
und hohem Druck auf der Südseite dieses Ausläufers statt. Der 
Verlauf der Isothermen in der Hühe war nach den Aufzeich- 
nungen des berliner Aeronautischen Observatoriums !) ein äuferst 
schnell wechselnder: in der Nacht vom 13. zum 14. April trat 
von 1000 bis zu 3000 m Hôhe Abkühlung ein, doch schon im Laufe 
des 14. April schnellen die Isothermen wieder in die Hühe. 

Am Morgen der Abfahrt war der Himmel ganz bedeckt und 
zeitweise fiel Regen; doch klarte das Wetter bald auf — in der 
Hühe zeigten sich Alto-Cumuli und Alto-Stratus, in geringen Hôhen 
wuchsen aus dunstigem Untergrunde Cumuli hervor, die im Laufe 
des Vormittags schnell an Mächtigkeit gewannen und dem Ballon, 
der infolge seiner schweren Leuchtgasfüllung sie nicht leicht über- 
flügeln konnte, keine ruhige Hühenlage zu halten erlaubten. Ab- 
wechselnd ergriffen aufsteigende Luftstrôme in der Nähe der 
Cumuli, in die der Ballon gelegentlich hineingezogen wurde, und 
absteigende Strüme in den Lücken zwischen ihnen den Ballon, 
der bald ungehinderter Sonnenstrahlung ausgesetzt zu steigen, 
bald von einer Wolke beschattet zu fullen gezwungen war. 

Die Leitfähigkeitsmessungen, die bei dieser Fabrt vorgenommen 


1) Das Wetter, 1904, Heft 5, 
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Zeit 


10h 06m a.— 
10h 36m a. 


10b 48m a.— 


11h 09m a, 


12h 29m p.— 


19h 37n p. 


12h 47m p.— 
1h 02m p. 


3h 10m p.— 


3h 250 p. 


3h 39m p.— 


3h 54m p. 


4h O9m p.— 


4h 18n: p. 
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wurden, sind aufer durch die oben erürterten Mängel des Appa- 
rates auch durch die unruhige Hôhenlage des Ballons beeinträchtigt, 
die infolge häufiger vertikaler Beschleunigungen die Einstellung 
der Elektrometerblättchen beeinfluft haben dürfte. Die in nach- 
stehender Tabelle zu den betreffenden Hôhen angegebenen Werte 
der Leitfähigkeit, der specifischen Ionengeschwindigkeïit und Ionen- 
zahl sind als Mittelwerte für die vom Ballon durchschnittenen 
Schichten zu betrachten. 


Hôhe über 
dem Meere 
in Metern 


850—1100 
1350—1200 
1500 
1450— 1680 


2150—2000 
1950—1730 


1600—1700 


Lu VRSs 


1,.10 
4 300 


np. 105 


(0,9) | (1,0) | 0,51 


VA 


1,.104 
300 


(1,2) | (1,2) 


(3,8) | (1,9) 


e.n, 105 


0,33 


0,66 


1550—700 


(0,15) 


(2,2) | (1,9) 


0,38 


Rel. Feuch- 
tigkeit in °/, 
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den Cumulus, 
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Während der letzten Messungsreihe beobachtete ich, da die 


negative Ladung des zum ersten Cylinderkondensator gehürigen 
Elektrometers zunahm, so oft Sand in den Korb hinein wirbelte; 
es ist daher eine Auswertung der Messungen unterlassen worden. 
Die in Klammern gesetzten Zahlen sind unsicher. 

Die Messungen der Leitfähigkeit und der specifischen Ionen- 
geschwindigkeit zeigen, soweit sie einwandfrei erscheinen, eine 
Zunahme beider mit der Hôhe; diese scheint besonders stark da 
aufzutreten, wo der Ballon aus dem etwas dunstigen Untergrunde 
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der Cumulusregion in absteigende Strôme klarer Luft hineinkommt. 
Der Anteil der negativen Ionen an der Elektricitätsleitung scheint 
nur wenig grüBer zu gpin als derjenige der positiven. Die spe- 
cifische Ionenzahl erhebt sich nur wenig über die am Erdboden 
vorkommenden Werte und erreicht selbst in der verhältnismäfig 
klaren Luft in der Hôühe von 2150—2000 m nur einen Wert, der 
0,66 elektrostatischen Einheiten in cbm entspricht. Die speci- 
fischen Zablen der positiven und negativen Ionen weichen in ent- 
sprechender Hôühe nur innerhalb der Beobachtungsfehler von ein- 
ander ab. Das ganze Bild des Verlaufes der Leitfähigkeit, spe- 
cifischen Ionengeschwindigkeit und der Ionenzahl zeigt grofie 
Aebnlichkeit mit demjenigen, das von Herrn Prof. Wiechert 
bei der Ballonfahrt vom 2. August 1903 vorgefunden wurde !). 
Auch der 2. August 1903 war ein Tag mit lebhafter Cumulus- 
Bildung in den unteren Schichten. Bemerkenswert sind auch die 
bei beiden Fahrten übereinstimmend erhaltenen relativ kleinen 
Werte der specifischen Ionengeschwindigkeiten; ob diese Vermin- 
derung der Beweglichkeit der Ionen in der Nähe von Cumulus- 
Wolken, also in Gebieten stürmischer Kondensation des Wasser- 
dampfes eine regelmäfige ist, wird erst ein grôBeres Beobach- 
tungsmaterial zeigen kôünnen. 


2. Ballonfahrt. Abfabrt von Berlin, Uebungsplatz des Luft- 
schiffer-Bat., 5. Mai 1904, 8:37" a. Landung nahe Tyczyn, 15 km 
von Sjeradz, Russ. Gouvernement Kalisch, 7 25" p. Ballonführer: 
Dr. H. Elias, Teilnehmer: H. Gerdien. Am 4. Mai lag eine 
Depression über dem Bottnischen Busen, während hoher Druck 
die Witterung in West-Europa beherrschte; tüiber Mittel-Europa 
lagerte ziemlich gleichmäBig verteilter Luftdruck. Am Tage der 
Fahrt zog die Depression nordosiwärts weiter, im Westen der 
britischen Inseln erschien eine neue Depression und auch über 
dem südüstlichen Europa bildete sich ein Gebiet niedrigen Druckes 
aus. Das westliche Hochdruckgebiet vom Vortage hatte sich 
über Frankreich behaupten kônnen; in Deutschland herrschte 
gleichmäfig verteilter Druck. Der vertikale Temperaturgradient 
war im Mittel 0,63°/100m, in Hôhen bis zu 6000m, zeigte also 
eine verhältnismäfig stabile Wetterlage an. Bis zu einer Strato 
cumulus - Decke in der Hühe von 1400 bis 1900m war der Gra- 
dient nahezu der des adiabatischen Gleichgewichts, über der 


1) Vergl. H. Gcrdien, Phys. Zeitschr. 4, S. 632—635, 1903 und Nacbr, 
der K. Ges. d. Wiss. zu Gôttingen, Math.-phys. K1.,, 1908, Heft 6. 
Egl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-pbys. Klasse. 1904. Heft 4. 22 
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Wolkendecke waren nur vereinzelte Cirren erkennbar und unge- 
schwächt trafen die Sonnenstrahlen auf das Wolkenmeer. 

Am Morgen der Fahrt herrschte unter der Wolkendecke 
bôüige Witterung, welche die Abfahrt einigermafen erschwerte; 
an die Montage der Apparate konnte vor der Abfahrt nicht ge- 
dacht werden, da der Ballon in wilden Pendelungen die haltenden 
Mannschaften hin und herzerrte; mit Mühe gelang es, den Wasser- 
ballast an dem Ringe zu befestigen. Der 1250 chbm fassende Ballon 
war mit 1100 cbm Wasserstoffgas gefüllt worden; da während des 
Abwiegens der Füllansatz sich ôffnete, mag er unter dem heftigen 
Winddruck wohl 100—150 cbm vor dem Loslassen verloren haben. 
Unmittelbar nach dem Loslassen geriet der Ballon trotz schleuniger 
Ballastausgabe mit dem Korbe in einer Telegraphenleitung fest, 
aus der er sich erst nach weiteren Ballastopfern lôste, um nun, 
infolge seines starken Auftriebes seiner durch den Gasverlust in 
recht beträchtliche Hôhe verlegten Gleichgewichtslage zuzueilen. 
Schnell war die Wolkendecke erreicht und durchstoBen und rund 
eine Viertelstunde nach der Abfahrt schwebte der Ballon in 
3200 m Hôhe. Wohl unter der schädlichen Nachwirkung dieser 
schnellen Druckerniedrigung auf die Korbinsassen konnte die Mon- 
tage der Apparate erst 1°/ Stunden nach der Abfahrt beendigt 
werden. Ueber der Strato-Cumulus-Decke begannen nun die luft- 
elektrischen Messungen; gegen Mittag wurde, da die geschlossene 
Wolkendecke bisher eine genauere Orientierung verhindert hatte, 
unter die Wolken gegangen. Bei diesem Abstieg und dem darauf 
folgenden Aufstieg konnten beim DurchstoBfen der Wolkendecke 
wichtige Potentialgefällemessungen vorgenommen werden. Im 
Laufe des Nachmittags wurde dann der Ballon stufenweise in 
die Hôhe getrieben; es gelangen bis zur Maximalhôhe von 6090 m 
zusammenhängende Leitfähigkeits- und Potentialgefällemessungen!). 

In der folgenden Tabelle sind die zusammengehôrigen Hôhen 
und Potentialgefälle, die daraus berechneten Ladungen der Vo- 
lumeneinheit und von meteorologischen Daten nur die relativen 
Feuchtigkeiten angegeben. In den Bezeichnungen wird das absolute 
elektrostatische MaBsystem benutzt, daneben ist das Potential- 
gefälle in der üblichen Einheit (Volt/m) angefübrt. Die hier an- 
gegebenen Potentialgefälle sind nicht korrigiert wegen der Influenz 
des Ballons oder wegen eventuell vorhandener Ballonladungen; 
nach Untersuchungen von Herrn Dr. F. Linke, die demnächst 


1) Herm Dr. H. Elias bin ich für seine freundliche Unterstützung bei der 
Handhabung des Potentialgefälle-Apparates zu Dank verpflichtet. 
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publiciert werden sollen, ist bei der hier verwendeten Anordnung 
eines dritten Kollektors in geringem Abstande unter dem Korbe 


die Korrektion wegen Influenz des Ballons nur klein. 


Ballon- 


ladungen dürften infolge der ausschlieBlichen Verwendung von 
Wasserballast unmittelbar vor und während der luftelektrischen 
Messungen und infolge der Wirksamkeit des dritten Kollektors 
ausgeschlossen sein. 


dann positiv 


k Potential- | Räumliche 
; "ss Potential- gefälle in Dichte in Ne 
Zeit Moss gefälle in| absolutem | absolutem tigkeit Bemerkungen 
Motétn Volt/m | elektrostat. | elektrostat,. in © 
Mas Ma8 ° | 

11h 19m a. 2916 + 12,8 | + 4,8.1074 40 Ueber den Wolken. 
1lbglmn. | 62920) FILE 8,11, 1—1,56.10-1| — F 

11b25ma. | 2948 | +118 | + 38 , sr L 

Tib33ma. | 2717 | + 7,6 |+ 25 , | _ 43 % 

11h 40m a. 9788 | HILO UE AU, FE = k 

11250ma. | 2650 | + 8,9 |+ 3,0 , MvravS TE 2 

11h 58m a, __2505 + 9,3 | + 8,1 , LS UT SN — Ë 

12204mp. | 2400 | + 8,6 |+ 29 , He ne 3 

1208mp. | 2274 | +16,7 | + 5,6 , as LD AE, pe 

1210mp. | 2267 | +171 |+ 5,7 , ee Fo Tr L 

122 12m p. 2281 + 10,0 | + 3,38 , 57 2 — | Dicht über den Wolken. 
1219mp. | 1949 | +170 |+ 6,7 , PE 67.3) » 51 Wind. 

12 21mp. 1962 | +203 |+ 68 , E 301) 27 Viel Wind von $. 
12h22mp. | 1971 | +10,1 | + 3,4 , TN SARL 58 Obere Wolkengrenze. 
12h 24m p. 1989 Is 1-61, F 100 Der Ballon schwimmt auf 
12h 25m 158 p.1 1989 | + 7,6 |+ 2,5 , EMOPE 94 | den Wolken, zuweilen 
12h27mp. | 1975 + 16,0 | + 5,8 , le 95 fligen Nebelfetzen in 
[2h 29m 305 p. 1982 Done Tp.+ hi à 100 den Korb; Wind! 
2h 32m308p.] 1972 | + 26,8 | + 8,9 , A De 98 In den Wolken. 
2b 37m30s p.| 1960 | + 6,4 | + 2,1 , (AAC PES 4 100_ | Der Füllansatz ist nur 
12h 460 p. 1948 | — 210 |— 7,0 , TETINE 100 (|ganz verschleiert sichtbar. 
1h 47mp. | 1924 | —25,1 |— 84, tn | 57 
(2h 48m306p| 1872 | —25,8 | — 8,6 , nan ere 96 
SE rt ER A fe PP res RE 
[9h 53m308p.| 1805 | + 7,2 | + 24 , UT à 96 
Bb57m30sp.) 1865 | —27,2 | — 9,1 , TEST 97 

12h 58n p. __1873 — 84,4 | — 11,5 , (96 , — 
[2h 59m 308 p.| 1885 — 39,0 | — 13,0 Pure — 

12 02m p. 1861 — 34,0 | — 11,3 ‘ prés # — à ; 

1204 p. 1842 unmessbar klein, téditen 97 |Die Erde wird zuweilen 


sichtbar; die Messungen 
müssen abgebrochen 
werden. 
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Nach Gelingen des Orientierungsversuchs wird der Ballon 
wieder hochgetrieben; Ballast-Verbrauch 41/2 Sack Sand. 


, Potential- | Räumliche 
re IPotential-| gefälle in | Dichte in |Relete 
Zeit . Sn gefälle in| absolutem | absolutem tigkeit Bemerkungen 
Ms 1D| Volt/m | elektrostat. | elektrostat. ns 0 
etern Ma8 MaB 0 
2h 17m sos p| mu | sp | HAE Na + 5,02.10-19 E es Ballon taucht in die 
2h 20m p. 1515 +145 |+ 48 , ns 1 USE ai 96 Wolken. 
| ee f] a —— 
2h 29m p. 1572 + 16,9 | + 5,6 , M dus In den Wolken. 
— “rs ES , ——————— 
2h 24m p. 1648 +927,1 | + 9,0 , (228) ,. — 5 
A (7 ER CE < 720 pren 
2h 26m30s p.| 1680 + 85,6 | +119 , 29, 232) 98 Es wird oben beller. 
SES AN TP re à À ? 
2h 28m 80 p| 1728 | +315 |+105 , || 97 
Pr RUN ENS MP 0 Page ANT 
2h 80n p. 1853 36,9 | + 12,3 Re a | OÙ 
en CHRPRANERSS 8 (— 86) Noch immer in den Wolken. 
2h 30m 308 p.| 1879 + 45,4 |+15,1 , C2 , — 
_ 2h3Imp. 1906 | +475 | +158 , neo — | Die Sonne dringt durch. 
2h 39m p. 1958 +378 | +126 , Si ea 92 |Obere Wolkengrenze, Wind. 
2h 34m 308 p: | 2078 +279 |+ 98 , TNT 52 | Dicht über den Wolken. 
hg7mp. | 2811. | +170 | E 5,7 | — "| 16 Ueber den Wolken. 
4b938mp. | 4913 | + 64 |+ 2,1 | 6 
——_——| "| 7 |(— 3,24) Der Ballon wird durch 
4h 37m p. 5036 ++ 26 , ————| — |Ausgabe von Wasserballast 
h EPS LE im langsamen Steigen 
Gh17mp. | (5850) | + 8,7 |+ 29 , 20 re 
5h27mp. | (5880) | + 8,4 | + 2,8 ——— |" — 


Nach Verbrauch des Wasserballastes wurde ‘/2 Sack Sand- 
ballast gegeben; momentan stellte sich starke Blättchendivergenz 
ein, die einem positiven Gefälle von 45 Volt/m entsprach. Sie 
stellte sich nach Ableiten beider Elektroden schnell in angenähert 
dem gleichen Betrage wieder her und war nach etwa 10 Minuten 
noch nicht auf die Hälfte gesunken. Der dritte Kollektor wirkte 
während dieses Versuches nicht mehr. 

Die Messungen der Leitfähigkeit, specifischen Ionengeschwin- 
digkeit und specifischen Ionenzahl ergaben die in der folgenden 
Tabelle zusammengestellten Resultate. 
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Hôhe über 
dem Meere 
in Metern 


LA 
300 


Rel. Feuch- 
tigkeit in °}, 


| Zeit 4,.104 __ e.n,.109,4,.104 e.n,. 108 Bemerkungen 


Ueber dem Ballon 
vollkommen wolken- 
loser, tiefblauer 


———_— | | ————__—_——_—_— | ————_—_—_— || | ———— 


fu 15,9 | 2,50 i Himmel. 
49m p.— 
00m Pp a ‘ 
Der Ballon wird 

PD— HE durch kontinuirliche 
55mp 

an le | AusoabovonWassere 
O2m p.— 
07m p gi ballast im langsamen 
32m p.— Île Steigen erhalten. 
42m p ME 
53m p.— Lit 
05m p Tr 4 


Diskussion der Resultate vom 5. Mai 1904. 


Die Potentialgefälle - Messungen haben ergeben, daB das elek- 
trische Feld der Atmosphäre in Hôhen über 3000 m zu sehr kleinen 
Werten herabsinkt; dieses Resultat steht im Einklange mit den 
von anderen Beobachtern vorgefundenen Verhältnissen. Die vor- 
liegenden Messungen haben die Kenntnis des Potentialgefälles bis 
etwa 900 m ausgedehnt und ergaben hier das positive Gefälle 
von etwa 8,5 Volt/m. 

Die Gefälle-Messungen in der Strato-Cumulus-Decke und ihrer 
Nachbarschaft zeigen das Vorhandensein stärkerer räumlicher La- 
dung in dem Bereich der Kondensationsprodukte an. Die räum- 
lichen Dichten wurden unter der Annahme verschwindender hori- 
zontaler Kraftkomponenten, also einer rein schichtenfürmigen An- 
ordnung der Ladungen, und zeitlicher Konstanz der gemessenen 
Gefälle-Werte berechnet. Beide Annahmen sind offenbar an der 
oberen und unteren Wolkengrenze, wo die Kollektoren bald in 
Nebelfetzen gehüllt, bald wieder sichtbar waren, nicht erfüllt. 
Inwiefern sie für das Innere der Wolkenschicht zutreffen, bleivt 
ebenfalls zweifelhaft; bei dem Abstieg durch die Wolkendecke 
und dem etwa 2 Stunden späteren Aufstiege wurden durchaus 
nicht die gleichen Ladungsdichten — stellenweise nicht einmal 
das gleiche Vorzeichen — in entsprechenden Hühen vorgefunden. 
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Beim Abstieg wurden in der Wolkendecke, nahe unter ihrer oberen 
Grenzfläche (1960—1872 m) vorwiegend negative Ladungen vor- 
gefanden; in dem unteren Teile der Schicht (bis herab zu 1805 m) 
waren vorwiegend positive Ladungen. Beim Aufstieg wurden 
dagegen in den unteren Teilen gerade vorwiegend negative 
Ladungen und nahe der oberen Grenzfläche positive vorgefunden. 
Dieses wechselnde Verhalten wird wohl erklärt durch die inten- 
siven Strôomungsvorgänge, die in einer solchen Schicht herrschen 
und notwendig eine rein schichtenfôrmige Anordnung der Ladungen 
zerstôren müssen. Die Berechnung der räumlichen Dichten aus 
den barometrisch gemessenen Hôhendifferenzen und den zuge- 
hôrigen Potentialgefälle - Messungen ist natürlich mit den Fehlern 
behaftet, welche bei diesen Messungen vorkommen; insbesondere 
sind die in Klammern gesetzten Werte infolge der Kleinheit 
der Hôhenintervalle als unsicher zu betrachten. Auch dürfte die 
lebhafte, bald aufwärts bald abwärts gerichtete Bewegung des 
Ballons in der Wolkendecke die Blättcheneinstellungen beein- 
trächtigt haben. Es sind diese Messungen nur als ein Versuch zu 
betrachten, der Frage nach den elektrischen Verhältnissen in aus- 
gedehnten Schichtwolken näher zu treten — zur Feststellung all- 
gemein geltender gesetzmäfiger Beziehungen wird man ein weit 
ausgedehnteres Beobachtungsmaterial abwarten müssen. 

Die Wichtigkeit der Lôsung der Ballastfrage konnte experi- 
mentell') im Ballon erwiesen werden und bestätigte die von 
H. Ebert gefundenen für luftelektrische Arbeiten im Ballon so 
unheilvollen Wirkungen des Sandballastes. Bemerkenswert ist 
das längsame Verschwinden der einmal vorhandenen Ballonladung : 
nach 10 Minuten ist sie noch nicht bis auf die Hälfte zurückge- 
gangen! Der Verbrauch von etwa 8—10 kg Sandballast täuschte 
also ein positives Gefälle von 45 Volt/m vor, während das wirk- 
lich vorhandene etwa 8,4 Volt/m betrug; man ersieht daraus, zu 
welch groben Fehlern bei luftelektrischen Messungen die aus- 
schliefiliche Benutzung von Sandballast führen kann. 

Die Messungen der Leitfähigkeit ergaben nahezu deren Kon- 
stanz in Hôhen zwischen 4000 und 6000 m; die Leitfähigkeit der 
positiven Ionen ist in allen Messungsreihen etwas grôBer als die 
der negativen. Die specifischen Ionengeschwindigkeiten nehmen 
mit der Hühe zu und zeigen fast durchweg Werte, die etwas 
hüher licgen, als dem Gasdruck entsprechen würde. Dieses gilt 
besonders von den specifischen Geschwindigkeiten der positiven 


1) Vergl. S. 296. 
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Ionen, die zuweilen die der negativen Ionen in der gleichen Hôhen- 
lage ein wenig an Grôfie übertreffen. Es wäre verfrüht, bei der 
geringen Anzahl von Messungen auf eine neue Tatsache zu schlieBen ; 
zudem liegen die Abweichungen der gemessenen Werte noch inner- 
halb der Grenzen der Beobachtungsfehler. Der Gehalt an posi- 
tiven Ionen zeigt eine Abnahme mit der Hôhe (zwischen 4000 
und 6000 m); der Gehalt an negativen Ionen ist nahezu konstant. 

Aus den korrespondierenden Potentialgefälle- und Leitfähig- 
keitsmessungen läfit sich der elektrische Vertikalstrom in den 
Hôhen zwischen 4000 und 6000 m berechnen. Faft man sowohl 
die Leitfähigkeitsmessungen als auch die Potentialgefällemessungen 
in diesen Hôhen zu Mittelwerten zusammen, so ergiebt sich eine 
Vertikalstromdichte von 


(15,1+9,2).10.2,6.10* — 6,4.107 


in elektrostatischem MaB, oder 2,1.107* Amp./em’. Dieser Wert 
ist etwas kleiner, als der in meinen früheren Arbeiten ermittelte. 
Die wichtige Aufgabe der Messung des Vertikalstromes als Funk- 
tion der Hôhe konnte noch nicht gelôst werden, da infolge der 
äuBeren Umstände Leitfähigkeitsmessungen in den geringeren 
Hôhen unterbleiben mufiten. Ein Fortschritt ist hier wohl erst 
von der gemeinsamen Arbeit zweier Beobachter zu erwarten, die 
gleichzeitig Potentialgefälle und Leitfähigkeitsmessungen vor- 
nehmen. 

Am Schlusse dieses Berichts ist es mir eine angenehme Pflicht, 
Herrn Geheimrat R. AfBmann, sowohl für sein freundliches 
Entgegenkommen, das mir wieder die Teilnahme an zwei Ballon- 
fahrten ermôglichte, als auch für die bereitwillige Erfüllung 
meiner die Korbausrüstung betreffenden Wünsche meinen ehr- 
erbietigsten Dank auszusprechen. 


Gôüttingen, Geophysikalisches Institut, Juli 1904. 


Ultramikroskopische Beobachtungen. 


Von 
Wilhelm Biltz. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 9. Juli 1904 durch O0. Wallach. 


Erste Mitteilung: Ueber die Abscheidung des Schwe- 
fels aus der Thioschwefelsäure und des Selens aus der 
selenigen Säure. (Gemeinschaftlich mit Willy Gahl). 


Mit Hilfe der von H. Siedentopf und KR. Zsigmondy 
aufgefundenen Methode zur Sichtbarmachung und GrüBenbestim- 
mung ultramikroskopischer Teilchen ) ist man, wie bekannt, im 
Stande, die Existenz von Einzelteilchen mit Lineardimensionen bis 
zu 4—G6uu zu erkennen. Mit dem von den genannten Forschern 
konstruierten Apparat, für welchen sich die Bezeichnung ,Ultra- 
mikroskop“ einzubürgern beginnt, sind also Abmessungen, welche 
von den sogenannten molekularen Dimensionen, 0.1—0.6uu, nicht 
mehr sehr weit entfernt sind, der Betrachtung zugänglich gewor- 
den. Diese auBerordentliche Erweiterung der Grenzen sinnlicher 
Wahrnehmung dürfte in der Chemie, wie mir scheint, zunächst 
in zweierlei Hinsicht nutzbar gemacht werden kôünnen. Einerseits 
gestattet das Ultramikroskop eine scharfe Unterscheidung zwischen 
Medien, welche vüllig homogen und daher ,optisch leer“ sind, und 
solchen, welche durch mehr oder minder feine Suspensionen ,ge- 
trübt“ erscheinen, es erleichtert also die Diagnose und Charak- 
terisicrung sogenannter colloidaler Lüsungen. Andererscits eignet 
es sich zum genaueren Studium von gewissen Fällungserscheinungen, 
Vorgängen, bei welchen aus einem ursprünglich homogenen Gcbilde 
ein heterogenes entsteht. In der vorliegenden Mitteilung sind 


1) Ann. der Physik (IV) 10, 1 (1903). 
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zwei Fälle dieser Art, die Zerlegung der Thioschwefelsäure: H,S,0, 
= H,S0,+S und die Umsetzung der selenigen und schwefligen 
Säure zu Selen und Schwefelsäure: H,SeO, + 2H,S0, — H,0 + Se 
+ 2H,S0, abgehandelt. Einige Mitteilung über ultramikroskopische 
Beobachtungstechnik sollen vorangeschickt werden. 


Das Princip des Ultramikroskops !) besteht darin, da man 
unter Verzichtleistung auf ähnliche Abbildung die sichtbar zu 
machenden Teilchen so hell beleuchtet, daB die GrôBe der von 
ihnen erzeugten Beugungsscheibchen in die Grenzen mikroskopi- 
scher Sichtbarkeit gelangt. Die Grenzen der ultramikroskopischen 
Sichtbarkeit sind demnach durch die Helligkeit der anwendbaren 
Lichtquelle gegeben. Da die Intensität der beleuchtenden Strahlen 
grüBer ist, als die der abgebeugten, wird die Beleuchtung senk- 
recht zur Beobachtungsrichtung angeordnet. Die Beugungsscheib- 
chen erscheinen im Gesichtsfeld daher hell auf dunkelm Grunde. 
Bei Medien mit äuBerst kleinen, zahlreichen Teilchen nimmt man 
einen mehr oder weniger intensiven nicht auflüsbaren Lichtkegel 
wahr; bei optisch leeren Medien bleibt das Gesichtsfeld dunkel. — 
Wir benutzten für unsere Versuche einen für Bogenlicht einge- 
richteten Apparat zur Untersuchung von Flüssigkeiten. Der Be- 
leuchtungskegel konnte durch einen Bilateralspalt dimensioniert 
werden und zwar wäblten wir cine Spalttiefe von *’/10omm und 
eine etwa ebenso grofe Breite, derart, dañ bei der am Apparate 
angebrachten Condensorvorrichtung in der zu beobachtenden Flüs- 
sigkeit ein Raum von etwa (27 u)* Querschnitt beleuchtet wurde. Im 
Okular des Beobachtungsmikroskopes befand sich eine MeRteilung 
von 18 (3 : 6 angeordneten) Quadraten, deren Seitenlänge einer 
Länge von Ju im Objekt entsprach. Das ganze beleuchtete Ge- 
sichtsfeld betrug das fünffache des Quadratnetzes. Unsere An- 
gaben beziehen sich stets auf das Quadratnetz als Einheit. Bei 
einer Spalttiefe von */10omm, also einer Beleuchtungstiefe von etwa 
27u im Objekt wurde demnach ein Parallelepipedon der Beobachtung 
unterworfen, welcher 27w breit und ticf, btu lang war und dessen 
Inbalt 0.00004mm% betrug. Das Objektiv des Beobachtungsmi- 
kroskops war ein Apochromat, Wasserimmersion D* von C. ZeiB, 
Jena, mit einer numerischen Apertur 0.75, welches in Verbindung 
mit dem Huygens’schen Okular 4 eine 890fache VergrüBerung 
gestattete. Das Zuleitungsglasrohr der Bcobachtungseuvette war 
mit dem Halsteil eines einfachen Einfülltrichters ohne Glashahn 
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unmittelbar verschmolzen. Gummischlauchverbindungen und Schliff- 
stücke sind, wie die folgenden Versuche lehren, bei genauen Ar- 
beiten zu vermeiden. Der AbschluB der Cuvette wurde durch 
einen am AbfluBrohr angebrachten Gummischlauch nebst Quetsch- 
bahn bewirkt; vor der Beobachtung kamen die Flüssigkeiten nur 
mit ungeschliffenen Glasflächen in Berührung. Zum Einstellen 
wurde stets colloidale Goldlôsung benutzt. Beim Wechsel der 
Beobachtungsobjekte ist es nôtig, die Cuvette 4—bmal, bei sebr 
teilchenreichen Flüssigkeiten noch ôfter auszuspülen. Unmittelbar 
nach dem Einfüllen der Versuchslôsung bemerkt man ultrami- 
kroskopisch eine ziemlich starke Strômung in der Flüssigkeit, die 
sich nach etwa 1” nahezu beruhigt. Bei Teilchenzählungen wurde 
das Maximum und Minimum in der langsam strômenden Flüssig- 
keit angegeben. 

Eine gewisse Schwierigkeit beim Arbeiten im chemischen La- 
boratorium besteht bei der Empfindlichkeit des Ultramikroskops 
darin, die zu untersuchenden Flüssigkeiten frei von Staubteilchen 
oder Keimen zu erhalten!); dies gilt besonders dann, wenn es 
sich nicht um Untersuchung colloidaler Lôüsungen handelt, bei 
welchen die Zahl der charakteristischen Teilchen allerdings die 
der verunreinigenden bei weitem überwiegt, sondern, wenn man, 
wie hier von Elektrolytlôsungen, welche ihrer Natur nach nahezu 
optisch leer sein sollen, ausgeht. 

Gewôühnliches destilliertes Wasser, wie es für analytische 
Zwecke im Glasballons aufbewahrt wird, enthielt z. B. 1.6 Teilchen in 
. dem bezeichneten Volumen, also im mm° 40000 Teilchen. Aufer- 
dem war ein, wenn auch nur schwacher Lichtkegel sichtbar. Die 
Teiïlchen erschienen weïf und sendeten ziemlich vollständig po- 
larisiertes Licht aus. Ein unmittelbar am Destillierapparate unter 
Staubschutz aufgesammeltes Wasser enthielt nur 0.6—0.8 Teilchen. 

Spring empfiehlt in seinen bekannten Arbeiten über optisch 
leere Flüssigkeiten?), man solle innerhalb des zu klärenden Me- 
diums gelatineuse Niederschläge, wie Eisenhydroxyd, Zinkbydroxyd 
erzeugen, wobei die suspendierten Teilchen durch Adsorption ent- 


1) Das Gleiche haben soeben Lobry de Bruyn und Wolff, Rec. d. 
trav. chim. Pays-Bas 23, 167 (1904), bei einer Diskussion der Raehlmann’- 
schen Beobachtungen, C. 1904 I, 821 betont. Wir kônnen der Ansicht dieser 
Autoren: ,Sans aucun doute on constatera que dans l’examen ultramicroscopique 
des solutions la présence universelle de particules flottantes ultramicroscopiques 
(qui ne sont certainement pas en repos) présentera de sérieux inconvénients“, 
sowcit sic das Vorkommen solcher Teilchen betrifft, durchaus beipflichten. 

2) Recueil de trav. chim. Pays-Bas 18, 153. 233 (1899). 
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fernt werden. Ein solches Verfahren liefert natürlich nur eine 
Lôsung von bei der Reaktion entstehenden Stoffen. Eine sorg- 
fältig geleitete Destillation guten Wassers führt, wie ebenfalls 
Spring fand, nicht zum Ziele; wir erhielten wechselnde Re- 
sultate, im Durchschnitte etwa 0.4—0.6 Teilchen. Dagegen gelang 
es, durch Combination des Spring’schen Fällungsverfahrens mit 
sorgfältiger Destillation in der Tat ein fast vüllig optisch leeres 
Wasser zu erhalten. Zu diesem Zwecke wurden 600ccm destil- 
lierten Wassers mit 150ccm ‘/an Zinksulfatlôsung und 150 ccm 
Jen Natronlauge gemischt und 12 Stunden sich selbst üiberlassen. 
Durch ein Heberrohr, dessen einer Schenkel in die durch Ab- 
sitzen geklärte Flüssigkeit, dessen anderer in einen zum Destil- 
lieren vorbereiteten, mit ausgekochten Korkstopfen verschlossenen 
Kolben fübrte, wurde diese in den Kolben übergeführt und zwar 
dadurch, daB an einem Ansatzrohr der mit dem Kühler luftdicht 
verbundenen Vorlage mittelst der Pumpe gesaugt wurde. Nun- 


mehr wurde das Heberrobr verschlossen und die Destillation aus- 


geführt. Das Destillat konnte der Vorlage mittelst eines von 
vornherein daselbst angebrachten sogenannten Gifthebers entnom- 
men werden, ohne daB der Apparat geüffnet zu werden brauchte. 
Wurde ein derartiges Wasser im Ultramikroskop betrachtet, so 
zeigten sich, als nach 1' Ruhe eingetreten war, O0 Teilchen und 
ein nur dem ausgeruhten Auge erkennbarer, ganz schwacher 
Lichtkegel. Nur sebr selten gelangte ein schwach leuchtendes 
Teiïlchen in das Gesichtsfeld. 

Viel bequemer und für die meisten Zwecke vüllig ausreichend 
ist es indessen, das Wasser durch Filtration von Teilchen zu 
befreien. Man benutzt, da Watte, Filtrierpapier und dgl. ausge- 
schlossen ist, am besten Zellen von unglasiertem Porcellan, soge- 
nannte Pukall’sche Filter, durch welche mit der üblichen Vor- 
sicht, daB das Filtrat nur mit glatten Glasflächen in Berührung 
kommt, filtriert wird. Bei ziemlich schnellem Saugen erhielten 
wir 0—0.6 Teilchen, bei langsamem 0—0.2 und einen ganz schwa- 
chen Lichtkegel. Beim Abstellen des bei der Saugfiltration ent- 
standenen Vacuums muf man die eindringende Luft am besten 
durch Watte filtrieren, da bei unvorsichtigem Oeffnen Staubteil- 
chen in das Filtrat geschleudert werden ; ein so überaus schlechtes 
Filtermaterial Watte für Flüssigkeiten ist, so vorzüglich wirkt 
es bekanntlich für Reinigung von Luft')}, ein gutes Beispiel, um 


1) Vgl Spring, Rec. d. trav. chim. l'ays-Bas 18, 158. Tyndall, Frag- 
ments Scientifiques, traduction de IL Gravez, l'aris 1877. 
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zu zeigen, in wie hohem Mafe Adsorptionswirkungen von der 
Beschaffenheit beider angrenzenden Medien abhängen. Wasser, 
welches, wie beschrieben, durch Filtration gereinigt ist, soll im 
folgenden als P. Wasser bezeichnet werden. 

Beim Arbeiten mit diesem Wasser und der Bereitung der 
Lôüsungen sind einige Vorsichtsmafiregeln nôtig, die sich aus dem 
nachstehenden Versuchen ergeben: 

Gänzlich unbrauchbar sind Gefäfe mit eingeschliffenen Glas- 
stopfen, eine Erfahrung, die, wie mir mitgeteilt wurde, bereits 
Herr Zsigmondy gemacht hat. Wird ein ausgedämpftes Glas- 
kôlbchen mit P. Wasser gefüllt und der Glasstopfen im Schliffe 
einige Male unter leichtem Andrücken gedreht, so zeigt das vorher 
0—0.2 Teilchen enthaltende Wasser ein durch die äuferst zabl- 
reichen Teiïlchen auffallendes ultramikroskopisches Bild, welches 
etwa an das einer sehr verdünnten colloidalen Platinlôsung er- 
innert. 

Ebenso ist die Berührung mit Gummi zu vermeiden. Etwa 
20 ccm P. Wasser wurden mit einem 4cm langen Stück ausge- 
waschenen schwarzen Gummischlauches einige Male kräftig durch- 
geschüttelt. Es zeigten sich im Apparate bis zu 8 Teilchen ver- 
schiedener, teilweise recht beträchtlicher GrôBe; ein Lichtkegel 
war wegen des blendenden Glanzes der grüfiten Teilchen nicht 
wahrzunehmen. 

Ein besonders überraschendes Resultat ergab sich, als P. 
Wasser in vier Portionen durch ein kleines Faltenfilter unmit- 
telbar in den Einfülltrichter des Ultraapparates filtriert wurden. 
Die Flüssigkeit zcigte sehr zahlreiche, kleine weïfie Teilchen, die 
durch ïhre ziemlich lebhaften Eigenbewegungen auffielen. Die 
GrôBe der Teilchen unter sich war nahezu die gleiche; der Licht- 
kegel war sehr schwach, die Teilchenzahl 10—20. Auch bei der 
Benutzung quantitativer Filter zeigten sich ziemlich zahlreiche, 
allerdings äuferst kleine Teilchen, die z. T. an der Grenze der 
Sichtbarkeit lagen. 

Als Verschlüsse für Gefäfe, in denen Lôsungen zur ultra- 
mikroskopischen Untersuchung bereitet oder aufbewahrt werden 
sollen, haben sich Korkstopfen, welche mit Stanniol umwickelt 
sind, recht bewährt. 


Die eigentümliche Verzügerungserscheinung, welche sich bei 
der Zersetzung der Thioschwefelsäure bemerkbar macht, ist häufig 
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Gegenstand der Untersuchung gewesen ‘). Landolt, welcher als 
erster den zeitlichen Verlauf dieser Erscheinung maf, ging von 
der Anschauung aus, die Thioschwefelsäure zersetze sich tatsäch- 
lich erst in dem Augenblicke der sichtbaren Schwefelabscheidung ; 
er bezeichnete demnach seine Messungen als solche der Existenz- 
dauer der Thioschwefelsäure.  Durch Leitfähigkeitsmessungen 
konnte indessen Foussereau zeigen, dal die Zerlegung der 
Säure im Momente ihrer Entstehung beginnt und die beobachtete 
Verzügerung der sichtbaren Reaktion auf einer verzügerten A b- 
scheidung des Schwefels beruht. Zu dem gleichen Resultate 
gelangte Hollemann, als er bald nach der Mischung von Säure 
und Thiosulfat mit Alkali neutralisierte; da auch in diesem Falle 
Schwefelabscheidung eintritt, mu dieser bereits vor seiner ma- 
kroskopischen Sichtbarkeit existieren. Hollemann gelang es 
ferner äuferst wahrscheinlich zu machen, daf die Reaktion von 
der im undissociierten Zustande vorhandenen Thioschwefelsäure 
und nicht von den Thiosulfationen ausgeht*), ein Ergebnif, das 
mit der Fähigkeit der Sulfitionen, umgekehrt Schwefel unter Bil- 
dung von Thiosulfationen zu addieren, correspondiert. 

Zur weiteren Aufklärung der Verzügerungserscheinung bei 
der Einwirkung von Säure auf Thiosulfat war nunmehr noch 
die Frage zu beantworten, in welchem Zustande sich der ent- 
standene Schwefel vor seiner sichtbaren Abscheidung befindet. 
Man konnte entweder annehmen, da er in wirklich gelôstem Zu- 
stande oder daf er pseudogelôst vorliegt, in welchem Falle die 
colloidale Lôüsung mit wachsender Schwefelbildung allmählich in 
eine deutliche Suspension übergehen müsse. Nach der ersten Annahme 
handelt es sich um eine Uebersättigungserscheinung, welche inner- 
halb kurzer Zeit ausgelüst wird, nach der zweiten um die Bil- 
dung einer zunächst makroskopisch nicht wahrnehmbaren inhomo- 
genen, colloidalen Lüsung, deren Partikel mit der Zeit durch 
weiteres Wachsen in das Gebiet der mit dem blofien Auge er- 


1) Landolt, Ber. 16, 1883, 2958 (1583). Foussereau, Ann. chim. phys. 
(XVI) 15, 533 (1888). Colefax, Journ. chem. Soc. 61, 176 (1892). Iolle- 
mann, Rec. d. trav. chim. Pays-Bas 14, 71 (1895). v. Octtingen, Z. f. phys. 
Chem. 33, 1 (1900). 

2) Es liegt hier cin Beispiel fur die häufiger zu beobachtende Erscheinung 
vor, daB gewissen Radikalen in Verbindung mit Klektronen cine grüBere Stabi- 
lität zukommt, als in Verbindung mit Atomen oder Atomgruppen; cine gut ge- 
messene Reaktion dieser Art ist die Zersctzung des Ammoniumnitrits im Stickstoft 
und Wasser (Angeli u Bocris, Acad. Line. [5] 1, II, 70 (1892) vgl. 
Nernst, theoret. Chem. 2. Aufl. pg. 502); wir sind zur Zeit damit beschüftigt, 
in dieser Richtung weiteres Versuchsmaterial zu sammeln. 
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kennbaren GrôBe gelangen. Hiernach soll die Verzôgerung nur 
scheinbar sein und, ihr Grad von den optischen Hilfsmitteln des 
Beobachters abhängen und der Vorzug selbst kontinuierlich ver- 
laufen; im ersten Falle ist der Vorgang diskontinuierlich. Für 
die erste Erklärung, welche Ostwald!) auf Grund der Mes- 
sungen Foussereaus vertritt, spricht unter anderem bereits 
der Umstand, daf die durch Leitfähigkeitsbestimmungen gemes- 
sene Reaktionsgeschwindigkeit bei der sichtbaren Abscheidung des 
Schwefels eine durch diesen bewirkte katalytische diskontinuier- 
liche Beschleunigung erhält; auch konnte von Oettingen mit 
einer allerdings primitiven an das ultramikroskopische Princip er- 
innernden Methode einen diskontinuierlichen Verlauf beobachten. 

Durch das Ultramikroskop war es leicht, zur Entscheidung 
beizutragen. Die benutzten Stoffe, Natriumthiosulfat und Oxal- 
säure waren mit müglichster Sorgfalt mehrfach, zuletzt unter Ver- 
meidung von Filtrationen umkrystallisiert; sie wurden in P. Wasser 
gelôüst. Die Lôsungen erwiesen sich bei verschiedenen Darstel- 
lungen stets stärker durch Teilchen verunreinigt, als das P. Wasser; 
zur Prüfung auf Continuität oder Discontinuität des Vorganges 
wurde jede Lôüsung zunächst einzeln untersucht. 

Eine !/5o mol. n. Thiosulfatlôsung zeigte 1.2 sehr kleine 
Teilchen, z. T. an der Grenze der Sichtbarkeit, und einen äuBerst 
schwachen Lichtkegel. Eine 1/50 mol. n. Oxalsäurelôsung ent- 
hielt 1.0 Teilchen. Je 10ccm der Flüssigkeiten wurden schnell 
gemischt, in den Ultraapparat gebracht und beobachtet. Die Zeit 
ist vom Augenblick der Mischung an gerechnet. 


Tabelle 1. 


Temperatur 24°. 


Zeit Beobachtung ?) 


10% 1—1.2 mäfig grofe Teilchen; Lichtkegel kaum wahrnebmbar; 
Stromung. 
301! Ebenso; Strômung verlangsamt sich. 
1'0/!—3'0!! Bild unverändert. 
9/n0!/ Auftreten zahlreicher sebr kleiner Teilchen, welche sich schnell 
vermehren. 
SNS0 Teilchen deutlich heller; Farbe weif; oscillatorische Eigenbe- 
wegung der Teilchen unverkennbar. 
4! O!! Teilchen so hell, daB Lichtkegel nicht mehr wahrnchmbar; die 


1) Ostwald, Lehrb. d. allgem. Chem. IL, 2, 5. 291. 

2) Die Aussagen über ,die Teilchen“ beziehen sich, wie, um jedes Mifver- 
ständnis auszuschlieBen, nochmals hervorgehoben werde, natürlich auf ,die von 
den Teilchen erzeugten Beugungsscheibchen“, 
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Zeit Beobachtung 


Helligkeit der Teïlchen nimmt noch merklich zu; nicht mebr 
deren Zahl. 

pa ON Eine Auszählung ergab 8—10. Die sehr hellen Teilchen er- 
scheinen von Interferenzringen umgeben; das von ihnen ab- 
gebeugte Licht ist z. T. polarisiert. 

Son Einzelne der Teilchen erscheinen bläulich. 

15! O!! Das Bild ist im ganzen unverändert; neben den groBen Teil- 
chen sind kleinere nicht wahrnehmbar. 


Tabelle 2. 


10cem ‘'/;,) mol. n. Thiosulfat + 1/,, mol. n. Oxalsäure + 20ccm P. Wasser; 
Temperatur 24°. 


Zeit Beobachtung 

AO 0.8—1.0 Teilchen. Schnelle Stromung. 

LR 3Ou Lichtkegel erkennbar ; Strômung läBt nach. 

SSD Bild unverändert. 

5! 80!! Ebenso. 

TA Vielleicht mehr Teilchen. 

7! 30"! Deutlich mehr Teiïlchen; nach roher Schätzung 4. 

SO! Nach Zählung 5—6 Teilchen. 

9! O!! Teiïlchen deutlich heller; Lichtkegel nicht mehr wabrzunehmen; 
das abgebeugte Licht z. T. polarisiert. 

1120 Etwa 4 sehr helle Teilchen; Farbe weiB bis bläulich; Inter- 
ferenzringe. 


Hierdurch ist nachgewiesen, daf der Vorgang der Schwefel- 
abscheidung auch bei ultramikroskopischer Beobachtung diskon- 
tinuierlich erscheint und zwar tritt, wie besondere, mit den 
gleichen Lüsungen angestellte Versuche ergaben, die Diskontinuität 
etwa zur selben Zeit, wie die mit blofem Auge erkennbare Opa- 
lescens auf. Bildete sich zunächst eine colloidale Lôsung von 
Schwefel, so wäre im Ultraapparat ein sich allmählich verstärkender 
Lichtkegel zu erwarten gewesen, der sich einem Anwachsen der 
Teilchen entsprechend nach einiger Zeit als auflüsbar erweist, 
wenn anders die Nichtexistenz optisch leerer colloidaler Lüsungen 
auBer Frage steht') Die zeitweilig existierende Lôüsung von 


1) Echte colloidale Lüsungen von Schwefel sind vermutlich blau; man 
erhält derartige, allerdings hôchst unbeständige Lôsungen bekanntlich beim Ver- 
mischen verdünnter Ferrichlorid- und Schwefclwasserstofflüsungen. Eine Adsorp- 
tionsverbindung von blauem colloidalen Schwefel mit Substraten, wie Aluminium- 
oxyd und Kieselsäure ist vielleicht das Ultramarin. Falls sich diese Vermutung 
bewahrbeïten sollte, hätte man in diesem Produkte ein vollkommenes Analogon 
zum Cassius’schen Goldpurpur zu erblicken. 
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Schwefel in Wasser mufi demnach als echte Lüsung angesehen 
werden. Sie ist zu vergleichen mit der farblosen Lüsung von 
Gold in Glas, die das zunächst optisch leere Goldglas vor der 
zur Bildung des Goldrubinglases nôtigen Wiedererwärmung re- 
präsentiert. 


Im Gegensatze zu der Zersetzung der Thioschwefelsäure 
bietet das folgende Beispiel einen Fall, in welchem makroskopische 
und ultramikroskopische Beobachtung zu verschiedenen Ergebnissen 
führen. Wird eine wässerige Lüsung seleniger Säure mit schwef- 
liger Säure reduciert, so scheidet sich das gebildete Selen sehr 
allmäblich in amorpher Form aus der Flüssigkeit ab. Makro- 
skopisch erhielten wir z. B. folgende Beobachtungsreihe : 


Tabelle 3. 


10 ccm 1/,, mol. n. Lôsung von SeO, + 10 cem ‘/, mol. n. Lüsung von SO, ; 
Temperatur 21°. 


Zeit Beobachtung 
EXDD AeuBerst schwach gelbliche Flüssigkeit. 
1 Schwach gelblich. 
2! Etwas stärker. 
8! Deutliches, ohne Anstrengung wahrnchmbares Gelb. 
4! Ebenso. 
30! Lôüsung etwas getrübt. 
50" Trübung der Lüsung deutlich rütlich. 
1h 45! Lôüsung rot. 
12h Roter Absatz an den GcfiBwänden. 
48h Dichter blutroter, flockiger Niederschlag; Lüsung farblos. 


Das zu den Versuchen verwendete Selendioxyd war sorgfältig 
gereinigt worden. Man lüst das rohe, meistens rütliche Präparat 
in conc. Salpetersäure, dampft die nach dem Verdünnen filtrierte 
Lüsung mehrmals mit Wasser ab und sucht aus der zurückblei- 
benden Masse die rcinsten Teile aus, die einer nochmaligen Subli- 
mation unterworfen und dann in P. Wasser gelüst werden. 

Das Schwefcldioxyd wurde einer Bombe entnommen, durch 
Watte filtriert und in P. Wasser geleitet. Die Lüsungen waren 
zunächst nicht rein: 

1/0 mol. n. Se(2 zeigte 1.2 grofe Teilchen; !/; mol n. SO: 
1.6—2 schr kleine Teilchen. Ein zweimaliges langsames Filtrieren 
durch eine Pukallsche Zelle ergab das folgende günstige Resultat : 
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ho mol. n. SeO2:0.2—0.4 sehr kleine Teilchen; schwacher 
Lichtkegel. 

1J5 mol. n. SO::0—0.2 sehr kleine Teilchen; ganz schwacher 
Lichtkegel. 

Der ultramikroskopische Versuch bot ein wegen der Schärfe 
der Reaktion, der lebhaften Eigenbewegung der Selenteilchen und 
des auffallenden Farbenspieles besonders schünes Schauspiel: 


Tabelle 4. 
10 cem !/,, mol. n. Se O, + 10 cem !/, mol. n. SO,; Temperatur 22°. 
Zeit Beobachtung 
20!1 0—0.6 sehr kleine Teilchen; Stromung. 
1} Ebenso ; schwächere Stromung; schwacher Lichtkegel. 
220 Sehr kleine Teilchen, welche sich schnell vermebren. 
2! 40"! Die Ausscheidung der Teilchen scheint beinahe vollendet; ihre 
Grôfe nimmt deutlich zu. 
D IEEOU Weiteres Anwachsen der Teilchen. 
3'N20N Die Teilchen zeigen lebhafte oscillatorische Eigenbewegung; 


eine Auszählung ergab 36 Teilchen (9 >< 105 pro mm); das 
abgebeugte Licht ist schwach polarisiert. 


4090" Das Licht der, lebhafte Zickzackbewegungen ausführenden 
Teilchen ist blendend hell und rein weif. 

DPI Licht bläulich. Interferenzringe. 

F2 ON z. T. rote Teiïlchen. 

s207 Neben den roten Teilchen noch scharf begrenzte weife bis 


blaue Teilchen. 


Tabelle 5. 
5 cem !/,, mol. n. SeO, + 5 ccm !/, mol. n. SO, + 20 ccm P. Wasser; Temperatur 22°. 
Zeit Beobachtung 
30/! 0.4 Teilchen bei schneller Strômung. 
1! 30"! F Ê ” n » 
211801! 0 Teiïlchen; ganz schwacher Kegel; keine Strômung. 
5! Ebenso. 
6! 30”! Teilchen (?) 
71 80! Zeitweiliges Auftreten einiger Teilchen; vermutlich durch 
Stromung bedingt. 
103011 Acuferst schnelle Vermechrung der Teilchenzahl; Teilchen 
zeigen lebhafte Eigenbewegung. 
HASON Die Teilchen sind noch ziemlich klein. 
12! Eine Auszählung ergab 8 Teilchen. 
122807 Eine zweite Auszählung der nunmehr ziemlich hellen Teiïlchen 
ergab deren 12. 
16! Resultat der Auszäblung ebenso. 
17 Teilchen verändern sich nicht mehr wesentlich; abgcbeugte 
Licht schwach polarisiert. 
18! Teilchen z. T. blendend weif. 
né) Teïlchen teilweise bläulich; stets lebhafte Eigenbewegungen. 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1904. Heft 4. 23 
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Bei dem ersten Versuche blieb, wie ersichtlich das Gesichts- 
feld über 2’ nahezu dunkel, die Teilchenabscheidung vollzog sich 
innerhalb von 30”, von wo ab nur noch eine Vergrôferung und 
Farbenveränderung der abgeschiedenen Partikel zu erkennen war. 
Bei dem zweiten Versuche blieb das Reaktionsgemisch 10’ leer, 
die Abscheidung war indessen wesentlich langsamer und erst nach 
etwa 3° eine von da ab nahezu.konstant bleibende Teilchenzahl 
erreicht. Für die Deutung der Erscheinungen gilt das über die 
Schwefelabscheidung gesagte. 

Derartige Verzôgerungserscheinungen bei der Entstehung un- 
lôslicher Niederschläge, bedingt durch primäre Bildung wabhrer 
übersättigter Lôsungen scheinen demnach häufiger zu sein, als es 
bei makroskopischer Betrachtung den Anschein hat. 

Der Firma C. ZeiB, Jena, bin ich für die zeitweilige Ueber- 
lassung eines Ultramikroskopes für die geschilderten Versuche zu 
grôBtem Danke verpflichtet. 


Dichteste gitterfôrmige Lagerung 
kongruenter Kôrper. 


Von 


H. Minkowski. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 25. Juni 1904. 


Wir beschäftigen uns hier mit folgendem Probleme: Gegeben 
ist ein beliebiger Grundkôrper X. Lauter mit K 
kongruente und parallel orientirte Kôrper in un- 
endlicher Anzahl sollen imRaume in gitterfôrmiger 
Anordnung derart gelagert werden, da keine zwei 
der Kôürper in einander eindringen und daf dabei 
der von den Kôrpernerfüllte Teildes Raumes gegen- 
über demvonihnenfreigelassenen môglichstgroBist. 

Unter einer gitterfôrmigen Anordnung der Kôrper 
verstehen wir, daB entsprechende Punkte in ihnen ein parallel- 
epipedisches Punktsystem (Gitter) bilden. Wir beschränken die 
Untersuchung auf konvexe Kürper. 

Die Lüsung dieses Problems gestattet interessante Anwen- 
dungen in der Zahlenlehre und ist auch für die Theorie von der 
Struktur der Krystalle von Bedeutung'). Aus der Kenntni8 der 
dichtesten Lagerung von Kugeln folgen ($ 7) fast unmittelbar 
alle Tatsachen der GauB-Dirichlet’schen Theorie der Parallel- 
gitter (d. s. die Sätze über die arithmetische Reduktion der posi- 
tiven ternären quadratischen Formen). Die dichteste Lagerung 
von Oktaedern ($ 9) giebt Aufschlüsse über die simultane Ap- 
proximation zweier GrôBen durch rationale Zablen mit gleichem 
Nenner. Die hier abgeleiteten allgemeinen Theoreme über gewisse 


1) Vgl. in letzterer Hinsicht: Lord Kelvin, Baltimore lectures on mole- 
cular dynamics, London 1904, S. 618 u. figde. 
23* 
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Ungleichungen ($ 5) endlich bilden in ibrer Anwendung auf Pa- 
rallelepipede und Oktaeder, bez. auf Kreiscylinder und Doppel- 
kegel die Grundlage für die zweckmäfigsten Algorithmen zur Er- 
mittlung der Fundamentaleinheiten in den kubischen Zahlkôrpern 
von positiver bz. negativer Diskriminante. 


$ 1. Analytische Formulirung des Problems 
und Reduktion auf den Fall von Kôrpern mit Mittelpunkt. 


1. Es sei Æ ein beliebiger konvexer Kôrper. Wir führen 
rechtwinklige Koordinaten Ë, 7, £ mit einem Punkte O als Anfangs- 
punkt ein, den wir uns im Inneren von XÀ denken. Es sei J das 
Volumen von X. Sind À,u,v irgend welche Werte, so werde der 
grôfite Wert des linearen Ausdrucks 1Ë+umn+vé6 für die Punkte 
Ë, 7, 6 im ganzen Bereiche von XÀ mit y (4, u,v) bezeichnet. Diese 
Funktion /1 definirt den Kôrper Æ vollständig, sie heifit die 
Stützebenenfunktion von Æ. Sie genügt den Bedingungen 

H(DR0 NON OMG) 0 
H(tà,tu,tv) = tH{(A,u,v) 
H (4, = ,, U; +4, v, Æ v) — H(4,, U;; v,) + H(A,, Us; v,), 
und jede Funktion H(A,u,v), die diesen Bedingungen genügt, ist 
die Stützebenenfunktion eines konvexen Kürpers mit O im Inneren!). 

2. Bedeutet P einen Punkt Ë,7,£, so bezeichnen wir den 
Punkt —Ë, — 7, —£ als Gegenpunkt von P und mit P!. 

Die Gegenpunkte zu den sämmtlichen Punkten von Æ bilden 
den konvexen Kürper X' mit der Stützebenenfunktion 

H'(,u,v) — SR, eur), 
das Spiegelbild von X in Bezug auf den Punkt O. 

Die Funktion !: (H{(1,u,v)+ H(—2,—u,—v)) bildet alsdann 
die Stützebenenfunktion für einen gewissen konvexen Kürper, den 
wir mit ! (K+ K°) bezeichnen und der in O einen Mittelpunkt 
hat. Dieser Kôrper ist der Bcreich aller solchen Punkte, welche 
irgendwie als Mitte einer Verbindungsstrecke eines Punktes von 
K mit einem Punkte von X' auftreten. 

Ist z. B. À ein Tetraeder, so wird 4(K+ Æ') ein Ok- 
taeder mit Flächen parallel den Flächen des Tetraeders. 

Das Volumen von 4 (X+ K) ist stets grüfier als das Volumen 
von X, wenn Æ ein Kürper ohne Mittelpunkt ist (1 c. $ 7). Hat 


1) Math. Ann. Bd. 57, S. 447. 


À, 1 » 4 0,0,0; #>0) 
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Æ selbst einen Mittelpunkt, so entsteht X' und weiter 4(K + K') 
durch blofe Translation aus X. 
3. Es sei 


(1) E — T+uYy+az, 7 —= B,x + B,y+B,e, 6 — NT + Ys3Y +Y38 


eine beliebige lineare Substitution mit einer von Null verschiedenen 
Determinante, deren Betrag 4 heife. Wir betrachten das Zahlen- 
gitter in &,y,z, d. i. das parallelepipedische System (@) 
aller derjenigen Punkte G, für welche die Bestimmungsstücke 
x,y,2 sämmtlich ganze Zahlen sind. Den Bereich 


ere 0e PO ees] 


nennen wir das Grundparallelepiped des Gitters (@), sein 
Volumen ist 4. Durch Parallelverschiebung dieses Bereichs von 
O nach jedem einzelnen Punkte des Gitters erhalten wir eine 
lückenlose einfache Ueberdeckung des Raumes. 

Wir denken uns ferner mit dem Kôürper Æ diese Trans- 
lationen des Gitters, die Parallelverschiebungen vom Null- 
punkte O nach den einzelnen Gitterpunkten G ausgeführt, und 
wir nehmen an, daB alle so entstehenden Kôrper 
K, (den Kôrper À = XK, inbegriffen) gesondert sind, d. h. 
unter einander hôüchstens in den Begrenzungen zu- 
sammenstoBen. £ 

Zu diesem Ende wird bereits hinreichend sein, 
daf speciell der Kôürper K in keinen anderen der 
Kôürper X, eindringt. Ist nun G ein beliebiger, von O ver- 
schiedener Gitterpunkt, so mu es dann irgend eine Ebene geben, 
welche X von K, sondert so, daB die ihnen etwa gemeinsamen Punkte 
in die Ebene fallen und im Uebrigen X ganz auf einer Seite, X, 
ganz auf der anderen Seite dieser Ebene bleibt. Sind 4, u, v die 
Richtungskosinus des von O auf die Ebenc gefällten Lotes, so hat 
die Ebene von O einen Abstand = H{(A,u,v) und von G einen 
Abstand = H(—1,—u,—v); die dazu parallele Ebene durch G 
hat daher von O einen Abstand 


Z HQ,u,v)+H(-A, —u, —v). 


Der Gitterpunkt G liegt also auferhalb oder auf der Grenze des- 
jenigen Kürpers 8 — K+KX', der durch Dilatation des Kôrpers 
1 (Æ+XK') vom Mittelpunkte O aus im Verhältnisse 2:1 entsteht. 
Daraus entnehmen wir insbesondere die Folgerung : 

Aus einem konvexen Kürper X entstehen durch 
die Translativnen eines Gitters (6) lauter geson- 
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derte Kôrper dann und nur dann, wenn die ent- 
sprechende Tatsache für den zu À gehôrigen kon- 
vexen Kôrper 4(K+ K') mit Mittelpunkt statthat. 

4, Die Begrenzung von 8 — X+ K' bezeichnen wir mit %. 
Wir definiren eine Funktion (£,n,6) für beliebige reelle Argu- 
mente, indem wir für die Punkte Ë,, £ auf der Fläche % die 
Gleichung o (Ë, 7, 6) = 1, ferner allgemein 


AU tn, t6) — tp (6, % 6) 


bei positivem #{ und (0, 0,0) = O festsetzen. 
Dañ & ein konvexer Kôrper ist, findet in der allgemeinen 
Funktionalungleichung 


(2) p (6, + #, L' Pau M2) Gr 6) = LA (si Mis 6) Ed p (Es M2) ) 
und daB & in O einen Mittelpunkt hat, in der Funktionalgleichung 


PE —m —6) = p(E, m6) 
seinen Ausdruck. 
Wir setzen ferner mit Rücksicht auf die Substitution (1): 


p(E, UE 6) A f(x, y; 2). 


Damitalle Kôürper X, gesondert liegen, mu alsdann 
für jedes von 0,0,0 verschiedene ganzzahlige System 
x,y,2z die Ungleichung 


(8) f(&, y, 2) 21 (æ, y, # + 0, 0, 0) 
bestehen. 

5. Im unendlichen Raume ist nunmehr einem jeden Gitter- 
punkt G einerseits genau ein Volumen — 4 und andererseits ein 
mit À kongruenter Kürper vom Volumen J zugeordnet, also mu 
jedenfalls 
(4) J< A 
sein, und wir werden sagen kônnen, der von den Kôrper K, er- 
füllte Raum verhält sich zu dem ganzen unendlichen Raume 
wie J':4A. 

Wir bemerken insbesondere, da die Kürper X, den Raum 
lückenlos erfüllen, wenn J — A ist. Da nun das Volumen J* 
von ! (X + K") ebenfalls noch < 4, aber, wenn XÆ keinen Mittel- 
punkt hat, = J ist, so schlieBen wir, daf eine lückenlose Ueber- 
deckung des Raumes durch die Kôrper X, notwendig das Vor- 
handensein eines Mittelpunktes in X verlangt. 

Die Aufgabe, die wir uns zu stellen haben, ist 
nun, dic Koefficienten «,,...y, der Substitution (1) 
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derart zu wählen, daf, während die sämmtlichen 
Ungleichungen (3)erfüllt sind, dabei der Betragder 
Determinante 4 môüglichst klein ausfalle. 


$ 2. Hülfssatz über ganzzahlige Substitutionen. 


6. Es seien A, 8, € irgend drei von O verschiedene Punkte des 
Gitters in x, y, +, welche in drei unabhängigen, d. h. nicht in 
eine Ebene fallenden Richtungen von O aus liegen, so entsteht 
die Frage, wie man von den vier Punkten 0, A, 8, € aus dieses 
ganze Gitter (@) aufbauen kann. 

Zu jedem Punkte P(x,y,2) im Raume gehôren bestimmte 
Werte 1,b,3, so daf der Vektor OP mit den Vektoren 0%, 09, 
OC durch eine Relation 


OP = ;.0%X+9.08+3.0€ 


verbunden ist, und sind danach %, y, z gewisse lineare Formen in 
£,0,3 mit ganzzahligen Koefficienten. Den Bereich 


SE peer dl 


bezeichnen wir kurz als das Parallelepiped O(A BC) und die Be- 
stimmungsstücke x,1,3 nennen wir die zu diesem Parallel- 
epiped gehôürigen Koordinaten. 

Das Gitter (@) besitzt diese Grundeigenschaft: Sind 
G,, G,, G, irgend drei Punkte des Gitters, so gehürt derjenige 
Punkt G,, für den Vektor G, G@,— G,G, ist, stets ebenfalls zum 
Gitter. Auf Grund dieses parallelogrammatischen Cha- 
rakters des Gitters künnen wir durch die folgenden Forderungen 
drei gewisse Gitterpunkte À, B, C vüllig emdeutig fixiren (Fig. 1): 

1) es soll À von O verschieden sein und auf der Strecke OÙ 
môüglichst nahe an O liegen; 

2) es soll B in der Ebene 
OXB auferhalb der Geraden OA 
auf derselben Seite von ihr wie 8 
zunächst môüglichst nahe an dieser 
Geraden und nächstdem derart 
liegen, daf von O nach einem 
Punkte des Strahles 08 ein Vektor 

OB+X.OA 
hinfübrt, wobei OZ X<1 ist; 

3) es soll C auBerhalb der 
Ebene OUB nach derselben Seite 
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hin wie © zunächst môglichst nahe an dieser Ebene und nächstdem 
so liegen, daB von O nach einem Punkte des Strahles OC ein 
Vektor 

OC+X.O0A+Y.OB 


hinführt, wobei 0Z X<1, 0ZY<T1 ist. 
7. Nachdem 1. B,C A sind, haben wir für jeden Punkt 
P im Raume eine astiee Vektorenrelation : 


OP = X.0A+Y.0B+Z.OcC. 


Bei ganzzahligen X, Y, Z finden wir in P jedesmal einen Gitter- 
punkt aus (G) und sind infolgedessen x, y, z gleich linearen ganz- 
zabhligen Formen in X, Y,Z. Nach der Bestimmungsweise von 
À, B, C aber kann es keinen Gitterpunkt x, y,z auBer dem Null- 
punkte geben, für den 0ZZ<1, 0ZY<1, 0Z X <1 ist, und 
giebt es infolgedessen überhaupt keinen Gitterpunkt x, y, : aufer 
denjenigen, für welche auch X, Y,Z ganzzahlige Werte haben, 
d. bh. auch X, Y, Z sind lineare ganzzahlige Formen in x, y,z. 
Mithin ist nicht blof die Determinante der Formén %,y;z in 
X, Y,Z, sondern auch deren reciproker Wert eine ganze Zahl 
und also diese Determinante +1, mithin das: Gütter (G) villig 
identisch mit dem Zahlengitter in X, Y,Z. Wir Kkommen damit zu 
folgendem Satze: 

Sind x,y,2 irgend welche lineare ganzzahlige 
Formenin£,tÿ,3mit einer von NullverschiedenenDeter- 
minante, so kann man stets (und nur auf eine Weise) 
drei lineare ganzzahlige Formen X,Y,Z in x,y,z mit 
einer Determinante +1 einführen, da Relationen 


X=ar;+av+asz, Y=0b,n+b,z Z = 0,3 


entstehen, wobei die ganzzahligen Koefficienten 
den Bedingungen 


HESONE 00% DS Pr nt 


genügen. 

Die Einführung der Variablen X, Y, Z anstatt x,7y,z nennen 
wir die Reduktion des Zabhlengitters (G) in Bezug auf das 
Parallelepiped O0 (#5 6) und ferner bezeichnen wir O(A BC) als 
reducirtes Grundparallelepiped. 
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$ 3 Zusammenrücken einer gitterformigen Lagerung 
in drei Richtungen. 


8. Wir denken uns die 9 Koefficienten «,,...7y, in (1), welche 
ein Gitter (6) in Bezug auf den Kürper X orientiren, als stetig 
veränderliche GrüBen, während alle Ungleichungen (3) bestehen 
sollen, also kein Gitterpunkt aufer O in's Innere des Bereichs 

— K + X' falle. Nach (4) muB dabei stets 4 J bleiben. Wir 
wollen nun zunächst zeigen: 

Ein Minimumvon {kann jedenfallsnureintreten, 
während irgend drei Gitterpunkte in drei unabhän- 
gigen Richtungen von O aus auf die Begrenzung von 
8 zu liegen kommen. 

In der Tat, nehmen wir an, auf der Begrenzung % von & 
liegen entweder a) gar keine Gitterpunkte oder b) nur ein Paar 
Gitterpunkte an den Enden eines Durchmessers durch ( oder c) 
mehrere Paare von Gitterpunkten, aber nur in einer einzigen 
Ebene durch O. Wir wählen dann drei Gitterpunkte Y, 8, € aus, 
die nicht mit O in einer Ebene liegen, entweder im Falle a) be- 
liebig oder im Falle b) so, daf X auf % liegt, oder im Falle c) 
so, da À und $ auf % liegen. Wir fübren nunmehr nach der in 
$ 2 dargelegten Methode die Reduktion des Gritters (@) in Bezug 
auf das Parallelepiped O (N 8 6) aus, und es sei O(A B C) das 
neu einzuführende reducirte Grundparallelepiped. 

Wir variren die Substitution (1) in der Weise, daf wir À 
und Z festhalten, dagegen C geradlinig auf den Punkt O zurücken 
lassen. Dabei verringert sich der Wert von 4, des Volumens des 
Grundparallelepided, wührend die auf % bercits vorhandenen Gitter- 
punkte vüllig unberührt bleiben. Mit Rücksicht auf die Bedingung 
AZ J wird die Variation schlicBlich auf einen Zustand auslaufen 
müssen, wobei irgend ein weiterer Gitterpunkt auferhalb der 
Ebene O0 A B auf % auftritt. 

Da dieses Verfahren sich bei den dreierlei Umständen a), b), 
c) ausführen läfit, so künnen wir in der Tat das Gitter (G) unter 
Erbhaltung der Relationen (3) und kontinuirlicher Verringerung von 
A s0 lange variren, bis wir auf % drei Gitterpunkte Y, 8, Ç in 
drei unabhängigen Richtungen von O aus vorfinden. 

9. Mit YA, 8, CE zugleich licgen auch deren Gegenpunkte A’, #', Ç’ 
auf %, und mit diesen sechs Punkten enthält & als konvexer 
Kürper den ganzen Bereich des Oktaeders À 8 CEA VE’, welches 
diese sechs Punkte als Ecken hat. Wir wollen dieses Oktaeder 
21 
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kurz das durch Y, 8,€ bestimmte Oktaeder nennen und 
mit Okt (ABC) bezeichnen. 

Enthält dieses Oktaeder aufer O und den Ecken noch irgend 
einen weiteren Gitterpunkt G, so gehôürt dieser auch zu &À und 
befindet sich daher notwendig ebenfalls auf der Fläche %. Es 
liege G etwa auBerhalb der Ebene O A B, so wird das Okt (A B G) 
von kleinerem Volumen als das Okt (ABG) sein. Daraus ent- 
nehmen wir das Resultat: : 

Werden unter allen auf der Begrenzung von 
irgend vorhandenen Gitterpunkten drei nicht mit 
O in einer Ebene gelegene Punkte A, 8,€ derart aus- 
gewählt, daf das Okt (ASC) ein môglichst kleines 
Volumen hat, so enthält dieses Oktaeder gewif 
keinen GitterpunktauBer den Ecken und dem Mittel- 
punkt. 


$ 4 Gitteroktaeder. 


10. Ein Oktaeder { 8 EC A'B'C’ mit O als Mittelpunkt, dessen 
sechs Ecken Gitterpunkte sind, (die nicht in eine Ebene fallen), 
und welches aufer O und den Ecken keinen Gitterpunkt enthält, 
soll ein Gitteroktaeder-heiBen. Wir fragen jetzt, wie kônnen 
wir von einem solchen Oktaeder aus das ganze gegebene Gitter 
(G) herstellen. 

Zu jedem Punkte P(x,y,z:) gehôren bestimmte GrôBen £&, t, 3, 
mit denen 


OP=3;:;.0X+y.08+3.06 
gilt. Der Bereich des Okt (A 8 C) ist dann durch 


(&) EIRE 1 
definirt. 

Wir führen nach $ 2 die Reduktion des Zablengitters in Bezug 
auf das Parallelepiped O(A BG) aus. Es sei 0 (A B C\) das redu- 
cirte Grundparallelepiped und X, Y,Z seien die dazu gehürigen 
neuen Gitterkoordinaten, für welche sich Relationen 


(6) X=a;+av+as Y =0b,n+0b,3 Z = 03 


mit den Bedingungen 


a, a 
a > 0; b, > 0, OZ" <1; > 0, 0Z=-*+, RE, | 
2 Cy Ce 


herausstellen, während das vorgelegte Gitter (G@) sich genau mit 


HP 
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den sämmtlichen ganzzahligen Systemen X, Y, Z deckt. Für 
YA, B, C haben wir bez. 

€ y, Z — di; 0, 0; @; b,, 0; A3) b,, Cage 
Da innerhalb der Strecke ON im Gitteroktaeder kein Gitter- 
punkt liegt, so finden wir zunächst À = A, a, = 1. 


Sodann lautet die Ungleichung (5) für 3 — 0, also in der 
Ebene O A 8: 


x r+ = 
Wenn nun b, 1, also = 2 wäre, so kônnten wir Ÿ — 1, und, 
da 0 = a,< b, ist, die GrôBe X — 0 bez. — 1 derart annehmen, 


daf Fe Æ<4ist; dann würde die Ungleichung hier erfüllt 


sein, und bhätten wir damit in der Ebene O A 8 einen von O0, YA, 

Y’, B, B' verschiedenen und dem Oktaeder angehôrigen Gitter- 

punkt gefunden, was der Natur eines Gitteroktaeders widerspricht. 

Also muB b, — 1, a, — 0 sein, und wir finden demnach B = S. 
Die Ungleichung (5) lautet nunmehr 


b, 


(7) xs 


RAT 
C3 ri 


Wir unterscheiden mehrere Füälle. Ist c, > 1 und ungerade 
— 24+1, so setzen wir Z — 1 und kônnen X — 0 HE 1 und 


Y — 0 bez. 1 so annehmen, daf Y—- a <} ist. 


Dann wird die Summe links in der Ungleichung (?) 
mr At ie Dh ban ateyt 
STÉRILE mr 


wir hätten also einen von O und den Ecken verschiedenen Gitter- 
punkt im Okt (ABC) gefunden, was nach Voraussetzung nicht 
sein darf. 

Ist c, > 1 und gerade = 2 d, so kôünnen wir analog 7 = 1 


und X — 0 bez.1, Y — 0 bez. 1 derart wählen, da x St 


— 


Dabei wird, wofern nicht in diesen beiden Un- 


gleichungen zugleich das Gleichheitszeichen gilt, die Summe links 
in (7): 


A Cet Eau 
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ausfallen, und wäre Okt (ABC) wieder nicht ein Gitteroktaeder. 
In dem eben erwähnten besonderen Falle aber hätten wir a, = d, 
b, — d, c, — 2d und, wenn d>1 wäre, würde der Gitterpunkt 
X,Y,Z = 1,1,2 innerhalb der Strecke O6, also im Inneren des 
Okt (AB 6) liegen. 

Danach erkennen wir, da8 für a,, b,, c, allein die beiden Wert- 
systeme 0, 0, 1 oder 1, 1, 2 in Frage kommen. 

In dem ersteren Falle werden die Gleichungen (6) 


D AE Y=N,22 =} 


und ist das ursprüngliche Zahlengitter (@) in x, y, z vôüllig identisch 
mit dem Zahlengitter in x,V,3. In diesem Falle bezeichnen wir das 
Okt (ABC) als Gitteroktaeder erster Art. 

Im zweiten Falle haben wir 


X=r+zg Y=t+g Z = 23 


Ganzzahlige Werte X, Y, Z entstehen einmal, wenn £,t,3 ganze 
Zahlen sind, und ferner, wenn £—!,t)—1, 3—21 ganze Zahlen 
sind. Insbesondere ist der Punkt C*: 


= D—=i, 4 = 5; 
d. i. der Mittelpunkt des Parallelepipeds O(A8 C), ein Punkt des 
Gitters in x,y,+. Das ganze ursprüngliche Gitter (6) besteht hier 
einmal aus dem Gitter in 1,,3 und sodann aus den Punkten, die 
wir aus dem letzteren Gitter durch die Translation von O nach C* 
ableiten. In diesem Falle bezeichnen wir das Okt (AWG) als 
Gitteroktaeder zweiter Art. Das Volumen des Parallel- 
epipeds O(A 1} C) ist hier die Hälfte des Volumens von O(A BG). 

11. Wir künnen nunmehr folgenden Satz zur Charakterisirung 
der Gitteroktaeder aussprechen: 

Sindir ue UNE 2e V4 die Koordinaten von 
drei Gitterpunkten À, 8,6, so ist das Oktaeder mit 
den Ecken Y, 5, &, X', 8', C' ein Gitteroktaeder erster 
Art, wenn die Determinante aus jenen Koordinaten 
+list, und ein Gitteroktaeder zweiter Art, wenn 
jene Determinante +2 ist und zudem 


1(c+z+tae), E(n+a+Yh +2 +z) 


gleich ganzen Zahlensind. 

12. Wir fügen noch folgende Bemerkung hinzu. Die linke 
Seite in (7) wird, wenn wir uns 0 <a,<b,<c, und r, 2 denken, 
sogar 1 durch wenigstens eines der Systeme X, Y, Z = 0,0, 1; 


oo = 
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0, 1,1; 1,1,1,es sei denn, da €, — 2 d + 1 und dazu a,, b, — d,d; 
d,d+1; d+1, d+ 1 oder c, = 2d und dazu a,, b, = d—1,d; d,d+1 
bez. — d,d ist. In den letzteren Fällen hat die linke Seite von (7) 


für das System X, Y, Z— 1, 1,2 den Wert SET (ET fr cs) 


oder £ (< 1 für c,> 4) bez. Ë (<1 für >2) Wir finden 
danach unter den eben genannten vier Systemen X, YŸ, Z immer 
wenigstens ein solches, wofür die linke Seite von (7) sich < 1 er- 
weist, aufer wenn 

4,,0,,0,—0,1,2;1,1,2;1,2,2;1,1,3; 1,2, 58; 9,2,3;1,2,4; 2,384 
ist. 

$ 5. Reduktion der unendlich vielen Ungleichungen 
des Problems auf eine endliche Anzahl. 


13. Wir nehmen wieder an, daB kein Gitterpunkt aufer O 
im Inneren von & liegt, daB aber auf der Begrenzung % von R 
drei Gitterpunkte À4,B,C — wir ändern damit etwas die Be- 
zeichnung — vorhanden sind, die ein Gitteroktaeder erster oder 
zweiter Art bestimmen. Wir führen die Koordinaten X, Y, Z zum 
Parallelepiped 0 (4 B C) ein und setzen die in 4. für & definirte 
Funktion 


pé mé) = F(X, 7, 2). 
Die dort angegebenen Funktionalbedingungen gehen dann in 
F(X,tY,tZ) =1tF(X,X,2) t>0, 

(8) F(X,, 7,,2,)+F(X,, 2,,2)2 F(X;,+X,, Y,+7Y,,2,+2,), 
(9) F(-X,—-Y,-Z) = F(X,},2) 
über. Indem die Punkte 4, B,C auf % liegen, haben wir 
(10) FLOOæ LEO LOS 1, F(0,0,1)=1 

Weiïiter soll nun auf Grund unserer Voraussetzung die Un- 
gleichung 
(1) ECX, V7) (X, X, Z + 0,0,0) 
für jedes von 0,0,0 verschiedene ganzzahlige Wertsystem X, Y, Z 
gelten, und soll überdies, falls Okt (4 BC) ein Gitteroktaeder 
zweiter Art vorstellt, die Ungleichung 
(D) HOT I ZT Vel 


DIE 
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für jedes beliebige ganzzablige System X, Y, Z (das System 0, 0, 0 
hier inbegriffen), gelten. 

14. Wir wollen jetzt zeigen, daf infolge des Bestehens der 
drei Gleichungen (10) von allen diesen Ungleichungen gewisse in 
endlicher Anzahl vorhandene das Bestehen aller übrigen nach 
sich ziehen. 

In der Tat, greifen wir von den Ungleichungen (1) zunächst 
diejenigen besonderen heraus, in denen die Zahlen X, Y,Z nur 
Werte O oder + 1 haben, das sind die folgenden: 


CODAF(LL EL OL, FEÉEL Ode L F0 SEL TYEU 
(12) ACER EUNET) ET 
für alle môglichen Werte der einzelnen Vorzeichen + 1. 

Sollte nun, während alle Bedingungen (10), (11), (12) bereits 


statthaben, irgend eine der Ungleichungen (1) nicht gelten, so sei 
G (X, Y,Z = a,b,c) ein Gitterpunkt, für den 


F(a,b,c) <1 


ist; wir kônnen uns etwa 0=a<£b=c(cZ 2) vorstellen, da wir 
die Rollen von + X, + Y, + Z vertauschen kônnen. Das Okt (4 B G) 
gehôrt dann mit allen Punkten, die auferhalb der Ebene O0 4 B 
liegen, ganz zum Inneren von R. Dieses Oktaeder ist durch 


Les 
C 


sr af 
C C 


bestimmt. Aebnlich wie in 10. schliefen wir nun, da in diesem 
Oktaeder, falls nicht gerade a, b, c von der Form d, d,24 ist, stets 
wenigstens einer von den Gitterpunkten Z — 1, X — 0 oder 1, 

— 0 oder 1 auftritt. Der betreffende Gitterpunkt dürfte aber 
nach einer der Ungleichungen (11), (12) nicht ins Innere von R 
fallen. Mithin erkennen wir, daBi zu den Ungleichungen (11) und 
(12) nur noch die folgenden 


(9) FL EMTEC AT 1L, É'CEL ER ELEC PR EEE LEA 


hinzuzunehmen sind, um die Gesammtheit der Ungleichungen (1) 
sicherzustellen. Wir haben damit den Satz gewonnen: 

1st Okt (A BC) ein Gitteroktaeder erster Art, 80 
haben die Bedingungen (10) (11), (12), (13) die Gesammt- 
heit der unendlich vielen Ungleichungen (1) zur 
Folge. 

Ist das Okt (4 BC) ein Gitteroktaeder zweiter Art, 
so haben wir unter den Ungleichungen (Il), indem wir X, Y,Z 


L 
D'AEX 


dichteste gitterfôrmige Lagerung kongruenter Kôrper. 323 
die Werte O und — 1 beilegen, insbesondere die Ungleichungen: 
(14) FE +3 +921. 

Wir werden nun zeigen: l 
Ist Okt(4 BC) ein Gitteroktaeder zweiter Art, so 
reichen die Gleichungen (10) und die Ungleichungen 
(14) bereits aus, um die Gesammtheit der unendlich 
vielen Ungleichungen (I)und (II)nach sich zu ziehen. 
Zunächst folgen aus (14) alle Ungleichungen (1), nämlich 
speciell die Ungleichungen (11), (12), (13). Denn wir schliefen aus 
(14) mit Rücksicht auf (8): 
di a RE 
F(1,1,0)+F(0,0,1= F(1,1,1)22, F(1,1,0) = 1, 
F({, 1, 2) + F(0, 0, US (124 1), FA 1, 2) = 1, 


und ähnlich bei Aenderung der Vorzeichen der einzelnen Variabeln 
und bei den Permutationen ihrer Reïhenfolge. 

Was sodann die Ungleichungen (11) anbelangt, so nehmen wir 
an, es seien die Ungleichungen (14) erfüllt, es bestünde aber noch 
für einen Gitterpunkt G(X, Y,Z = a+4,b+4,c+4), wobeï a, b,c 
ganze Zahlen sind, die Ungleichung 


.(2a+i 2b+1 2c+1 
F| 9 nu : > )<1: 


wir kôünnen ohne wesentliche Beschränkung uns etwa 


0 < 2a+1  2b+1 2c+1 
‘x 2 Er de 2 
und 2c+1=3 denken. Nun enthält das Okt (4BG), d. i. der 
Bereich 


= 


2b+1 
ACTA 


2a+i 
2c+1 


den Punkt X = !, Y — 1, Z — 4; denn für diesen Punkt wird 
die hier links stehende Summe 


(c—a) L(e—1) F1" re 


» 


z|+|x 2H =1 


also müBte auch F(4,4,4)<1 sein im Widerspruch mit einer 
der Ungleichungen (14). Die Ungleichungen (14) haben demnach in 
der Tat mit Rücksicht auf die drei Gleichungen (10) alle Un- 
gleichungen (1) und (Il) zur Folge. 
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15. Nach der Bemerkung in 12. finden wir, wenn für ein 
ganzzahliges System G (a,b,c) die Umstände 0£a<b=c und 
cZ= 2 statthaben und a,b,c nicht gerade mit einem der Systeme 


0, 1,2; 1,1,2; 1, 2,2; 1,1,3; 1,2,3; 2, 2,3; 1,2,4; 2,3,4 


übereinstimmt, wenigstens einen von den Gitterpunkten 0,0, 1 ; 0, 1,1; 
1,1,1;1,1,2 sogar im Inneren des Okt (4 B @) gelegen und kann 
daher G auch nicht auf der Begrenzung von 8 liegen, sondern 
muB dafür notwendig 

F(a, b,c) > 1 
ausfallen. 


$ 6. Die benachbarten Kôrper in einer dichtesten 
Lagerung. 


16. Nach den letzten Ausführungen ist klar, daB bei konti- 
nuirlicher Variation der Koefficienten «,, «,,...7, in (1) d. h. des 
Gitters (@) keine einzige der Ungleichungen (1) bez. der Un- 
gleichungen (1) und (IT) verletzt wird, so lange nur die drei Glei- 
chungen (10) und die in endlicher Anzahl vorhandenen Ungjlei- 
chungen (11), (12), (13) bez. (14) in Kraft bleiben. Unter be- 
ständiger Wahrung dieser Bedingungen (10)—(13) bez. 
(10), (14) suchen wir nun weiter «,,«,...7, kontinuir- 
lich derart zu variiren, da8 4 sich verringert oder 
wenigstens nicht zunimmt und dabei in môglichst 
vielen unabhängigen von den fraglichen Unglei- 
chungen das Gleichheitszeichen sich einstellt. 

17. Wir nehmen als ersten Fall an, da8 Okt (4 BC) ein 
Gitteroktaeder erster Art ist und kônnen dazu voraus- 
setzen, da auch im Verlaufe der vorzunehmenden 
Variationen niemals drei Gitterpunkte auf % auf- 
treten sollen, die ein Gitteroktaeder zweiter Art 
bestimmen. 

Zunächst môüge in keiner der Ungleichungen (11), (12), (13) 
das Gleichheitszeichen gelten. Wir projiciren den ganzen Bereich 
des Kôürpers & in Richtung OC auf irgend eine diese Richtung 
nicht enthaltende Ebene durch 0. Dadurch entsteht in dieser 
Ebene eine gewisse convexe Figur $ mit O als Mittelpunkt; % 
und 8 seien darin die Projektionen von À und B (Fig. 2). Im 
Allgemeinen wird es nun môüglich sein, unter Festhaltung von B 
und C den Punkt À auf der Begrenzung von & kontinuirlich 80 
zu bewegen, daB währenddessen Ÿ geradlinig auf O zuwandert und 


dichteste gitterfôrmige Lagerung kongruenter Kôrper. 32b 


damit 4 kleiner wird. Eine solche 
Variation ist nur in dem Falle 
zunächst nicht ausführbar, wenn 
A innerhalb einer auf der 
Fläche % verlaufenden, mit OC 
parallelen Strecke liegt, die sich 
dann natürlich in einen Randpunkt 
von $ projicirt. In diesem Falle 
würden wir À zuvôürderst nach 
einem Endpunkte jener Strecke 
hin wandern lassen, wobei 4 sich nicht ändert, um hernach, wenn 
inzwischen kein neuer Gitterpunkt auf % aufgetreten ist, 4 in 
der beschriebenen Weise zu verringern. Da nun 4 nicht unter 
die von vorn herein gegebene Grenze J, das Volumen von Æ, 
sinken kann, muB der dargelegte ProzeB notwendig einmal auf 
einen Zustand auslaufen, wobei in einer der Ungleichungen (11), 
(12), (13) das Zeichen — eintritt. 

Wenn dabei z. B. F(1,1,2) — 1 würde, so fänden wir nach 
dem Satze aus 11. in —1,0,0;0,—1,0;1,1,2 drei Gitterpunkte 
auf %, die ein Gitteroktaeder zweiter Art bestimmen, was wir 
ausgeschlossen haben. Hiernach kommt gegenwärtig keine der 
Ungleichungen (13) in Frage Wir machen nun ferner zu- 
nächst die Annahme, da bei den vorzunehmenden 
Variationen auch stets die Ungleichungen 


F(+1,+1,+0=>i1 


Fig. 2. 


gewahrt bleiïiben. Dann kommen einstweilen nur die Un- 
gleichungen (11) für das Eintreten des Gleichheitszeichens in Be- 
tracht. Da wir die Bezeichnungen Y und Z, auch X mit —X 
vertauschen künnen, so dürfen wir annehmen, daf der Gitterpunkt 
S(—1,0, 1) auf der Fläche % erscheint, da also 


F(-1,0,1) = 1 
wird. Diese Gleichung gewährleistet vermüge 
F(1,0,1)+F(-1,0,1)Z F(0,0,2) = 2 


die Ungleichung F(1,0, 1) = 1, d. h. solange C und S auf % bleiben, 
kann 1,0,1 gewiB nicht ins Innere von 8 fallen. 

Die weiteren von den Ungleichungen (11) mügen noch das 
Zeichen = behalten haben. Wir kônnen nun mit dem Punkte B 
operiren wie vorhin mit À, indem wir wieder die Parallelprojek- 
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tion von & in Richtung OC verwenden und künnen ohne Zunahme 
von À erzielen, daB in einer neuen der Ungleichungen (11) das 
Zeïichen — eintritt. Indem wir noch X und Z vertauschen, auch 
Y durch — Y ersetzen kôünnen, dürfen wir annehmen, es trete jetzt 
der Gitterpunkt R(0,1,—1) in % ein. Durch die Lage von R 
und C auf % wird zugleich gesichert, da 0, 1, 1 nicht ins Innere 
von R fällt. | 

Nun müge noch F(+1, + 1,0) > 1 geblieben sein. Die Strecken 
S'A und ÀDB sind beide parallel und gleich lang mit OC. Wir 
führen jetzt jene Parallelprojektion von & in Richtung OC auf eine 
Ebene, die uns für den ganzen Kôrper 8& die Figur $ ergab, spe- 
ciell nur für alle solchen zu OC parallelen Sehnen von 8 aus, 
welche an Länge Z OC sind. Dadurch erhalten wir in jener Ebene 
eine neue Figur © mit O als Mittelpunkt, die ganz in der früheren 
Figur $ enthalten ist und insbesondere die Punkte A und 8 auf- 
nimmt (Fig. 2). Dieser Figur © kommt, weil $ ein konvexer 
Kôürper ist, ebenfalls die Eigenschaft zu, mit irgend zwei Punkten 
stets die ganze sie verbindende Strecke zu enthalten, und stellt 
mithin © wieder ein konvexes Oval vor. 

Liegt 8 auf dem Rande von ©, so bedenken wir, daf 
solchen Punkten des Randes von Q, welche Häufungsstellen von 
nicht zu © zählenden Punkten aus $ sind, mit OC parallele Sehnen 
in 8 genau von der Länge OC entsprechen und da andererseits 
solchen Punkten des Randes von Q, die auch zum Rande von $ 
gehüren, mit OC parallele Geraden entsprechen, die nur die Be- 
grenzung von & treffen. Infolgedessen kôünnen wir irgend eine 
kontinuirliche Veränderung von 8 auf dem Rande von Ÿ, während 
A und C festbleiben sollen, immer so bewerkstelligen, da dabei 
sowohl B wie der damit in bestimmter Weise verbundene Punkt 
KR fortwährend auf der Begrenzung von & verbleiben. Wir künnen 
nun im Allgemeinen 8 auf dem Rande von Q kontinuirlich der 
Geraden OÙ nühern und damit 4 verringern. Nur wenn 8 inner- 
balb ciner diesem Rande angehôrigen, zu OU parallelen Strecke 
liegt, müssen wir zuvor $ nach einem Endpunktce dieser Strecke 
führen, eine Operation, während der À sich nicht ändert. Wir 
bemerken, da bei der letzteren Sachlage die Fläiche Ÿ sicher cine 
geradlinige Strecke aufzuweisen hat, nämlich, falls 8 zugleich dem 
Rande von $ angehôürt, die Strecke 21, anderenfalls aber in einer 
Stützebene an & durch B die ganze Strecke, als deren Projektion 
hier jene erwähnte Strecke auf dem Rande von © erscheint. 

Sollte 8 im Inneren von © liegen, so würden durch B und 
KR jedenfalls zwei verschiedene Stützcbenen an & gehen; für diese 
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müften dann in gewissen Umgebungen von B und R die in Rich- 
tung OC gemessenen Abstände durchweg Z OC sein, also wären 
die Ebenen parallel, und künnten wir B in seiner Ebene so ver- 
ändern, da8 8 geradlinig auf O zuschreitet. Freilich würde un- 
sere Folgerung hier mit der anderen Annahme in Widerspruch 
kommen, wonach C auf % selbst liegen sollte. 

Nach dieser Ausführung künnen wir nun, ohne daf 4 wächst, 
zu einem Zustande fortschreiten, wobei schlieflich noch in einer 
der Ungleichungen F(+1,+1,0) 1 das Zeichen — eintritt. 
Würden wir Æ(1,1,0) — 1 erhalten, so hätten wir in —1,0,1; 
0,—1,1; 1,1,0 drei Gitterpunkte auf %, die ein Gitteroktaeder 
zweïter Art bestimmen. Da wir solches vorläufig ausgeschlossen 
haben, so bleibt nur die Annahme übrig, da noch der Gitter- 
punkt 7'(1,—1,0) auf % auftritt. 

18. Wenn die sechs Gitterpunkte 4, B, C,R,S, T sämmtlich 
auf % liegen, so ersehen wir aus 


F(1,1,2)+F(—-1,0,1)+F(0,—1,1)=4F(0,0, 1), 
FLE 2)ETCA, 1:0)220;:F (0:10, J); 
ALP DRE (RE 10) = F0, 1) 1) 


F(1,1,1)+F(-1,0,1)+F(0,—1,1) =3F(0,0, 1) 


u.s.f., da von den Ungleichungen (11), (12), (13) nur noch die 
Erfüllung der folgenden 


AID TL El) = 1 Fil et 


besonders zu fordern ist. Würde F(1,1,—1) — 1 sein, so hätten 
wir in 0,0,1; 1,—1,0; 1,1, —1 drei Gitterpunkte auf %, die ein 
Gitteroktacder zweiter Art bestimmen. Gegenwärtig haben wir 
danach in diesen drei Ungleichungen das Zeichen = zu verlangen. 

19. Wir berücksichtigen jetzt die in 17. zunächst ausgeschaltete 
Müglichkeit, dafi in einer der Ungleichungen F(+1, +1, +1) Z1 
das Gleichheitszeichen eintritt, schliefen aber immer noch aus, daf 
auf & drei Gitterpunkte auftreten, die ein Gitteroktaeder zweiter 
Art bestimmen. 

Nehmen wir z.B. an, daf neben À, B, C noch der Gitterpunkt 
D (1,1,1) auf % liege, so sind wegen 

F(—-1,-1,1)+F(4,1,1)Z2F(0,0,1) 

u. s. f. alle Ungleichungen (12) sichergestellt. Die Strecke AD ist 
parallel und gleich B'C. Wir verfahren unter Zuhülfenahme eimer 


Parallelprojektion von À in dieser Richtung wesentlich nach der 
24* 
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in 17. dargelegten Methode zur Verringerung von 4, und wir 
dürfen nun ferner in einer der Ungleichungen (11) das Gleichheits- 
zeichen als gültig annehmen. Würde dabei etwa F(1, —1,0) — 1 
eintreten, so hätten wir in 0,0,—1; 1,1,1; 1,—1,0 drei Gitter- 
punkte auf %, die ein Gitteroktaeder zweiter Art bestimmen, was 
nicht sein sollte. Wir nehmen nun etwa N(1,1,0) auf % gelegen 
an. Alsdann sind die Strecken ON, CD, À'B parallel und gleich 
lang, wir verwenden 
eine Parallelprojektion 
von # in Richtung ON 
und dürfen endlich noch 
etwa ZL(0,1,1) auf % 
gelegen annehmen. Die 
beistehende Figur zeigt 
uns, daB durch die 
DE Substitution 


REPAS NX EOIZt SEE 


dieser Fall auf den schon in 17. behandelten zurückführt. 


20. Wir nehmen jetzt zweitens an, daf das Okt (ABC) ein 
Gitteroktaeder zweiter Art ist, und haben alsdann neben 
den drei Gleichungen (10) die Ungleichungen (14) 


HELP ET 


vorauszusetzen. 

Zunächst môge in keiner dieser Ungleichungen das Zeichen — 
gelten. Wir verfahren wesentlich nach der in 17. entwickelten 
Methode. Wir verwenden eine Parallelprojektion von & in Rich- 
tung OC und kônnen «,,...7, so variren, daB 4 abnimmt oder 
konstant bleibt und schlieBlich in einer dieser Ungleichungen das 
Gleichheitszeichen eintritt. Es môüge etwa der Gitterpunkt N 
(4, #, —#) und sein Gegenpunkt N’ auf die Fläche % fallen; in den 
übrigen Ungleichungen (14) 
aber môge noch das Zeichen 
> bleiben. Nun ist CB p4- 
rallel der Ebene durch O, À 
und N (Fig. 4) Wir ver- 
wenden cine Parallelprojek- 
tion von & in Richtung CB, 
halten À und die Strecke CB 
Fig. 4. nach Richtung und Länge und 

damit auch den Punkt N fest 
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und kôünnen durch Variation von B und so, da8 A4 abnimmt oder 
sich nicht ändert, einen Zustand erzielen, wobei eine neue der 
Ungleichungen (14) als Gleichung erfüllt ist; es trete etwa der Git- 
terpunkt L(—4, 4, !) in die Fläche % ein. — Dieser letzte Prozeh 
wäre nun genau so anzuwenden gewesen, wenn die Fläche % neben 
N auch bereits AZ(4, —1,1) enthalten hätte, da die Strecke MN 
parallel und gleich CB ist. Daraus leuchtet sofort ein, daf wir 
überhaupt auch einen Zustand erreichen kôünnen, wobei drei von 
den vier Paaren von Gitterpunkten +4, +1, +1, etwa die drei 
Paare LZ, L', M, M', N, N', auf % fallen. 
Vermüge der Substitution 


DR TO NX 2 7 Zi Y 


erhalten nun À, B, C, L, M, N und der Gitterpunkt 1,1,4 die 
neuen Koordinaten 


X*, Ye, 7% 0,1, 1; 1,0, 1::1,1,0; 1,0,0:0, 150: 0, 01: 1,41 


Das ursprüngliche Zahlengitter (@) wird mit dem Zahlengitter in 
X*, Y*, Z* identisch; und damit kein Gitterpunkt auBer O im In- 
neren von & liegt, bleibt nur noch die eine Bedingung zu erfüllen, 
da der Punkt X*, Y*, Z* — 1,1,1 nicht ins Innere von À fällt. 


21. Wir sind durch diese Ueberlegungen zu folgendem Re- 
sultate gelangt: 


Um für einen gegebenen konvexen Kôrper X das 
Minimum (oder die verschiedenen existirenden Mi- 
nima) von 4 zu finden, genügt es, solche Anordnungen 
des Gitters (@) in Betracht zu ziehen, wobei von 
diesem Gitter 


entweder (1) auf die Begrenzung von 8 = K+XK' 
die Punkte 


2007201:020,0,1: 0,1, -1;:=1,0,1; 11,0 
und die Punkte —1,1,1; 1,—-1,1; 1,1,—-1 aufBerhalb 8 
fallen, 
oder (II) auf die Begrenzung von f dic Punkte 


O0 M0 TOP OO LEO AL UEAL 011, 1, 0 
fallen und der Punkt 1,1,1 auBerhalb 8 liegt, 
oder (111) auf die Begrenzung von 8& die Punkte 
1,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 0,1,1; 1,0,1; 1,1,0 und 1,1,1 
fallen. 
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Aus einer beliebigen Anordnung des Gitters (@) von dem hier 
bezeichneten Charakter, welche ein Minimum von À liefert, kônnen 
unter Umständen, — jedoch nur in solchen Fällen, wo auf der 
Begrenzung von R& geradlinige Strecken vorkommen, — andere An- 
ordnungen von (@), welche nicht jenen Charakter tragen, durch 
kontinuirliche Variation ohne Aenderung des Wertes von 4 her- 
vorgehen und diese würden dann in gleicher Weiïse dichteste git- 
terfôrmige Lagerungen für den Grundkôrper Æ bestimmen. 


Fig. 5. 


Die in (1) aufgeführten sechs Gitterpunkte mit ihren Gegen- 
punkten in Bezug auf O bilden die Ecken eines Kubooktaeders, 
die in (III) genannten sieben Gitterpunkte mit ihren Gegenpunkten 
in Bezug auf O die Ecken eines Rhombendodekaeders (Fig. 5). 


$ 7. Arithmetische Aequivalenz bei positiven ternären 
quadratischen Formen. 


22. Ehe wir in der Behandlung unseres allgemeinen Problems 
weitergehen, wollen wir das Beispiel der dichtesten Lagerung von 
Kugeln näher ins Auge fassen. 

Es sei X eine Kugel vom Radius :, für den Kôrper À — 
K+K' also p(E,n,6) — (£ +7 +6), so haben wir in 


p = (az+a,y+a,s) +(Br+B,y+ 8,2) +(yix+yu+y 2) 
= 0,2 +2e,xy+20,.xz+e.y +2e.yz+e.e —= h(x, y, 2) 


eine positive ternäre quadratische Form mit einer De- 
terminante D — 4", 

Um die dichteste gitterformige Lagerung für Kugeln vom 
Radius 4 zu finden, haben wir nach 21. nur diese zwei Annahmen 
zu diskutiren : 
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(I) Die Fläche A (x, y, 2) = 1 enthält die sechs Gitterpunkte 
ia LOU PU, LEO PO, OLPORIL:EITDNTE PIN" 0S 
dann müfte 
h(x, y, 2) = d'—ay-ae+ y —-yete = (x—4y—4e) +3(y—2) 


sein, und jene Fläche wäre eine Cylinderfläche, nicht eine Kugel. 
(1) Die Fläche (x, y, 2) — 1 enthält die sechs Gitterpunkte : 


x,y,2 = 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 0,1,—1; —1,0,1; 1,—1,0; 
dann haben wir 
h(x,y,e) = d'+ay+arz+ y +yz+e 


und wird D=— Æ—#}. Demnach gelangen wir zu dem Resultate: 

Im Falle der dichtesten gitterfôrmigen Lagerung 
von gleichen Kugeln verhält sich der von den Kugeln 
erfüllte Raum zum ganzen unendlichen Raume wie 
HR | 
6 4 
rakterisirt, da eine jede Kugel in den 12 Ecken 
eines Kubooktaeders an andere Kugeln stô8t. 

Für die dichteste Lagerung von Ellipsoiden gilt offenbar ge- 
nau der nämliche Satz. 

Das entsprechende Problem für zwei Dimensionen hängt analog 
mit der Transformation von Ë*+ 9" in a +xy+y* zusammen, und 
kann man in einer Ebene durch lauter gleiche Kreisflächen, die 
nicht in einander eindringen und deren Mittelpunkte ein parallelo- 


. ue 
grammatisches Punktsystem bilden, im Maximum den 1: is 


Die betreffende Lagerung ist dadurch cha- 


Teil der ganzen unendlichen Ebene ausfüllen. 

23. Ich will jetzt zeigen, dafi die Theorie der arith- 
metischen Aequivalenz der positiven ternärcen qua- 
dratischen Formen, deren Hauptsätze von Scecber und 
GauB aufgestellt sind und in der Folge manche andere Ableitung 
gefunden haben!), vollständig und durch cinfache Ueberlegungen 


1) Secber, Untersuchungen über dic Eigenschaften der p. t. qu. Formen, 
Freiburg i. Br. 1831. — Gau$, Gütt. gel. Anz. 1831 (auch Werke Bd. IL, $. 188). 
— Dirichlet, Crelles Journ. Bd. 40, $. 209 (auch Werke Bd. I, S. 27). — 
Hermite, (relles Journ. Bd. 40, S. 173, Bd. 79, S. 17. — Selling, Crelles 
Journ. Bd. 77, S. 143. — Korkineu. Zolotareff, Math. Ann. Bd. 6, S. 366, 
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allein aus der eben bewiesenen Tatsache über die dichteste La- 
gerung von Kugeln erschlossen werden kann. 


Es sei 
2P a + 2e, LYS TT CAE = h (x, y; 2) = (f(x, Y; 2)) 


eine beliebige positive ternäre quadratische Form mit der posi- 
tiven Determinante D. Wir setzen die Form k irgendwie in die 
Gestalt , 


h = (ax+a,y+a,z) +(8,x+8B,y + 8,2) + (rx +ry +72) 


— +9 +6 und deuten Ë, », 6 als rechtwinklige Koordinaten im 
Raume. Der Ausdruck V4 = f(x,y,z) stellt alsdann die Ent- 
fernung des variablen Punktes P mit den Bestimmungsstücken 
æ,y,z vom Nullpunkte O dar. 

24. Wir betrachten das Gritter (@) der Punkte mit ganzzah- 
ligen Werten x, y,z und bestimmen in diesem Gitter einen ersten 
vom Nullpunkte verschiedenen Gitterpunkt À derart, daB die 
Entfernung OA so klein als môglich ausfällt, hernach 
einen zweiten Gitterpunkt B auferhalb der Geraden durch O und 
À, soda die Entfernung OB so klein als müglich wird, 
endlich einen dritten Gitterpunkt C auferhalb der Ebene durch 
0, À und B, sodaf die Entfernung OC so klein als môg- 
lich wird. Es seien L,,m,,n,; L,, m,,n,; l,, m,,n, die x, y, z-Werte 
von À, B, C und f,,f,, f, die Entfernungen dieser Punkte von 0. 

Wir setzen 


(5) z=1X+IY+IZ, y=mX+mY+n,Z, z=n,X+n,Y+n,7, 


und es sei d die Determinante dieser Ausdrücke. Die Form 
gehe durch diese lineare Substitution in 


E, L'+2E,XY+:.-.+8E,,2° s—. H(X, YF; 2) 


über; dabei wird E, = fi, E,, = fi, E,, = f; Wir bringen H 
in die Gestalt 


H — (4,X + A+ 4,2) +(B,Y + B,2) + (1,2), 
sodaB 4,, B,, I, = 0 sind, und setzen 
A,X+4,Y+ A,7\ B,Y+B,Z\ /[I,7\ 
DEC HE TETE" ) +( TE ] + Fra 


25. Die Fläche & — 1 stellt im Raume der rechtwinkligen 
Koordinaten &, 7, 6 ein Ellipsoid vor mit einer Hauptaxe in der 


| 


malt attesté jet Mt. : cf 
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Linie OA, einer dazu senkrechten Hauptaxe in der Ebene 0AB 
und einer dritten auf dieser Ebene senkrechten Hauptaxe, bez. 
von den Längen f,f,,f,. Für jeden von O verschiedenen Gitter- 
punkt in der Geraden OA(Y = 0, Z = O0) ist HZ f}, D>1, 
für jeden Gitterpunkt auferhalb dieser Geraden in der Ebene 
OAB(Z = 0) ist HZf;, DZ 1, für jeden Gitterpunkt aufBerbalb 
der Ebene OAB ist H=f}, DZ=1. Danachliegtkein Gitter- 
punkt x,y,2 auBer dem Nullpunkte im Inneren des 
Ellipsoids =. 

Konstruiren wir nun den Kürper DÆ=!1 und weiter alle 
Kôrper, die aus diesem durch die Translationen vom Nullpunkte 
nach den einzelnen Gitterpunkten x,y,2 entstehen, so werden 
diese sämmtlichen gitterfürmig angeordneten Ellipsoide unter ein- 
ander hôchstens Punkte der Begrenzungen gemein haben, und ist 
daher nach 22. das Verhältnif aus dem Volumen von D Æ ! und 
dem Volumen des Grundparallelepipeds des Gitters (G), also 


Ghfsfs: VD sicher se d. h. wir haben 
(16) fil _—- V2D, 15 E,, E,, =2D. 


Andererseits berechnet sich die Determinante von H in %,y,2 
zu (LE), sodaf 
d 
AB D = IGN D 
folgt. Nun ist für die Punkte 4, B, C bez. H = f;,f;,f3, sodaf 
A AB NAIL; 
entsteht. Demnach gilt 
fill 7 VD. 
Mit Berücksichtigung von (16) geht hieraus 
(17) [d| € V2, 


mithin d — +1 hervor. Die Determinante der Substitution (1b) 
ist also + 1, das Gitter in X, },Z ist identisch mit dem Gitter 
(G) in x,y,+, die Form I arithmetisch äquivalent der 
gegebenen Form . 

26. Nach der Art, wie die Punkte 4, 1?, C mit ihren Ent- 
fernungen 0A, OB, OC eingefübrt wurden, bestehen für die Form 
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H die sämmtlichen Ungleichungen 


(18) 0<E, ZE, SE, 
(9) H(X0,0)=E,, H(X 02, H(X, Y, 2 ZE, 
(X +0) (Y +0) (Z4+0) 


worin X, Ÿ,Z beliebige ganze Zahlen sind. Umgekehrt leuchtet 
ein, da mit diesen Ungleichungen; während die Substitution (15) 
ganzzahlige Koefficienten und eine Determinante + 1 hat, der hier 
in Frage kommende Charakter der Gitterpunkte 4, B,C voll- 
ständig erschôpft wird. 

Eine ternäre quadratische Form H(X, Y,Z), welche diese 
sämmtlichen Ungleichungen (18), (19) erfüllt, heift reducirt. 

Analog heift eine binäre quadratische Form 


H(X,Y) = E, X'+2E,XY+E, Y° 
reducirt, wenn sie allen Ungleichungen 
O<E,=E,, H(X,0)E E;, H(X,Y)2E, 
uso (720) 


genügt, worin X, Ÿ beliebige ganze Zahlen sind. Es leuchtet ein, 
da, wenn Æ(X, Y, Z) eine reducirte ternäre Form ist, die drei 
daraus durch Nullsetzen je einer Variable entstehenden binären 
Formen H(X, Y,0), H(X,0, 2), H(0, Y, Z) ibrerseits notwendig 
reducirt sind. 

Aus der Menge der Ungleichungen (19) greifen wir insbesondere 
die folgenden heraus: 


(20) HÉLA, D HRESR RERO EE  HOELDSES 
lg 

E,,=2|E,,|, E,Z=2|E,|, E,,272|E,,| 
und ferner 
(21) H(EI ELDESE,,; 
diese letzteren Ungleichungen (21) sind infolge der Ungleichungen 
(20) von selbst erfüllt, wenn die Grôfen E,, E,,, E,, alle drei 
positiv oder eine positiv und zwei negativ sind oder darunter 
wenigstens eine verschwindende auftritt; wenn aber diese GrüBen 


alle drei negativ oder zwei von ihnen positiv, eine negativ sind, 
80 liefert (21) die eine neue Bedingung 


ESTE Z2|E,|+2|E,|+2|E,|. 


LU 
DA 
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Wir wollen jetzt den Nachweiïserbringen, daf die speciellen, 
in endlicher Anzahl vorhandenen Ungleichungen 
(18), (20), (21) die sämmtlichen unendlich vielen Un- 
gleichungen (19) nach sich ziehen und also den Charakter 
von H als reducirte Form bereits vôllig bestimmen. 

27. Wir betrachten zu dem Ende die Mannigfaltigkeit der 
sechs unabhängigen Variabeln E,, £,,...Æ,, und in dieser den- 
jenigen Bereich ($), der durch die sämmtlichen Ungleichungen 
(18), (19) für diese Variabeln definirt ist, wobei wir noch die Be- 
dingung E, => 0 durch Æ,, = 0 ersetzen wollen. Jedem Punkte 
E,,,E,,...EÆ,, in dieser reducirten Kammer (G) entspricht 
eine niemals negative ternäre Form H. Da die Ungleichungen 
(18), (19) linear und homogen in den Variabeln E,,,E,,...E,, 
sind, so besitzt ($) die Eigenschaft, mit irgend zwei Punkten 
(Formen) H‘°, H° stets die ganze sie verbindende Strecke, d. h. 
die Koefficientensysteme der Formen (1—+t) H°+4tH" für alle 
Parameterwerte { = 0 und = 1 zu enthalten, stellt also einen kon- 
vexen Kôürper in der Mannigfaltigkeit der E,,E,,...E,, dar. 
Nach den allgemeinen Grundsätzen über die Begrenzung eines 
konvexen Kôürpers !) genügt es nun zur Definition des Bereichs ($), 
von den Ungleichungen (18), (19) nur jede solche ausdrücklich zu 
fordern, für welche im Bereiche ($) ein Punkt gefunden werden 
kann, der die betreffende Ungleichung mit dem Zeichen —, alle 
davon verschiedenen der Ungleichungen (18), (19) aber mit dem 
Zeïichen = (<) erfüllt. 

Jeder Punkt H in (6), der nicht einer wesentlich positiven 
Form entspricht, ist zufolge der angegebenen Eigenschaft von (9) 
gewiB Häufungsstelle von wesentlich positiven reducirten 
Formen und aus der Ungleichung (16) für diese letzteren Formen 
geht dann die nämliche Ungleichung auch für H hervor; daher 
ist für Æ dann notwendig D = 0, E,, — 0. Die letztere Relation 
bat wegen (20) noch £,, = 0, E,, = 0 zur Folge, und ist die Un- 
gleichung E, = 0 hiernach bei der Definition von ($) entbehrlich. 
Jeder Punkt von ($) aber, für welchen E, > 0 ist, liefert gewiB 
eine wesentlich positive Form. 

28. Greifen wir nunmehr eine in dem eben besprochenen 
Sinne notwendige der Ungleichungen (18), (19) heraus; es sei 
dieses etwa eine Ungleichung 


Ha, b,c)Z Es, 


1) Geometrie der Zahlen, Leipzig 1896. 
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wo a,b,c ganze Zahlen sind und c 4 O ist. Dann giebt es also im 
Bereich ($) irgend eine wesentlich positive Form H=(£,,E,,,...E,.), 
deren Koefficienten diese Ungleichung mit dem Zeichen =, Mile 
davon verschiedenen der Ungleichungen (18), (19) aber mit dem 
Zeichen = erfüllen. 

Bezeichnen wir wie in 24. mit OA BC das Grundparallelepiped 
des Gitters in X, Y, Z, so liegt wegen c + 0 der Gitterpunkt G 
(X = a, Y—=b, Z = c) auBerhalb der Ebene 0AB und bietet hier 
dieselbe Entfernung VH von O wie C dar. Wir künnten daher 
bei der Aufsuchung einer beliebigen mit /{ äquivalenten reducirten 
Form den Punkt G an die Stelle von € treten lassen, und nach 
(17) mu alsdann die Determinante aus den Koordinaten von À, B, G 
notwendig + 1 sein, d. h. wir haben c — +1. 

Aus der am Schlusse von 22. hinzugefügten Bemerkung über 
die dichteste gitterfôrmige Lagerung von Kreisflächen in der 
Ebene schliefien wir analog, da8 zur Charakterisirung einer redu- 
cirten binären Form 


H(X,Y) = E, X'+2E,XY+E,, Y° 
jedenfalls die Ungleichungen 
CSV, HDE.E, 
ausreichen. 
Wir ersehen daraus zunächst, da wir bei der Definition einer 


reducirten ternären Form von den Ungleichungen (19) gewif nur 
die folgenden nôtig haben 


Héxal DD. HIX FL 


Nehmen wir jetzt an, es sei b 40. Da in den hier aufge- 
führten Ungleichungen die Grüfe Æ,, herausfällt, so kônnen wir 
in der Form /(X, Y, Z) an Stelle des Koefficienten E,, den Wert 
EX — ÆE, setzen und die dadurch entstehende neue Form H* 
wird ebenfalls reducirt sein. Für diese Form H* ist nun 


H*(a,b,c) — E*. 


Da wir b +0 haben, so künnen wir bei der Aufsuchung einer 
beliebigen mit //* äquivalenten reducirten Form den Punkt G an 
die Stelle von Z? treten lassen, während wir À und C unverändert 
beibehalten, und es muB nunmehr die Determinante aus den Koor- 
dinaten von 4, (4, C notwendig + 1, also b — +1 sein. 

Der analoge Schluf für binäre Formen zcigt, dafi eine redu- 
cirte binäre Form /1(X, Y) = (L,,£,,4,) volig durch die Un- 


127 
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gleichungen 
0OZE,,=E,,, H(E1,1)2E,, 


charakterisirt ist. 

Mit Rücksicht hierauf brauchen wir nunmehr für eine redu- 
cirte ternäre Form H(X, Y,Z) von den Ungleichungen (19) nur 
noch die folgenden in Betracht zu ziehen : 


H(+1,1,0)=EÆ,, H(+1,0,1)Z=E,, H(X,+11)ZE,. 


Nehmen wir nun an, es sei z. B. c = 1, b — —1 und a + 0. 
Wir ersetzen in H* die Koefficienten Ef, E;,, EX durch Eï— 8, 
E,—4e, Eÿ—s, wobei & > 0 sei. Die neu entstehende Form H** 
erfüllt in vüllig unveränderter Weise die Beziehungen 

ES D, HG 0, Ch=E;, 


H#(+1,1L0)ZE*, H#(+1,0,1)=E*, HW(X,-11)Z=E%. 


33) 


Wir setzen 8 = EX — E* voraus, und es bleibt auch E*= E*. 
Sollte nun, wenn wir & von 0 an bis zu der hier genannten Grenze 
kontinuirlich wachsen lassen, schlieBlich einmal in irgend einer Un- 
gleichung H**(X, 1,1) = E%* das Gleichheitszeichen eintreten, so 
kôünnten wir für die betreffende immer noch reducirte Form H** 
die Punkte 1,0,0; X,1,1; a, —1,1 an die Stelle von 4, B,C 
treten lassen; die Determinante aus den Koordinaten dieser Punkte 
aber wäre — 2 im Widerspruch mit der Bedingung (17). Also muf 
H** auch noch bis zu & — EL — [* reducirt bleiben. Bei diesem 
Werte von & haben wir nun E**— I. Also kann für H** jetzt 
der Punkt G an die Stelle von À treten, während B und C ihre 
Rollen beibehalten, und mu endlich die Determinante aus den 
Koordinaten von G, B,C, also a — +1 sein. Damit ist in der 
Tat die in 26. aufgestellte Behauptung erwiesen. 

29. Die erlangten Sätze sprechen wir in folgender Weise aus: 

Zu einer beliebig gegebenen ternären positiven 
quadratischen Form h(x,y,z) kann man immer eine 
ganzzahlige lineare Substitution mit der Determi- 
nante +1 bestimmen, durch welche (x,y,2) in eine 
Form 


H(X,Y,2) = EL, X'+2E,XY+...+E, 2 
übergeht, die den Ungleichungen 
O<E< EE Ps BE Es As 


nn" 
NT. 1 


£<E 


‘11? 


218] < E 
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und zudem, wenn E,E,E,<0 ist, noch der Un- 
gleichung 
2|E,|+2|E,)+2|E)Z<E,+E, 


genügt. 

Die Form H behält diesen Charakter, wenn man 
darin noch irgendwie X durch +X, Y durch +Y, Z 
durch +/Zersetzt. Abgeséhenvondiesen môglichen 
Abänderungenist jeneSubstitutionunddiese redu- 
cirte mit k äquivalente Form { vôllig bestimmt, 
wofern in keiner der genannten Ungleichungen das 
Gleicheitszeichen statthat. In jedem Falle aber 
sind die Werte E,,,E,,E,, eindeutig bestimmt. Da- 
bei folgen aus den angenommenen Ungleichungen 
die sämmtlichen Ungleichungen: 


HOT ANSE MHXL 2) = RAR AE RL, 
(X,Y,Z+0,0,0)  (Y,Z+0,0) (Z4+0) 


für ganzzahlige X, Y,Z. 
Endlich gilt dabei die Beziehung (Theorem von 
GauB): 
EE, 20. 


887 


In dieser Ungleichung tritt bei gegebenem D das 
Gleichheitszeichen nur ein, wenn 


H = V2 D(X'+Y'+Z'+ XY+XZ+ YZ), bez. 
== NIDIX 7 ea Y T7) 


ist bez. daraus durch Permutation und Vorzeichen- 
änderung der Variabelnhervorgeht,welche speciellen 
reducirten Formen sämmtlich unter einander äqui- 
valent sind (vgl. auch Fig. 3 in 19). 


$ 8 Die weiteren Bedingungen für eine dichteste 
Lagerung. 


30. Wir nehmen jetzt die Behandlung des Problems der 
dichtesten Lagerung für einen beliebigen konvexen Grundkôrper 
K wieder auf. Die GrüBe 4, welche wir für ÆÀ unter Erfüllung 
gewisser Ungleichungen zu einem Minimum zu machen suchen, ist 
eine Funktion der neun Variabeln «,,«,,...7,, die uns zur Fest- 


22% 


annees de mn 
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legung eines Gitters dienen. Bei einem Minimum von 4 künnen 
wir nach 21. gewisse 6 bez. 7 Gleichungen als erfüllt voraussetzen. 
Es fehlen uns daher noch 3 bez. 2 weitere Gleichungen zur Cha- 
rakterisirung eines Minimums von 4, die wir jetzt ermitteln 
wollen. 
31. Wir verfolgen zuerst die Umstände des Falles (I) in 21.: 
Es sollen die Punkte 


Q, M, R, h, ©, T 
1: 0,0: 0/120%0,0,1500, br 10140 


auf der Fläche®%, der Begrenzung von &, unddiePunkte 
—1,1,1; 1,—-1,1; 1,1, —1 auBerhalb 8 liegen. Ferner setzen 
wir voraus, daB nicht auf % drei Gitterpunkte vorhanden sind, 
die ein Gitteroktaeder zweiter Art bestimmen. 

Künnen nun überhaupt auBer den genannten 6 Gitterpunkten 
und ihren 6 Gegenpunkten noch andere Gitterpunkte auf der 
Fläche % auftreten? Nach 15. kônnen neben den Punkten ©, 9%, % 
auf der Fläche % überhaupt nur solche Gritterpunkte da sein, 
deren Koordiraten abgesehen von der Reïhenfolge und den Vor- 
zeichen eines der folgenden Systeme ergeben: 


0,1,1; 1,1,1; 0,1, 2; 1, 1,2: 1,2, 2: 
1,1,3; 1,2, 3; 2, 2,8; 1,2, 4; 9,8, 4. 


Nun leiten wir aus der allgemeinen Funktionalungleichung (8) für 
einen konvexen Kürper insbesondere die folgenden Ungleichungen 
ab: 


F(° 3, +4)+FC-LLO+FCL00Z4F(° 


+ 
le mi) 


2 


F(-1, de +4)+F( —1,0)+70,-10)Z4F(0, et +1), 


F(at,c)+aF(-1,0,1)+6F(0,—1,1)=(a+b+e) F(0,0,1), 
(be 2/2) 91010, 850110 ;172,2::1;1,2)7 
H(E _ 3) +F(1-10=3 r(, Ext 1), 
F(-2,—92,3)+F(—1,0,0)+F(0,-10)=3F(-1,—1,1), 
F(1,—2,3)+F(1,—1,0)+ F(1,0,0)= 3 }'(1, —1, 1), 
F(-12,3)+2F(0,—1,1)+2(1,0,0) 76 J°(0,0,1), 
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FC 1, 1,3)+F(1,-1,0)=8 F(0,0, 1), 
RÉMBIAEE 1,010 PF (HUE), 
PU,=2/2)+E(00=3F(=11), 
F(i,-1, 2)+F(,—1,0) = 2 E(L/=1,1), 
F(0,1,2)+F(0,—1,1)=3 F(0,0, 1); 
auf Grund dieser Ungleichungen sowie der weiteren, die daraus 
durch Permutation der Variabeln hervorgehen, scheiden von den 
genannten Systemen sofort eine Reihe als auBerhalb des Kôrpers 
R gelegen aus. Es bleibt die Lage auf % nur noch für diejenigen 


Gitterpunkte fraglich, deren Koordinaten abgesehen von der Reihen- 
folge eines der Systeme 


MN. pletqeo AO 1e Sete PT 


ergeben. Wenn aber einer dieser Gitterpunkte auf % liegt, so er- 
langt man nach 11. entweder durch die Systeme 0,0,—1; 1,—1,0; 
—1,—1,3 oder 1,0,0; 0,1,0; —1,—1,2 oder 1,0,0; —1,1,0; 
0,—1,2 oder —1,0,0; 0,—1,1: 1,1,1 oder 1,—1,0; 1,0,—1; 
0,1,1 drei Gitterpunkte auf %, die ein Gitteroktaeder zweiter 
Art bestimmen. Wir haben demnach jetzt anzunehmen, daB die 
Fläche % neben ©, M, N, À, ©, & und den Gegenpunkten keine weiteren : 
Gitterpunkte aufweist. 

Wir legen durch jeden der Punkte ©, M, N, R, S, T eine Stütz- 
ebene an R; die Gleichungen dieser Ebenen seien: 


D = 0) 7 EN 
M=uxX+Y+u,Z = 1, 
N=vX+v,Y+Z=—i1, 
R=(e-0)X+e, Y—-(1-e,)Z= 1, 
S=—(1-56,)X+(6,—0,)Y+06,2 = 1, 
Ta X-(i-r)Y+(r-r)Z = 1. 


(22) 


Ein jeder Ausdruck "Z, M, N, R,S$, T' muB im ganzen Bereiche von 
& im Intervalle = —1 und < 1 liegen. Die Form L wird für 
jene sechs Gitterpunkte bez. 


1,4,,4,,4,—4,,—-1+14,,1—21,; 


LE Re | 
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mithin sind 4,,4, beide = 0 und <1. Die Form R wird für die 
sechs Punkte bez. 


Qa — Qu Os —1+0; 1, —1+0,, —0,; 


mithin sind @,,, beide Z0 und 1. Das nämliche gilt von 
Us, U; ; Vis Va; 68) O3; Ti Tge 

Wir denken uns nun die X, Y, Z-Koordinaten in ihrer augen- 
blicklichen Bedeutung festgehalten und variiren dagegen das 
Gitter (@) kontinuirlich, indem wir die Punkte £,M,N% an die 
Stellen verlegen, deren X, Y, Z- Koordinaten 


1+exX,,eY,,eZ; eX,,l1+eY,,e2,; sX,,8Y,,1+e2Z, 


sind, unter # einen positiven Parameter verstanden. Dabei sollen 
die Punkte ©, Ye, X%, R, ©, T in den betreffenden Stützebenen oder 
auf deren dem Nullpunkte abgewandten Seiten bleiben, d. h. es 
sollen die Ungleichungen 


L, =0, M,=0, N,Z 0, R,—R,=0,-S,+8,=0, = T, Z 0 


gelten; wir bezeichnen hier die Werte der Formen Z,M,...T 
für das System X,, Y,, Z, durch Anhängen des Index © Nach 
den vorausgeschickten Bemerkungen wird dabei jedenfalls kein 
Gitterpunkt ins Innere von À eintreten, so lange & eine gewisse 
Grenze nicht übersteigt. 

Der Wert der Determinante 4 verändert sich bei dieser 
Variation von ©, M,N aus (0) in 


A() = 4A0)(+s(X+X,+2)+e()+e(). 


Wenn nun nicht X,+ Y,+ 7, Z 0 eine notwendige Folge der 
obigen sechs Ungleichungen ist, so würden wir & als positive 
GrüBe weiter so klein wählen kôünnen, da hierbei 4 sich ver- 
ringert. Für ein Minimum von 4 ist danach notwendig, daf die 
linke Seite dieser letzten Ungleichung eine homogene lineare Kom- 
bination der linken Seiten jener früheren sechs Ungleichungen mit 
nicht negativen Koefficienten ist, d.h. bei einem Minimum 
von 4 müssen die drei Gleichungen 


X— IL—-sS+iT, 
(23) Y— rR+mM—IT, 
Z = -rR+sS+nN 
mit gewissen (und zwar durchweg nicht negativen) 


Faktoren/,m,n,r,s,t zu erfüllen sein. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-pbys. Klasse 1904. Heft 4. 25 
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32. Wir betrachten jetzt die Umstände des Falles (II) in 21.: 
Es sollen die Punkte 
?, M, R, R, GS, T 
1,0 00,70 00 0 TMEEL OL 10 

auf der Fläche 3 und der Punkt 1,1,1 auBerhalb 8 
liegen. ie 

Wir legen durch jeden der Punkte £,M,N,R,S,T eine 
Stützebene an R; die Gleichungen dieser Ebenen seien: 
L=X-1,Y-1,Z = 1, 

= 4 X+Y-u,Z = 1, 

N=-v,X-1,Y +2 = 1, 
B=-0X+0,Y+({1-e0.)27 = 1, 
S=(1-0)X-0,Y +6,72 = 1, 
T=srX+(1-1)Y-1,2 = 1. 
In $ müssen die Ausdrücke Z, M, N, R,S, T durchweg =—1 und 
< 1 bleiben. Die Form ZL wird für jene sechs Gitterpunkte bez. 


1, — À,, se: —4, 2; 1—1,, 1—1,; 


mithin ist 0£1,<1, 0 £14,2= 1 und 4,+4,<1. Die Form R 


wird für die sechs Pankte bez. 


(24) 


— Qu On 1—0, 1, —0, + 1—0,, —0, +e;; 
mithin ist 0 <o,=1 und entweder 0 = 6, <1 oder 0 = —-p@, 
und dabei zugleich —6, = @, und —pe, <1—o, Entsprechende 
Umstände gelten für p,,u,; v,, v,; 6,, 6,; t,,T.. 
Wir varüren nun %, M,N derart, daB ihre neuen Orte in 
Bezug auf das alte X, Y, Z-Koordinatensystem werden: 


1+eX,,eY,, eZ; eX,, 1+eY,,62,; eX,, eY,, 1+6e2,, 


wobei & ein Parameter sei. Dabei soll jeder der sechs Punkte 
L,M,NR, R, S,T in der für ihn konstruirten Stützebene an # 
bleiben, d.h. es sollen die Gleichungen 


L,=0,M,—=0,N,=0, R,+R,=0, S+8,=0, T+T,—0 


für die bezüglichen Systeme X,, Y,, Z, gelten. 

Falls nun auf der Fläche % aufer £, M, N, R, ©, T und den 
Gegenpunkten keine weiteren Gitterpunkte vorhanden sind, treten 
bei hinreichend kleinem Werte von |s| während der hier vorzu- 
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nehmenden Variation des Gitters keine Gitterpunkte in & ein, und 
zeigt eine ähnliche Ueberlegung wie in 31., daB für ein Mini- 
mum von 4 das Bestehen der drei Gleichungen 


X — IL+sS+IT, 
(25) Y = rR+mM+iT, 

Z = rR+sS+nN 
mit irgend welchen Faktoren /,m,n,r,s,t erforder- 
lich ist. 


Wofern jedoch noch weitere Gitterpunkte auf % vorhanden 
sind, so kônnen wir, wie nun gezeigt werden soll, die Formen 
L, M,...T jedenfalls immer derart wählen, da wäbrend der 
fraglichen Variation bei hinreichend kleinem |e| kein Gitterpunkt 
ins Innere von À eintritt, und finden wir dann wieder für ein 
Minimum von 4 die Gleichungen (25) als notwendig. 


In der Tat, wir berücksichtigen die Bemerkung in 15. und 
gebrauchen zudem die folgenden Ungleichungen sowie die ent- 
sprechenden Beziehungen bei Permutation der Variabeln: 


lens +4)+F( 1,0)+ F(0,1,0 =4F(, à, +1), 
NPA ANS 0’ 0’ 
F(-a,—b,c)+aF(1,0,1)+6F(0,1,1)=(a+b+e) F(0,0, 1), 
(—a, —b,c = —1,—2,3; —1, —2,2; —+, —-1,2), 
F(-2,2,3)+2F(—1,-1,0)+3F(-10,—1)=7F(-1,0,0), 
F(,2,3)+F(11,0)+F(1,0,0) = 3F(1,1,1), 
F(1—1,3)+F(0,1,1)+F(-1,0,0) = 4F(0,0,1), 
F(12,2)+F(1002>2F(1,1,1), 
F(-1,2,2)+4F(4,1,0)+4F(0,1) Z$F(0, 1, 1), 
F(11,2)+F4,102Z2F(1,1,1), 
F(0,—1,2)+ F(0,1,1) = 3F(0,0,1). 


F( À +3)+F(,10 28F( £ si) 


Danach künnen nur noch diejenigen Gitterpunkte als auf % ge- 
legen in Frage kommen, deren Koordinaten, von der Reihenfolge 
abgesehen, eines der folgenden Systeme ergeben 


—1,1,2; 0,1,2; —1,1,1; 0, —1,1. 
Wenn F(—1,1,2) — 1 ist, so haben wir nach dem Ausdrucke 


von L in (24) notwendig L = X, und wir kônnen daher S = L 
25* 
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und T = Z wählen; dann folgt oben X, = 0, X, — 0, X, — 0. 
Der Kôrper 8& befindet sich ganz im Bereiche —1 = X <1, und 
die in den begrenzenden Ebenen X — +1 gelegenen Gitterpankte 
bleiben bei der vorzunehmenden Variation in diesen Ebenen. — 
Gleichzeitig kônnte in der Ebene X — 0 als ein weiterer Gitter- 
punkt auf % der Punkt 0, 1,2 oder 0, 2,1 oder 0, —1,1 auftreten; 
zu dem Ende müfite 9, — 1 bez. 9, — 0 bez. », — 0 sein, und 
kônnten wir dann M = R bez. N — R bez. R — N wählen mit 
dem Erfolge, daf die anzuschliefende Variation jenen Gitterpunkt 
nicht ins Innere von & führt. 

Wenn F{—1,1,1) = 1 ist, so finden wir wieder L — X und 
treffen genau die nämlichen Bemerkungen wie soeben zu. 

Wenn ÆF(0,1,2) = 1 ist, so folgt mit Notwendigkeit N 
— —Y+7Z, und kônnen wir S — N und T — —N wählen, um 
den Zweck, den wir im Auge haben, zu erreichen. — Gleichzeitig 
kônnte in der Ebenc — Y +7 = 0 der Gitterpankt —1,1,1 auf 
T% auftreten, in welchem Falle wir unter Vorwegnahme dieser Be- 
ziehung wie hier zuletzt verfahren. 

Wenn F(0,—1,1) = 1 ïst, so folgt u, — 0, v, — O0 und 
bildet der Schnitt von & mit der Ebene X — 0 das Viereck mit 
den Ecken 0, +1, +1; wir kônnen dann R — N wählen, wobei 
mit 0,0,1 und O,1,1 auch 0,—1, 1 in der Ebene N — 1 verbleiben 
wird. — Finden sich zwei Punkte wie 1,—1,0 und —1,0,1 gleich- 
zeitig auf %, so folgt L — X, und künnen wir wie vorhin im 
Falle F(—1,1,1) = 1 vorgehen. 

33. Wir betrachten endlich den Fall III aus 21.: Es sollen 
die sieben Gitterpunkte 


2, M, AN A, G, %, ce) 
1500; 04,0; O0 Lie A € 190,1; 1,1,0 und 1 MU 
auf % liegen. 
Wir gebrauchen in Bezug auf die ersten 6 Punkte dieselben 
Bezeichnungen wie in 32., und ferner sei 
(26) Q=uxX+x,Y +2, = 1 Cu + trs = 1) 
die Gleichung einer Stützebene an 8 durch den Punkt ©. Der 
Ausdruck © wird für jene 7 Gitterpunkte bez. 
Mas Han Los Na FM Ms MH HA THE, = 1, 
sodaB %,,%,,%, sämmtlich = O0 und = 1 sind. Ferner wird für 


den Punkt © der Ausdruck À — 1—9,, sodaB jetzt notwendig 
0 <e, <1ist, und analog für 0,,r,. 
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Wir variren nun die Punkte £&, 9, % in 
IPERISEP, 2 ER LP ed eZ; ëX,,e7,,1+82,, 


und es sollen dabei ©, M, R, Q, À, &, T in den bezüglichen Stütz- 
ebenen an 8 verbleiben, also für die Systeme X,, Y,, Z die Re- 
lationen gelten 


L, 7 0, D, == 0, N, > 0, Q+0+0, Te 0, 


(27) 
E,+R, — 0, S+8, — 0, T,+T, = 0, 


Eine ähnliche Ueberlegung wie in 32. zeigt, wofern bei hinreichend 
kleinem Betrage von s durch jene Variationen kein Gitterpunkt 
ins Innere von & eindringt, daB für ein Minimum von 4 
das Bestehen der drei Gleichungen 


X = IL+sS+IT+0aQ, 
(28) Y = r1R+mM+tT+0aQ, 
Z = rR+SsS+nN+aQ 


mit irgend welchen Konstanten /,m,n,q,r,s,t not- 
wendig ist. Die ausgesprochene Bedingung ist ohne Weiteres 
erfüllt, falls % überhaupt keine Gitterpunkte neben %, 9, #, ©, 
R, S, T und den Gegenpunkten enthält, und anderenfalls kann ihr 
wenigstens immer durch geeignete Wahl der Ausdrücke L, M, N, 
Q, L, S, T genügt werden. 

In der Tat, wie die in 32. entwickelten Ungleichungen dar- 
tun, künnten jetzt als Gitterpunkte auf % auBer den bereits dort 
betrachteten Punkten noch die Punkte 1,2,3; 1,2,2; 1,1,2 und 
die daraus durch Permutation der Koordinaten entstehenden Sy- 
steme in Betracht kommen. Vermüge der Substitution 


AE ts Lomme, Joe X 

nun gehen die Wertsysteme X, }, Z: 
DU LOU LD LU 714111712011 
142,901, 2,2: 1,2 OU 1] 

in die Wertsysteme X*, Y*, Z*: 
—1,—1,—1; 0,1,0; 0,0,1;0,1,1; —1,—1,0; —1,0,—1; —1,0,0; 

AA. 1221) 01 1,2,.15:0, sl; 
über, und es erledigt sich das Auftreten irgend cincs der zuletzt 


genannten Gitterpunkte auf 3 wesentlich wie in 32. das Auftreten 
eines der Punkte —1,1,2; —1,1,1; —1,0,1. 
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Als einzige neue Môglichkeit kommt in Frage, daB zwei Punkte 
wie 1,—1,0 und 1,1,2 gleichzeitig sich auf % vorfinden. Dazu 
müssen wir À, = 0, u, = 0, v,+v, = 1, x, — O haben. Wir 
kôünnen jedenfalls eine Relation 


LL+m M+nN = 4Q 


mit Koefficienten /,,m",,n,,Q,, die nicht sämmtlich Null sind, her- 
stellen. Da die Rollen der Paare £, M und À, © sowie der Ele- 
mente in jedem Paare hier vertauschbar sind, dürfen wir annehmen, 
es seien |4,|, |m,|, |n,| sämmtlich =]|g,| Durch Verwendung 
der Punkte 1,1,1 und 0,0,—1 erhalten wir aus der letzten 
Gleichung 
L(—2,)+m (us) = QG Lhs+Mols = No 

Für 4, — 0 würde L — X folgen, welchen Fall wir wie in 32. 
rledigen kônnten. Wir denken uns daher 4, = 0 und ebenso 
u, > 0. Alsdann zeigen die zwei Gleichungen hier, daB Z,, m, und 
weiter n#, dasselbe Vorzeichen wie g, haben, und wir richten 
tm = n,+9 = 1 ein Nun kônnen wir 


(29) T=1l,L+m,M = —-n,N+9q9Q 
wählen. Dabei wird in der Tat T — 1 eine Stützebene an R 


durch den Punkt &, und bei der in Rede stehenden Variation 
folgt durch die Gleichungen (27): 
LL, +m, M, = 0, =nNENEN.]= 0, — 0, 

sodaB einerseits nicht Z, und M,, andererseits nicht N+N,+N, 
und Q, zwei von Null verschiedene Werte mit gleichem Vor- 
zeichen sein kônnen. Nun wird für den Punkt 1, —1,0 bei jener 
Variation: L = 1—eZ,, — M = 1—-eM,, sodafi wenigstens eine 
dieser zwei Grüfen Z 1 bleibt, und für den variirten Punkt 
1,1,2 wird N = 1+e(N,+N,+N,), Q = 1+eQ,, soda8 wenig- 
stens eine dieser zwei GrôBen = 1 bleibt. 


$ 9. Dichteste Lagerung von Tetraedern. 


34. Wir wenden jetzt unsere Ergecbnisse speciell auf die dich- 
teste Lagerung von Tetraedern oder von Oktaedern an. 
Es sei 


P— —É+n+é, L An E—n+é, Ÿ = E+n—6, © —= —E—n—6, 
so git 
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(80) p+r+v+o = 0 
und definiren die Ungleichungen 
P=i  1=t, =}, o=} 


den Bereich eines Tetraeders ; in diesem Bereiche sind andererseits - 
®, À V, © stets Z—3. Dieses Tetraeder nehmen wir jetzt für 
den Grundkôrper X, sein Volumen ist J = ;%. Der zugehürige 
Kôrper &(K+ Æ’) mit Mittelpunkt, der in Bezug auf genau die- 
selben Gitter (@) wie X solche Anordnungen gestattet, wobei die 
Kôrper um die verschiedenen Gitterpunkte gesondert Reset, ist 
dann das Oktaeder 


—=p<H, -i<<$É, -1<Y<}E, -}<o<}; 
diese acht FRET kôünnen in die eine Bedingung 
LEl+lnl+l8l = # 


zusammengefaft werden. Das Volumen dieses Oktaeders 1(K+ K') 
ist 4. Wir substituiren nun 


E — œ; Xe, YHaZ, n=B.X+B,Y+8,2, = X+y Y+ 7,3, 


wobei die Determinante der drei linearen Ausdrücke 4 0 sei, und 
wir fragen nach dem Minimum für den absoluten Betrag 4 dieser 
Determinante, während vom ganzen Zahlengitter in .X, Y, Z blof 
der Nullpunkt ins Innere des Oktaeders À = X + K' fällt. 

Wir bringen nach einander die verschiedenen Regeln des $ 8 
zur Anwendung. Von dem einen in 33. am Schlusse berührten 
Ausnahmefalle abgeseben, der, wie sich zeigen wird, hier nicht in 
Betracht kommt, künnen wir die jedesmal einzuführenden 6 oder 
7 Stützebenen an À immer als Seitenflächen dieses Oktaeders ge- 
wählt voraussetzen, wir künnen also annchmen, dafi jede einzelne 
der Formen L, M, N,... mit einem von den Ausdrücken +, + 4, 
+ y, + w übereinstimmt. 

85. Wir wollen vorweg einen speciellen Fall behandeln, wie 
er in 32. zur Sprache kam. Es môgen die Umstände des Falles (11) 
dort gelten, und dabeï sei © — Z. Der Schnitt von 8& mit der Ebene 
Z = Oist alsdann ein Sechseck mit O als Mittelpunkt, bei dem 
die Diagonalen den Seiten parallel sind. Auf dicsem Sechsecke 
liegen die Gitterpunkte £, M, T(1,0,0; 0,1,0; 1,1,0). Wir künnen 
annehmen, daf die Ausdrücke L, M, T, in irgend einer Reïhenfolge 
genommen, mit +,+%,+# übereinstimmen, denn wenn zwei 
jener Punkte in einer und derselben Seite des Sechsecks liegen 
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sollten, so müften die drei Punkte sämmtlich Ecken des Sechsecks 
werden. ‘ 

Die Gleichung (30) ergiebt nun mit Rücksicht auf die Aus- 
drücke (24): uw, — 1—7,,4, — 7,, und die Gleichungen (25) führen 
dann zu r,— 4, sodafi die 3 Gitterpankte £,Y%,T mit ihren 
Gegenpunkten die Mitten der Seiten des Sechsecks bilden. Durch 
kontinuirliche Variation von % (0, 0, 1) auf der Seitenfläche Z = 1, 
wobei À sich nicht ändert, künnen wir insbesondere folgende Aus- 
drücke erzielen: 


L=X-LY-IZM=-LX+Y-12T—=1:X+}, )Y, 
N=R=S= 7; 
dabei liegen in der Seitenfläche Z — 1 von 8 die fünf Gitterpunkte 
SE, = 1,1;:0,0, L:1,1,1:.4,.0,1-4071, 1 
Varüren wir nun ©, M, N in 
l+e,e,e; —e,l—e, —e; —e, —26,l, 


während & positiv sei, so tritt bei hinreichend kleinem & kein 
Gitterpunkt ins Innere von & ein und 4 geht in A4(1—e+) über 
Also liegt hier kein Minimum von 4 vor. 

36. Nach Beseitigung dieses speciellen Falles gehen wir zuerst 
auf die Umstände des Falles (1) gemäB 31. ein, wobei die Punkte 
IOU O0 TP OP OO LS LL = LOL" POP An lord 
—1,1,1; 1,—1,1; 1,1,—1 auferhalb & liegen sollen. 

Da für die 6 Ausdrücke Z, M, N, R,5, T in (22) nur die vier 
Paare + @, € y, + #, to in Betracht kommen, so müssen unter 
dicsen Ausdrücken entweder irgend drei oder zwcimal je zwei 
anzugcben sein, die bis auf den Faktor +1 übereinstimmen. 

Nach den Bedingungen für die Koefficienten in (22) kann nicht 
L — — M sein. — Die Annahme L — J führt zu L — X + y. 
Der Schnitt von À mit der Ebene X + Y — () ist dann ein Sechseck 
mit nur zwei Paaren von Gitterpunkten auf dem Rande, durch % 
und ? repräsentirt, und wir künnen, sei es durch alleinige Variation 
von % oder von ?, den Wert von 4 verringern. 

Stellen wir uns die Figur des Tetracders aus den Vektoren 
1,0,9 ; 0,1,0; 0,0,1; 0,1,—1; —1,0,1; 1,—1,0 vor (Fig. 3 links 
in 19.) und beachten, wie darin die Rollen der einzelnen Vektoren 
vertauscht werden künnen, so leuchtet ein, daf wir nach den letzten 
Bemerkungen jetzt überhaupt die Gleichheit für irgend zwei der 
Ausdrücke € Z,...+ T ausschliefen künnen, falls die zugehürigen 
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Systeme ©,£',...T,T' zwei solchen Vektoren in jenem Tetraeder 
entsprechen, die entweder sich in einer Ecke mit ihren Richtungen 
aneinanderschliefen oder auf gegenüberliezenden Kanten Platz 
finden. Danach brauchen wir nur noch die folgenden Annahmen 
zu diskutiren : 

1) L = M = N. — Daraus folgt L = X+Y+7. Es sei 
dieser Ausdruck etwa — ©, so ergeben sich ganz entsprechende 
Umstände wie in dem Falle © — Z, der in 35. vorweggenommen 
wurde, und ist 4 hier nicht ein Minimum. 

2) L = M,R = —S. — Hierbei folgt 


L= X+Y+1,ZR = oe,(X+Y)—-(1—0,) Z. 
Aus der dritten Gleichung in (23): 
Z—= -rR+sS+nN 


geht dann entweder R — — Z hervor, welcher Fall sich ähnlich 
wie in 35. erledigt, oder N = 0 (mod. X + Y, Z). In letzterem Falle 
wäre die Determinante von Z, ER, N Null, während wir uns diese 
Formen hier als drei verschiedene Ausdrücke + @, + 4, + #, + w 
denken müssen, um nicht auf schon erledigte Fälle zurückzu- 
kommen. 

3) L= N, R = —$S. — Hier wird 


NN y DIR — CUS MINE 7 


und die soeben erwähnte Gleichung für Z erfordert entweder 
N— X+Y+7Z, oder R — —Z, welche Füälle schon Erledigung 
fanden. 

837. Wir betrachten zweitens die Umstände des Falles (II) 
gemäf 32., wobei die Punkte 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 0,1,1; 1,0,1; 
1,1,0 auf $ und 1,1,1 auBerhalb 8 liegen sollen. 

Nach den Bedingungen für die Koefficienten in den Aus- 
drücken (24) kann nicht L — M sein. — Die Annahme L — — M 
fübrt zu L = X — Y undist hier wesentlich wie der in 35. voraus- 
geschickte Specialfall zu erledigen. — Ferner kann nicht L = R, 
nicht LZ — —$S und nicht L — —T sein — Die Annahme 
R — —S fübrt aaf R = — X + Y. 

Mit Rücksicht auf die Vertauschbarkeit der Rollen der drei 
Paare L,R; M,S; N, T bleiben hiernach nur die folgenden ver- 
schiedenen Fälle zu diskutiren, wobei wir bei der Behandlung 
jedes einzelnen Falles annehmen, daB die Umstände der vorher- 
gegangenen Füälle ausgeschlossen sind: 


28! 
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1))R= S— N. — Hier folgt N — Z und wäre dieses der 
Fall aus 36. 

2 R=S— T. — Wir haben danach R = 4(X+ Y +2). 
Die Relationen (25) führen zu 4, = À,,u, = u,,v, — v,. GemäB (30) 
mu8 dann L+tMÆ+N = R sein, und diese Bedingung zieht 
notwendig die Ausdrücke 


L= X-{Y-12,M=-}3X+Y-1ZN—=-1X-1Y+2Z 
nach sich. Variiren wir dann die Punkte ©, 9, N in 


1,e,—e; e,1,—6; 0,0,1, 


so tritt bei hinreichend kleinem Betrage von & kein Gitterpunkt 
ins Innere von & ein, und 4 geht in A(1—e*) über; also ist hier 
kein Minimum von 4 vorhanden. 

8) R — —L, S — —M. — Wir erhalten 


DO IT (AIM uXd Lol )Z 


Für den Punkt 1,1,1 ist L — 0, M — O und mu für ihn daher 
N +0 sein, da wir in L, M,N drei der Ausdrücke + , + y, + y, 
+ @ haben; mithin folgt v,+v,<1 und fällt daher N auch von 
— T verschieden aus. Wir müssen nun + L+M+N — T haben. 
Da 1,1,1 nicht im Inneren von 8 liegt, folgt daraus notwendig 
v, = 0, v, = 0, also N = Z 

4) R = —L, S = N. — Hier folgt 


—R— X—-1,Y-(1-4,)7, N = —-v,Y+7Z, 
und die dritte Gleichung in (25): 
Z=rR+sS+nN 


erfordert N = Z. 
5) R = M, S — L. — Wir haben dann 


M=-u X+Y, L= X-1,Y, 


und aus der ersten Gleichung in (25): X — 1L+sS+1T würde 
L = X oder T = 1, X+(1—75+,) Y folgen. In letzterem Falle 
aber wäre die Determinante von ZL, M, T Null, während diese 
Formen hier drei der Ausdrücke + ®, + y, +4, to darstellen 
sollen. 

6) R — M, S = N. — Hier wäre 


R= -pwX+Y N= -v,Y+2, 
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und die im Falle 4) genannte Gleichung für Z würde N = Z 
oder R — Y erfordern. 
7)R=S,T = N. — Wir erhalten hiernach 


N — —v, A—(i—y».) Y+ 2, R — 0, (X + Y)+(1—0,)2, e. =+ 


und aus der Relation für Z folgt dann R — Z oder aber 
N—=-};X-14,Y+7Z. In letzterem Falle führen die Gleichungen 
(25) und die Beziehung + Lt M+N — K weiter zu den Aus- 
drücken 


L=X-1Y-17,M—-I}X+Y-17, 
Variüren wir nun die Punkte ©, M,% in 


1—+he,—$e,—e; —$el—+he,—e6; e,e,l+e, 


so tritt bei hinreichend kleinem Betrage von & kein Gitterpunkt 
ins Innere von R ein, und 4 geht in A(1—eæ*) über. Also ist hier 
A nicht ein Minimum. 

8) R=S, T = L. — Hier wird 


S = Q,(X+Y)+(1—-0,)2, L = X—2,2, 


und aus X = !L+sS+17T folgt notwendig L — X oder S = Z. 

Auf diese Weise hat auch die Betrachtung des Falles (IT) zu 
keinem Falle eines Minimums von 4 geführt. 

88. Wir betrachten endlich die Umstände des Falles (111) 
gemäB 33, wobei auf % die sieben Punkte 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 
OIL OT: 1,1,0:.1;1;1 lesen sollen. 

Die Annahme R — S würde jetzt, da hier @, und 6, 0 sind, 
R — Z zur Folge haben. — Beachten wir noch, daf die 
Rollen der vier Punkte ©, 9,9%, ©’ durchaus vertauschbar sind, so 
kônnen wir uns auf die Diskussion folgender Annahmen be- 
schränken und dabei ferner L, M, N,—Q als mit +, + 4, Et W, + 
identisch voraussetzen: 

1) L= —R, M = —S, N — —T. — Hier würde für den 
Punkt 1,1,1 sich L — 0 herausstellen und ebenso M — 0, N = 0, 
was unmôüglich ist. 

2) L=S$S, M = R, N = —T. — Hier hätten wir 


L= X-1,Y,M= -pwX+Y, N— -1,X-(1-%)Y+7 
und aus tL+M+N— Q und nach (26) folgt notwendig Q = ” 
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8) LS, M — T, N — R. — In diesem Falle erhalten wir 
zunächst 


L=X-1,7,M=Y-u,ZN—-1,X+2Z 


Würde 0,1,—1 auf % liegen, so müfte N — Z sein; der am 
Schlusse von 33. behandelte Ausnahmefall kommt danach hier nicht 
in Frage. : 

Aus L+ME+EN—Q folgt{l—»)+(1—14,)+(1—u,) = 1. 
Die Relationen (28) in 33. ergeben sodann 4, — u, = »,. Mithin 
kommen wir hier wesentlich zu folgenden Ausdrücken für die 
Formen 9, 4, Ÿ, w: 


le om en Et 2 a SP 
m—-}X-1Y-1i7Z. 
Bei diesen Ausdrücken wird 4 — 1 br) — n197 Da in 
é 27 108 


diesem eïinzig übrig gebliebenen Falle 4 in der Tat ein Mini- 
mum sein muB, versteht sich von selbst und kann leicht verificirt 
werden. 

39. Beachten wir noch, daB in den Ausdrücken (31) für ®, 4, Y, « 
die eine Form « und für die anderen die cyklische Folge ®, x, # be- 
vorzugt erscheint, so kônnen wir endlich das Resultat aussprechen: 

Gegebene Tetraeder (Oktaeder) in unendlicher 
Anzabhl, die sämmtlich mit einem unter ihnen, dem 
Tetraeder 


—ÉHn+EZE É—n+iZE, Étn—E<E —Ë—-n-6<} 
(dem Oktaeder 
(El + In] + ZE 4) 


kongruent und parallel orientirt sind, kônnen sich 
aufacht Artenin dichtester gitterfürmiger Lagerung 
befinden. Diese Lagerungenwerden erhalten, indem 
LÉ, ty, +6 oder +£,+é, tn irgendwie mit solchen 
Vorzeichen, deren Produkt +1 ist, gleich 


—RXHEY+EZ EX-ETY+EZ EX+EY-32Z 


gesetzt werden und das Zahlengitter in X,Y,Zals Ort 
für die Schwerpunkte der Kôürper genommen wird. 
Der von den Tetraedern (Oktaedern) erfüllte Raum 
verhält sich dabei zu dem von ihnen freigelassenen 
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Raume bez. zu dem ganzen unendlichen Raume wie 


LT 1 829. fs 15 \4119 
a (6)a16 (cos) ‘108 

Die Fig. 6 zeigt für den 
durch die Ausdrücke (31) cha- 
rakterisirten Fall der dich- 
testen Lagerung von Tetrae- 
dern oder Oktaedern die Lage 
der Gritterpunkte in dem 
balben, durch die Flächen 
p—=1,;x;=1,;v—1,œ——1 
gebildeten Netze des Oktae- 
ders 8. Pas 

40. Wir geben diesem Satze ferner die folgende rein arith- 
metische Einkleidung : 

Sind Ë£,7,6 drei lineare Formen in den Variabeln 
x,y,z mit beliebigen reellen Koefficienten und einer 
von Null verschiedenen Determinante, deren Betrag 
A ist, so kann man stets für x,y,z solche ganzzahlige 
Werte, die nicht sämmtlich Null sind, finden, daf 


(El + li +16, 


also der Betrag jedes der vier Ausdrücke 


Le 4 ausfällt. 


3 
dabei = 29 

An Stelle des Zeichens <= hier genügt das Zeichen <, falls 
E, n, 6 nicht gerade so beschaffen sind, da + Ë, + 7, +£, mit irgend 
welchen Vorzeichen und in irgend welcher Reihenfolge, durch eine 
lineare ganzzahlige Substitution mit einer Determinante + 1 in 
die Ausdrücke 


SOON NEED N EN VAL D CT 0 EE Ÿ/ 


transformirt werden künnen. 

41. Es seien Ë, n, 6 wiederum drei lineare Formen in x, y,2 mit 
beliebigen reellen Koefficienten und einer von Null verschiedenen 
Determinante, deren Betrag À ist. Setzen wir 


Qu E+6, D —£ +6, ®, — 1—+$; Qu —17—$#, 


3b4 H. Minkowski, 
so entsteht 
0, +@0,+0,+0, —= (0. 


Eine Anwendung des Satzes aus 40. auf diese vier Ausdrücke 
©,, @,,@,,0@, ergiebt, daf es stets môglich ist, für x,y,2 ganz- 
zahlige, von 0,0,0 verschiedene Werte zn finden, wofür 


IE] + 16, lol + 14 


s Cl : N 


[£ i<$ 2 La je 


beide = V5 ausfallen. 
Mit Hülfe der Ungleichungen 


£| à 
ge (RUE) me 
1 =\ 5 


folgt daraus weiter 


[n° 


Wir bemerken noch, daB in dem Grenzfalle, für den allein in 
dem letzten Satze das Zeichen = nôtig war, das betreffende System 
x,y,2 hier immer derart ausgesucht werden kann, daB dafür weder 
E — +26 noch n = + 26 gilt, und wird dadurch in diesen weiteren 
Ungleichungen das Zeichen — entbehrlich. 

Wenden wir das ErgebniB insbesondere auf die Ausdrücke 


& 
É—z-ann=y-bat= À 


an, wobei a, b zwei beliebige reelle GrôBen sind und f ein positiver 


Parameter (- %) sei, so kommen wir zu dem Satze: 


Sind a,b irgend zwei reelle GrôBen, so kann man 
stets solche ganze Zahlen x,y,: finden, da 20, 
l@—azl, (y —bel beliebig klein und dabei 


ER 


É — | < Sel 5 < 
& 19 PL Ar 19 PL 
sind. 


Die Konstante ve ist —— 0,648. 
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$ 10. Bemerkung zu einem Aufsatze von Lord Keivin. 


42. In den Baltimore lectures, appendix H, S. 618 u. figde 
behandelt Lord Kelvin die dichtesten gitterfôrmigen Lagerungen 
von kongruenten und parallel orientirten konvexen Kôrpern und 
geht dabei von der Annahme aus, daf in einer dichtesten 
Lagerung vier sich gegenseitig berührende Kôrper 
auftreten. Dieser Umstand ereignet sich in der Tat im Falle 
(1) (vgl. 21, also z. B. für Kugeln) bei den Kôrpern, die sich um 
die vier Punkte 0, 0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0, 1 lagern; im Falle (III) 
(also z. B. für Oktaeder) bei den Kôrpern um die vier Punkte 
0,0,0; 1,0,0; 1,1,0; 1,1,1. Die Annahmeist aber nicht zutreffend 
m Falle (I). 

Dieser Fall (II) tritt z. B. ein, wenn das von den 12 Ebenen 


X—-0Y—-0Z = +1, 
—d0X+Y-0Z = +KH, 
eX+HIY+EZ = HE, 
LX+eY +427 — +4, 
IX+EY+eZ = +4 
begrenzte Polyeder, wobei 0 < d < 4 und 0 < & < # sei, den Grund- 
kôrper abgiebt; bei hinreichend kleinen Werten von Ô und voneist 
leicht zu sehen, daB dieses Polyeder durch die Parallelverschie- 
bungen vom Nullpunkte nach allen Punkten mit ganzzahligen 


Koordinaten X, Y, Z ein System von Kôürpern in dichtester gitter- 
fôrmiger Lagerung erzeugt. 


Untersuchungen über Entladungserscheinungen 
in Geifler schen Rôhren. 


Von 
Eduard Riecke. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 23. Juli 1904. 


L Ueber Evacuation Geisslerscher Rôhren 
durch den elektrischen Strom. 


Bei Gelegenheit von Untersuchungen über Entladungserschei- 
nungen in einer GeïBler’schen Rôhre war mir aufgefallen, daB der 
Druck in der Rôhre scheinbar von selber immer tiefer sank. Bei 
einer ersten Beobachtungsreihe, die von einem Anfangsdrucke von 
0,252 mm ausgieng, sank der Druck während der Beobachtungen 
allmälig bis auf 0,083 mm. Es handelt sich bei diesen hôheren 
Drucken offenbar um denselben Vorgang, auf dem auch das Hart- 
werden der Rôntgenrôhren beruht. Ich kam bald zu der Ueber- 
zeugung, daB die Druckverminderung lediglich eine Folge des 
durchgehenden Stromes ist; damit erhob sich natürlich die Frage, 
wie die Druckverminderung mit der Stärke und Dauer des Stromes 
zusammenhängt. Leider war bei der ersten Beobachtungsreihe 
versäumt worden, die Stromdauer zu bestimmen. Es waren in 
Bezug hierauf nur ziemlich unsichere Schätzungen môglich, und 
aus diesen ergab sich, da8 der Durchgang einer Amperesekunde 
durch die Rôhre eine Abnahme des Druckes um etwa 0,003 mm 
zur Folge hatte. 

Bei einer zweiten Beobachtungsreihe wurden nicht 
blos die Stromstärken, sondern auch die Zeiten des Stromdurch- 
ganges genau gemessen. Die Rôhre war frisch mit Stickstoff 
gefüllt worden. Ueber die äuBeren Verhältnisse, unter denen die 
Beobachtungen angestellt wurden, und über die Abnahmen des 
Druckes giebt die folgende Tabelle Aufschlus. 
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Tabelle I. 
Nummer d. Tag der Temp. Druck in mm Quecksilber 
Beobacht. Beobacht. 0 Cels. vor Beginn nach Beendigung 
der Messung. 
I. 11./II. 04 16.9 0.789 0.770 
IE 12./IL. 17.1 0.768 0.777 
I. 17./II. 191 0.769 0.774 
EV: 18./IT. 17.9 0.422 0.425 
Ve 19./IT. 17.5 0.422 0.425 
VI. 22./1I. 17.9 0.423 0.421 
VIL. 23./1I. 20.1 0.425 0.428 
VIIL. 24./II. 21.2 0.426 0.429 
IX. 25./II. 18.6 0.426 0.424 
X. 26./II. 18.9 0.423 0.425 
XI. 29./1IT. 17.5 0.229 0.231 
XII. 1./III. 18.3 0.230 0.233 
XIIL 2./III. 17.0 0.229 0.231 
XIV. 3.[11I. 17.4 0.230 0.233 
XV. 4./TIT. 16.6 0.230 0.232 
XVI. 7./JIL. 16.2 0.231 0.231 
XVII. 8./III. 18.3 0.231 0.232 
XVIII. 9./IIL. 18.0 0.229 0.229 
XIX. 10./IIT. 17.6 0.227 0.227 
XX. ELITE: 17.2 0.223 0.225 
XXI. 12./III. 16.4 0.223 0.221 
XXII. 14./IIT. 17.4 0.219 0.219 
XXIII. 15./III. 20.0 0.1186 0.1161 
XXIV. 16./III. 197 0.1147 0.1108 
XXV. 17./IIT. 18.4 0.1103 0.1048 
XX VI. 18./IIT. OIL 0.1041 0.0973 
XXVII. 19./III. 18.4 0.0986 0.0940 
XXVIII 21./IIL. 18.2 0.0943 0.0879 
XXIX. 22./III. 18.5 0.0874 0.0824 
XXX. 23./ITI. 19.0 0.0816 0.07638 
XXXI. 24./III. 16.9 0.0760 0.0722 
XXXII. 25./III. 18.6 0.0716 0.0669 
XXXIII  26./IIL. 19.6 0.0661 0.0629 
XXXIV. 28./IIL. LOL 0.0623 0.0592 
Neue Füllang mit N. 
XXXV. 4.JV. 16.7 0.0453 0.0425 
XX NVErre11 V: 15.8 0.0428 0.0351 
XXXVII. 18./V. 21.7 0.0358 0.0315 
XXXVIIL :19./V. 19.8 0.0311 0.0294. 
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Zwischen der XXXIV. und der XXXV. Beobachtung war durch 
ein Versehen Stickstoff in die Rôhre eingestrômt, der Druck war 
dadurch auf 0,23 mm gestiegen und wurde durch Auspumpen 
wieder erniedrigt. 

Bei der Betrachtung dieser Tabelle wiederholt sich die Be- 
merkung, zu welcher die erste Beobachtungsreihe Veranlassung ge- 
geben hatte. Während der Beobachtungen nimmt der Druck in 
der Rôühre ab. Allerdings ist dies nicht wie früher von Anfang 
an der Fall. Bei den Drucken von 0.780 bis 0.216 zeigt sich keine 
sichere Verminderung ; erst von dem Drucke 0. 117 an tritt die 
Abnahme in unzweïdeutiger Weise hervor. 

Man wird zuerst fragen, ob diese Abnahme wirklich nur eine 
Folge der Strômung ist, oder ob nicht auch abgesehen hiervon 
eine Druckverminderung, etwa in Folge von Gasadsorptionen, vor- 
handen ist. In der That ist in einer Reïhe von Fällen eine solche 
Abnahme von einer Beobachtung zur anderen zu bemerken. Im 
Mittel beträgt diese Abnahme in 24 Stunden 0.0004 mm, also in 
1 Stunde 0.000017 mm. Die Dauer einer Beobachtungsreihe betrug 
etwa [a Stunden; während derselben würde also jene freiwillige 
Abnahme des Druckes nur 0.00002 mm betragen haben, was neben 
den wirklich beobachteten Druckabnahmen vüllig verschwindet. 
Um die môglicher Weise auch ohne Strom vorhandene Druckab- 
nahme genauer zu bestimmen, wurden Druckbeobachtungen in 
grôBeren Zeitintervallen ausgeführt; in der Zwischenzeit blieb 
die Pumpe unberührt stehen. Wir geben einige Beispiele solcher 
Messungen. 
| 30./IIT. 04 Druck in der Pumpe 0.0585 mm Temp. ° Cels. 16.5 


2./IV. 4 , niis > 0.0584mm , Re 
BYE VSD SunBQL, A OA mm il #4 SU0 
NN NOR RO ce 00m à de MAO 

ANNUAL. LR er MED OA À : 1164 

Riou, EE en os mme Rue 
TONNES OL us MOSS he Em seTEZ 
12/V 040 ner , 0.0350 mm , 140 
TN ere. NES OR 70 , 215 
LD EEE TO ne , 20.0 

IPC ME nt LE. , 220 

15./VI. 04 , % 0.0307 mm , » 22.4. 


Die Drucke sind nicht sr 0° reduciert. 


Diese Messungen gestatten keinen Schluf auf eine freiwillig 
eintretende Abnahme des Druckes, und wir werden daher die bei 
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den Zahlen der Tabelle I auftretenden Abnahmen als alleinige 
Wirkung des elektrischen Stromes betrachten, 
die folgende Zusammenstellung. 


Tabelle II. 
Nummer der  Druckabnahme Anzahl der 
Beobachtungen Ô (mm Hg)  Amperesekunden 
Zit 
XXIII. 0.0025 1.475 
XXIV. 0.0039 1.317 
XX V. 0.0055 1.333 
XXVI 0.0068 1.403 
XXVII 0.0046 1.191 
XXVIII 0.0064 1.377 
XXIX. 0.0050 1.029 
ZAXX: 0.0048 0.971 
XXXI. 0.0038 0.758 
XXXII. 0.0047 0.861 
XXXTIII. 0.0032 0.493 
XXXIV. 0.0036 0.507 
Neue Füllung mit N. 
XXXV. 0.0028 0.257 
XXX VI. 0.0077 0.899 
XXX VII. 0.0043 0.388 
XXXVIIL. 0.0017 0.160 


Der Zusammenhang zwischen der durch eine Amperesekunde 
erzeugten Druckabnahme 0, und zwischen dem mittleren Drucke 
. p'ist in Figur 1 graphisch dargestellt. 


201 sanEsnnn 
PMTIMAES LME 
SCDBEsdM 
REDERALE 
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spun2ss2isdu/oid 
awuynugpy2n4(] 


ER 
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Nu Li 


0.00169 
0.00296 
0.00413 
0.004385 
0.00386 
0.00465 
0.004386 
0.00466 
0.006501 
0.00546 
0.00649 
0.00710 


0.0109 
0.0086 
0.0111 
0.0106 


Dann ergiebt sich 


Mittlerer 
Druck p 


0.117 
0.112 
0.107 
0.100 
0.096 
0.091 
0.085 
0.079 
0.074 
0.068 
0.064 
0.061 


0.044 
0.039 
0.033 
0.030. 


= 
= 
L< 
n 


> 
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Von den Beobachtungen fallen zwei ganz aus der Reihe der 
übrigen heraus; von ihnen soll im Folgenden abgesehen werden. 
Für die übrigen existieren zwei Intervalle, innerhalb derer 
die Werthe d, von dem Mittelwerthe des Druckes unabhängig 
sind. Das eine reicht von 0.1 mm—0.075 mm, und der ihm ent- 
sprechende Werth von d, ist 0.00463; das andere Intervall liegt 
zwischen » — 0.044 und p — 0.030; der zugehürige Werth von 
0, ist 0.0109. Es môügen zunächst die Mengen von Stickstoff be- 
rechnet werden, die diesen Druckabnahmen entsprechen. 

Das Volumen & des ganzen Pumpenraumes kann auf das Vo- 
lumen V des Pumpenstiefels reduciert werden. Zu diesem Zwecke 
ist es nur nôüthig, das VerhältniB der Drucke zu bestimmen, die 
in der Pumpe vor und nach einem Pumpenzuge vorhanden sind. 
Aus einer Reïhe von Beobachtungen ergaben sich für dieses Ver- 
hältniB die Werthe: 


1.787 1.818 1.800 1.831 1.831 1.781 
im Mittel: 


1.808. 
Daraus folgt : 
& = 2.24% V, 
und mit V — 1060 ccm: 
Q — 2380 ccm. 


Für die Menge des durch eine Amperesekunde absorbierten Stick- 
stoffs gilt dann die Gleichung : 


nor D UUIE ES 2380, 


760 (1 s 3) 


wo t die Temperatur bezeichnet. Hiernach wird für 


8, — 0.00463 und # — 18.6° : m, — 17.0 x 10, 
8, — 00109 und # — 19.4° : m, — 39.8 x< 10. 


Der Strom Eins in elektromagnetischem Maafe scheidet hier- 
nach in dem Druckintervalle 0.1-—0.075 mm in einer Sekunde 
1.70 < 19*g Stickstoff, in dem Intervalle 0.044 — 0.030 mm 
3.98 >< 107“ g Stickstoff aus. 

Wir nebmen an, daB der Strom der positiven Elektricität in 
der Entladungsrühre durch Ionen des Stickstoffs, die im 
Sinne des Stromes nach der Kathode wandern, getragen werde. 
Jener Strom bildet aber nur einen Theil der gesamten durch die 
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Bewegang der positiven und der negativen Theilchen unterhaltenen 
Strômung; überdies muB man aus den Beobachtungen den Schluf 
ziehen, daB nicht alle Ionen, welche Träger positiver Ladungen 
sind, zur Abscheidung kommen. Wir werden daher annehmen, daf 
die an der Kathode abgeschiedenen Ionen des Stickstoffes nur 
einen Bruchtheil z des Stromes mit sich führen. Wenn die ge- 
samte Stärke des Stromes eine elektromagnetische Einheit beträgt, 
so ist die Ladung der lonen, die in einer Sekunde an der Kathode 
abgeschieden werden, gleich 3x >< 10" elektrostatischen Einheiten. 
Wenn wir diese Zahl. durch die Masse der in einer Sekunde ab- 
geschiedenen Ionen dividieren, so ist dieses VerhältniB gleich dem 
Verhältni8 zwischen Ladung und Masse bei dem einzelnen Ion. 
Die Masse des Ion sei w, seine Werthigkeit n, das elektrische 
Elementarquantum &s, dann ergiebt sich für das VerhältniB von 
Ladung und Masse: 
ne _ 3x x 10" 
ni em M6 

Setzen wir für # die zuvor berechneten Werthe m”, und m,, 

so erhalten wir für das Druckintervall 0.1—0.075 mm: 
DE — », >< 0.176 >< 10", 


U 


für das Intervall 0.044—0.030 mm: 


ME y, >< 0.075 >< 10", 
Us 
Für das Wasserstoffion ist das Verhältni8 von Ladung und 
Masse: 
© = 0.29 < 10%, 
Ur 
Die Zahlen x, und x, sind jedenfalls kleiner als 1, n, und n, 
mindestens gleich 1; die Masse der Stickstoffionen, welche den 
Transport der positiven Elektricität besorgen, ist also, wie von 
vornherein zu erwarten ist, grôBer als die Masse des Wasserstoff- 
atomes. Für das Verhältni8 zwischen der Masse des Stickstoff- 
ions und der Masse des Wasserstoffions ergiebt sich in dem Druck- 
intervalle 0.1—0.075 mm: 


LE 1.65 x 2, 


Un 1 
in dem Intervalle 0.044-—0.030 mm: 
Es — 887 


Ns 
x L 
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Machen wir endlich noch die Annahme, daB das Stickstoffion 
im ersten Falle aus &,, im zweiten Falle aus a, Stickstoffatomen 
bestehe, so erhalten wir die Gleichungen : 

In dem Druckintervalle 0.1—0.075 mm: 


z,X< _ = 0.118, 
1 
in dem Intervall 0,044—0,030 mm: - 
2, >< — 0.276. 
"; 


Bei grôBeren Drucken werden keine Ionen ausgeschieden, es 
ist dann auch der von den ausgeschiedenen Ionen getragene Strom- 
theil, d. h. der Werth von x gleich Null. Aus den Beobachtungen 
kann man folgern, daf x von einem Drucke von etwa 0.122 mm 
an einen positiven Werth annimmt, der mit abnehmendem Drucke 
steigt. Für das VerhältniB a/n, die Zahl der mit einem Elementar- 
quantum verbundenen Stickstoffatome ist daraus nichts bestimmtes 
zu entnehmen. Wäre diese Zahl gleich Eins, d. h. wäre mit jedem 
Stickstoffatome ein Elementarquantum verbunden, so würden in 
dem Druckintervalle 0.1—0.075 mm nur 11.8 °/o, in dem Intervalle 
0.044—0.030 mm 27.6 °/o des Stromes von den ausgeschiedenen 
Ionen getragen werden. 

Die Ausscheidung des Stickstoffes durch den Strom ist mit 
‘ einer eigenthümlichen Erscheinung an der Kathode ver- 
bunden. An der äuferen Peripherie der leuchtenden Kathoden- 
schicht entstehen, diese umgebend, farbige oder dunkle Ringe. 
Bei hôherem Drucke sind diese Ringe auferordentlich fein; sie 
dehnen sich bei konstantem Druck aber wachsender Stromstärke 
etwas aus. Wenn also bei einer Beobachtungsreihe 4 verschiedene, 
allmälig zunehmende Stromstärken benutzt wurden, so zeigten sich 
auf der Kathode bei hôherem Drucke 4 sehr feine Ringe mit 
Newtonschen Farben. Nimmt der Druck ab, so zieht sich die 
leuchtende Kathodenschicht zusammen; dem entsprechend verengern 
sich die Ringe; zugleich verlieren sich die Farben und die Ringe 
erscheinen in einem, zuletzt in Schwarz übergehenden Grau. 

Aufer auf der Kathodenfläche selber erscheinen Newtonsche 
Ringe auch auf der cylindrischen Wand der Rôhre unmittelbar 
vor der Kathode. Die Ebene dieser, sehr lebhaft gefärbten Ringe 
ist der Kathodenfläche parallel. 


Zur Elektronentheorie. 


I. Grundlagen für eine allgemeine Dynamik des Elektrons. 
Von 


A. Sommerfeld in Aachen. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 23. Juli 1904 durch W. Voigt. 


$ 10. Allgemeine Bemerkungen zur Berechnung der mechanischen Kraft. 


Die in meiner ersten Note) gegebene Darstellung des Feldes 
eines beliebig bewegten Elektrons ist so einfach, da es von hier- 
aus môüglich wird, die auf ein Elektron wirkende resultirende Kraft 
und Drehkraft bei beliebiger Bewegung zu berechnen und somit 
die Dynamik des Elektrons in allgemeinster Weiïse aufzubauen. 

Bekanntlich hängt die elektrische und magnetische 
Feldstärke € und $ mit den Potentialen g und Ÿ durch die 
Gleichungen zusammen: 


E — — gra p— + ti, S =1rtX 


Gehen wir von einem festen zu einem mitbewegten Coordinaten- 
system über, und bezeichnen wir die Differentiation nach der Zeit 
in einem mitbewegten Aufpunkte durch 0/0f, so haben wir zu er- 
setzen (vgl. hierzu meine erste Note pag. 110 oben) 


Y durch - — (v grad) À. 
Es wird dann 


1 0 
4) GE -gradp+ (gran © 


ET £ = rot Y. 


1) Gôttinger Nachrichten 1904, Heft 2 pag. 99. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nacrichten. Math.-pbys. Klasse 1904. Heft 5. 27 
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Nach einem Grundprincip der Lorgntz’schen Elektronen- 
theorie berechnet sich nun die mechanische Kraft f pro 
Ladungseinheit aus der elektrischen Feldstärke vermebrt um das 
durch c geteilte Vektorprodukt aus magnetischer Feldstärke und 
Geschwindigkeit der Ladung. Dabei kommt für uns als diejenige 
Ladung, auf welche die Kraft f wirkt, nur die eigene Ladung 
des Elektrons in Betracht, deren PE en in der früheren 
Bezeichnung 


ui 


ist, unter tr den Fahrstrahl vom Mittelpunkte des Elektrons nach 
dem Sitz der Ladung, unter b und w (ausführlicher geschrieben 
v, und w,) Translations- und Rotationsgeschwindigkeit des Elek-. 
trons zur Zeit é verstanden. Es wird daher 


{= +2 b6]+2 [nor 6] 


= — graû p+ + (0 graë)u LE + + — [v rot N]+ À [lot] rot A]. 


Man überzeugt sich leicht, daB 
(v grad) À + [b rot A] — grad (LA). 
In dem Ausdrucke von f tritt daher der Gradient der GrôBe 
p— (9) auf, welche teils als Convektionspotential (Searle), 


. teils als elektrokinetisches Potential (Schwarzschild) bezeichnet, 
wird. Man hat nämlich 


49) f= - grod(p- (0%) LE + Lime rot 9, 


Von der Kraft f pro Ladungseinheit gehen wir zu der resul- 
tirenden Kraft & für die Gesamtladung & des Elektrons über. Bei 
gleichfürmiger Volumladung. und einem Radius a ist die Dichte 


3e 
nr TT 


und daher, wenn dS die Integration über das Volumen des Elektrons 
bedeutet : ï 


_ = jee Ta Jid8. 
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Bei gleichfôrmiger Oberflächenladung andrerseits wird die Dichte 
der Flächenbelegung 


Es ist indessen wichtig zu beachten, daB die Oberflächenschicht 
ähnlich wie in der gewôhnlichen Potentialtheorie eine singuläre 
Fläche für die Ausdrücke von @ und { wird, in der die Diffe- 
rentialquotienten von œ und Ÿ und daher auch die GrôüBen €, $ 
und f einen Sprung erleiden künnen. Wir vermeiden alle hieraus 
entstehenden Schwierigkeiten, wenn wir die resultirende Kraft 
zunächst für eine Kugelfläche vom Radius r Z a berechnen, auf der 
wir uns dieselbe Ladung & wie auf der Oberfläche des Elektrons 
ausgebreitet denken, und wenn wir erst nachträglich zur Grenze 
r — a übergehen. Mit Rücksicht hierauf wird der Wert von % 
bei Oberflächenladung folgendermaBen zu berechnen sein: 


, Ge. # . € 
43") 5 — Lime /fdo, 


wo dé die Integration über die Kugelfläche vom Radius 7 andeutet, 
während f mit denjenigen Werten von qg und À zu berechnen ist, 
die von einer geladenen Kugelfläche vom Radius a ausgehen. Ueber- 
zeugender und näher liegend als das soeben vorgeschlagene Limes- 
Verfahren würde bei Oberflächenladung vielleicht das folgende 
sein: Wir ersetzen die unendlich dünne geladene Schicht vom 
Radius a durch eine endliche Kugelschale vom inneren und äuferen 
Radius a—0 und a+. Verteilen wir abermals die Ladung & 
gleichfürmig auf diese Kugelschale, so wird die Dichte 
3€ ë 


= rar -@-#) — Er.) 


wobei die nicht hingeschriebenen Glieder hôühere Potenzen von Ôd 
enthalten. Sodann bilden wir mit den Werten von g und Y, die 
der unendlich dünnen Ladungsschicht entsprechen, das Rauminte- 
gral von of über diese endliche Kugelschale und erhalten schlief- 


lich, indem wir zur Grenze à — 0 übergehen: 
€ 1] 
£ = Lim ——— 15. 
ce É) Lin go) Ji 


Ich habe mich überzeugt, daB der so berechnete Wert von % 
vollständig mit dem nach (43) bestimmten übereinstimmt. Da 
o : 27 * 


4 
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seine Ableitung aber wesentlich umständlicher ist, so ziehe ich für 
die Darstellung das Limes-Verfahren (43) vor. 

In ähnlicher Weiïse ergiebt sich aus f eine resultirende Dreh- 
kraft R. Wir definiren diese bei Volum- oder Oberflächenladung 
durch die Formeln: 


44) R = Le firtlés 
441) N = Lim per Jlrflde. 


Die Ausdrücke (43) und (44) genügen, um bei einer beliebig 
vorgelegten erzwungenen Bewegung des Elektrons die von 
seinem eigenen Felde hervorgebrachten Kraftwirkungen zu be- 
stimmen. Es entsteht nun aber weiter die Frage nach den 
freien oder natürlichen Bewegungen des Elektrons, sei es 
unter dem Einflu8 gegebener äuferer Kräfte, sei es ohne diesen 
Einfluf. Indem wir für’s Erste von dem Vorhandensein äuferer 
Kräfte absehen, fragen wir insbesondere nach den kräftefreien 
Bewegungen des Elektrons. 

Nach den Grundsätzen der gewôhnlichen Mechanik würde 
man, wenn ”m die träge Masse, © das (bei einer Kugel für alle 
Axen gleiche) Trägheitsmoment des Elektrons bedeutet, die kräfte- 
freie Bewegung aus den Gleichungen zu bestimmen haben: 

div 
m À. =, 0) Es — h 

Die Elektronentheorie wagt es aber, den überkommenen Massen- 
begriff zu analysiren und auf die elektrischen Begriffe zurückzu- 
fübren, wozu die Beobachtungen von Kaufmann über Bequerel- 
strahlen und ihre theoretische Deutung durch Abraham die Unter- 
lage liefern. Die Elektronentheorie leugnet daher das Vorhanden- 
sein wirklicher Mae oder wirklichen Trägheitsmomentes und ersetzt 
die vorstehenden Gleichungen durch die folgenden: 


45) S—0, R — 0. 


Die Bewegung des Elektrons erfolgt so, daf sich 
in jedem Augenblicke die an ihm angreifenden Kräfte 
f das Gleichgewicht halten, sowohl in Bezug auf Ver- 
schiebung wie auf Drehung. 

Greifen auBer den Kräften f des eigenen Feldes noch äufBere 
Kräfte f, an dem Elektron an, herrührend z.B. von einem von 


AE 
di 
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der Bewegung des Elektrons unabhängigen elektromagnetischen 
Felde oder von der Bewegung anderer Elektronen, so wird man 
auch diese am Elektron zu einer resultirenden Kraft und Dreh- 
kraft %, und À, zusammensetzen. Derselbe Gedankengang wie 
oben liefert dann statt (45) die Gleichungen: 


45) GITE — 0, REIN — 0. 


Die Ausdrücke von % und %, die zur Bestimmung der Bewe- 
gung dienen sollen, enthalten die Geschwindigkeiten t und w, und 
zwar nicht nur die Werte dieser Geschwindigkeiten zur Zeit t, 
sondern auch (vermüge unserer Integraldarstellung von qœ und Ÿ) 
diejenigen für alle früheren Zeitpunkte {— 7, soweit dieselben nach 
den Ausführungen des $ 7 in Betracht kommen. Die Gleichungen 
45) und 45") sind daher nicht Differentialgleichungen im 
gewôhnlichen Sinne, sondern Funktionalgleichungen 
(oder nach der Bezeichnungsweise von Hilbert Integralglei- 
chungen). Wollen wir sie als Differentialgleichungen schreiben, 
was formal leicht geschehen kann, s0 finden wir Differential- 
gleichungen von unendlich hoher Ordnung. 

Schon aus diesem Umstande erhellt die auBerordentlich viel 
grüBere Mannigfaltigkeit der môglichen Bewegungsformen der 
Elektronenmechanik im Gegensatz zu derjenigen der gewôhnlichen 
Mechanik. Als ,Anfangsbedingungen“ kommen hier nicht nur Lage 
und Geschwindigkeit, sondern der ganze vorangehende Bewegungs- 
zustand wäbhrend eines Zeitintervalles in Betracht, welches zwar im 
Allgemeinen sehr klein, aber immerhin endlich ist (nämlich von der 
GrüBenordnung 2a/|c— | derjenigen Zeit, in welcher ein Lichtstrahl 
das Elektron in der Bewegungsrichtung überstreicht). Um eine be- 
stimmte Bewegung des Elektrons einzulciten, genügt es also nicht, 
seine Lage und Geschwindigkeit vorzugeben, sondern man müfte 
während des genannten Intervalles das Elektron zwangsweise der 
einzuleitenden Bewegung entsprechend führen, um sicher zu sein, 
daB es diese Bewegung selbsttätig weiter verfolgt. 

Man versteht daher, daf in der Elektronentheorie beispiels- 
weise die Galileï’sche Trägheitsbewegung keineswegs die einzige 
kräftefreie Bewegung ist, sondern daf auferdem kräftefreie 
Schwingungen von mannigfaltigstem Charakter um die Ruhe 
oder relativ gegen die gleichfürmige Bewegung môglich sind. Den 
Beweis hierfür hat bereits Herglotz') in einer auBerordentlich 


1) Zur Elektronenthcorie, Güttinger Nacbr. 1903, Ileft G. 
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eindringenden Arbeit geliefert, wobei er sich im Allgemeinen auf 
die kleinen Schwingungen des Elektrons relativ gegen die gleich- 
fôrmige Rotation beschränkt. 

Den deutlichsten Begriff dieser Schwingungsmüglichkeïiten liefert 
8 20 der vorliegenden Note, in dem die kräftefreien Drehbewe- 
gungen bei ruhendem Mittelpunkt behandelt werden. Hier wird 
zunächst das Bewegungsgesetz in Form einer Integralgleichung 
aufgestellt; von derselben geht man zu einer von Integralzeichen 
freien Funktionalgleichung oder zu einer Differentialgleichung von 
unendlich hoher Ordnung über. Die môglichen Perioden der freien 
Drehschwingungen, welche in unendlicher Anzahl vorhanden sind, 
bestimmen sich dann durch eine transcendente Gleichung. 

Bekanntlich ist die Berechnung der mechanischen Kraft % 
von Poincaré zurückgeführt worden auf das Raumintegral des 
Strahlungsvektors (des Poynting’schen Energieflusses): 

S — c[E $], 


welches Raumintegral nach mechanischen Analogien als Bewe- 
gungsgrôüBe oder als Impuls des Elektrons bezeichnet 
werden kann. Von Abraham!) systematisch ausgebaut, hat 
dieser Begriff in den einfachsten Bewegungsfällen (quasistationäre 
Bewegung) zu wichtigen und eleganten Folgerungen gefübrt, die 
wir im Folgenden ($$ 16 und 18) als erste Näherungen wieder- 
finden werden. Bei allgemeineren Fragen aber halte ich diesen 
Impulsbegriff nicht für den geeignetsten Ausgangspunkt und zwar 
aus zwei Gründen: 

Einmal ist der Energieflu8 © (ähnlich wie die Energie selbst) 
eine quadratische GrôfBe, die sich aus dem Produkte von 
E und $ berechnet. Für eine solche Grôfie gilt aber nicht, wie 
für die Feldstärken oder für ihre Potentiale, die Môglichkeit der 
Superposition verschiedener Zustände; auch hat man für sie direkt 
keine ähbnlich einfachen Differentialgleichungen wie die Maxwell- 
schen für € und $. Denken wir insbesondere an die Resultate 
unserer ersten Note, so haben wir für g und Ÿ bequeme Dar- 
stellungen durch ein einfaches Integral nach der Zeit ge- 
wonnen, aus denen sich ganz entsprechende Darstellungen für 
E, $,f, & und % ergeben. Dagegen würde auf diesem Wege für 
S und für den Impuls eine Darstellung durch das Produkt zweier 
Zeitintegrale folgen, mit der analytisch nichts anzufangen wäre. 
Wir würden also das Einfachere aus dem Complicirteren ableiten, 
wenn wir die Berechnung der Kraft % auf den Impulsbegriff gründen. 


1) Principien der Dynamik des Elektrons, Ann. d. Phys. 10 (1903), p. 105. 
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Sodann ist zu beachten, daf wir bei der Berechnung des 
Impulses, indem wir die Integration des Strahlungsvektors auch 
über die entfernteren Partien des Raumes ausdehnen, einen Ballast 
mitnehmen, der mit der eigentlichen Frage nichts zu schaffen hat, 
In Wirklichkeit hängt die GrôBe der Kraft % nur von den Zu- 
ständen des Elektrons in einem kurzen, der Zeit { vorhergehenden 
Intervalle oder unter Umständen in mehreren solchen Intervallen 
ab. Die während dieses Intervalles von dem Elektron ausgehenden 
Wirkungen, die sich mit Lichtgeschwindigkeit in den Raum fort- 
pflanzen, füllen nur einen beschränkten, dem Elektron benachbarten 
Raumteil aus. Wenn daher nach der Impulsmethode auch die Zu- 
stände in entfernteren Raumteilen zur Berechnung von % heran- 
gezogen werden, so bedeutet dieses einen Umweg, welcher im All- 
gemeinen die Durchsichtigkeit der Berechnung beeinträchtigen muf. 

Im Uebrigen wird auch nach unserer Methode die Bestimmung 
von Kraft und Drehmoment in der hier festgehaltenen Allgemein- 
heit nicht ganz mühelos. Um ein Bild von den naturgemäB auf- 
tretenden Schwierigkeiten zu geben, wollen wir etwa die Integration 
des skalaren Potentials, Gl. 17), über die geladene Oberfläche des 
Elektrons ins Auge fassen und feststellen, daB je nach dem Werte 
von t nur für einen gewissen Teil der Oberfläche À — 1, für den 
Rest 4 — 0 ist, und daB daher die Integration nur über einen je 
nach dem Werte von r zu begrenzen- 
den Teil der Oberfläche des Elek- 
trons zu erstrecken ist. Die hier in 
Betracht kommenden Verhältnisse wer- 
den durch die Fig. 2a und b geschil- 
dert. Ist v <c (untere Figur, Unter- 
lichtgeschwindigket), so überholt die 
von der früheren Lage P des Elek- 
trons ausgehende Stôrung die Bewe- 
gang des Elektrons; in der Lage O 
des Elektrons zur Zeit { wird daher 
im Allgemeinen nur eine gewisse, 
dem Punkte P abgewandte Kugelka- 
lotte von der dem Zeitpunkte {—% 
entsprechenden Erregung gedeckt, so 
daB nur für diese Kugelkalotte 4 = 1 
ist. Dagegen wird im Falle » > c 
(obere Figur, Ueberlichtgeschwindigkeit), wo die Bewegung des 
Elektrons die von der früheren Lage P ausgehende Erregung 
ihrerseits überholt, nur eine dem Punkte P zugewandte Kugel- 


Fig. 2a, lig. 20. 


RCE. 
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kalotte von der Stôrung erreicht, so daB nur für diese Kalotte 
À = list. \ 

Um die hiernach erforderlichen Fallunterscheidungen zu ver- 
meiden, empfehlt es sich, für 2, 4’, x, x’ nicht die in $ 8 berech- 
neten expliciten Ausdrücke, sondern die entsprechenden ursprüng- 
lichen Integraldarstellungen zu verstehen, die von selbst die jedes- 
mal in Frage kommenden Werte O0 oder 1 etc. annehmen und die, 
vach Art eines Dirichlet’schen discontinuirlichen Faktors, die ver- 
schiedenen Wertemôglichkeiten in einen einheitlichen analytischen 
Ausdruck zusammenfassen. 

Ferner werden wir unsere Aufgabe vorläufig beschränken. 
Wir wollen nämlich, wenn wir die von der Translation her- 
rübhrende Kraft und Drehkraft betrachten, von einer gleichzeitigen 
Rotation absehen ($$ 11—18) und umgekehrt bei der dynami- 
schen Untersuchung der Rotation die Translation als ver- 
schwindend, d.h. den Mittelpunkt des Elektrons als ruhend vor- 
aussetzen ($$ 19 und 20). Die Formeln, die ich für den allgemeinen 
Fall gleichzeitiger Translation und Rotation erhalten habe, sind 
einstweilen nicht so einfach, da ich sie hier mitteilen môchte. 
Im Uebrigen wird der Charakter der Translation sowie der der 
Rotation in keiner Weïse beschränkt; wir verstehen also unter 
der Translationsgeschwindigkeit b eine nach Richtung und GrüBe 
beliebig wechselnde Lineargeschwindigkeit und unter der Rotations- 
geschwindigkeit tw eine nach Axe und Grüfe beliebig wechselnde 
Winkelgeschwindigkeit. 

Auch die Müglichkeit einer Bewegung mit Ueberlichtgeschwindig- 
keit wird in Erwägung gezogen ($ 13). Dabei zeigt sich das zu- 
nächst etwas überraschende Resultat: Ueberlichtgeschwindig- 
keit bei Volumladung ist môglich, d.h. sie kann durch 
einen endlichen Kraft- und Energieaufwand unterhalten werden; 
Ueberlichtgeschwindigkeit bei Oberflächenladung 
ist unmôüglich, d. h. die zu ihrer Unterhaltung erforderliche 
Kraft ist — gleichviel ob die Bewegung gerade oder krummlinig, 
beschleunigt oder constant gedacht wird — unendlich grof. Bei 
Volumladung ist auch der Durchgang durch die Lichtgeschwindig- 
keit selbst mit keinem Unendlichwerden der Kraft verbunden; 
bei Oberflichenladung zeigt sich dies Unendlichwerden unmittelbar 
nach dem Passiren der Lichtgeschwindigkeit. Die soeben geschil- 
derten Unterschiede zwischen Volumladung und Oberflächenladung 
werden durch die folgende Bemerkung verständlich: die Gefahr 
einer Ausartung der Kraft des Eigenfeldes wächst mit wachsender 
Concentration der Ladung. Gehen wir zu der äuBersten Concen- 


07 
PAT CIE ol 
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tration, nämlich zur Punktladung über, so wird eine unendlich 
groBe Kraft schon bei Unterlichtgeschwindigkeit zu jeder Be- 
schleunigung oder Verzügerung der Bewegung erfordert; (man vgl. 
die in $ 11 abzuleitenden Werte von %, welche sämtlich mit a = 0 


“unendlich werden). Denken wir uns andrerseits die ursprünglich 


über das Volumen verteilte Ladung auf die Oberfläche dieses Vo- 
lumens concentrirt, so wird die Kraft abermals unendlich, aber 
erst bei Ueberlichtgeschwindigkeit. 

Freilich liegt es nahe, auf Grund dieser Erfahrungen der 
Oberflächenladung überhauptihre Existenzberechtigungabzusprechen, 
ebenso wie man schon in den Anfängen der Elektronentheorie ge- 
zwungen war, die punktfôrmigen Elektronen aufzugeben, oder wie 
man andrerseits in der Molekularphysik gezwungen war, von der 
Annabme punktfôrmiger Atome abzusehen. In der That spricht 
das unterschiedliche Verhalten von Oberflächen- und Volumladung 
in der principiellen Frage der Ueberlichtgeschwindigkeit entschieden 
gegen die Gleichberechtigung beider Annahmen und zu Gunsten 
der alleinigen Zulassung von Volumladung. Nur der Umstand, 
daB die Formeln für Oberflächenladung in mancher Hinsicht ein- 
facher werden und zur ersten Orientirung geeigneter sind, veran- 
laft uns, im Folgenden beide Annahmen weiter durchzuführen. 


$ 11. Der Translations-Bestanditeil der mechanischen Kraft. 


Die Berechnung der resultirenden mechanischen Kraft % wird 
ziemlich einfach, wenn wir reine Translation, d. h. ù — O voraus- 
setzen. Mit w — O0 wird A, — 0, À — À, und es verschwindet 
in der Gl. 42) für f das letste Glied. 

a. Oberflächenladung. Nach Gl. 16) und 21) haben wir 
in diesem Falle bei Einführung von zwei neuen GrüBen 4 und «: 


EC (es G É 
p = ma] Fe Pa Fe 


sin Rs 
R 


46) 


og + . ds 
T —= u SiNussinCST—, ù — 
0 


Wir beachten, da in der hier definirten Funktion « die Coor- 
dinaten zy2 nur in der Verbindung z+EË, y+n, +6 vorkommen. 
Wir kônnen daher die Operation ,grad“ in der Weise an y aus- 
fübhren, daB wir statt nach æyz2 nach En6, d.h. statt nach den 
Componenten des Vektors r nach denen von ZT differenziren, was 
wir durch den Index © audeuten wollen. 
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Nach Gl. 42) haben wir nun: 


2x” ac 


! 
a 


: (ee) 
Ô 
Les = 1 {et (bb, _,)} gradz dr + | b,_ dr. 
0 


Bezeichnen wir ferner den über die Kugel vom Radius r er- 
streckten Mittelwert der skalaren Funktion y mit: 


Ra 47 rade, 


so ergiebt sich nach Gl. 48): 
(ee) (0) Es 
48) — 27° LE x — Lim | f Le (uv, Djgradazde+ [v,_r de}. 
0 0 


T= a 


Es kommt also lediglich darauf an, das Integral 7 auszu- 
werten. Wäre y eine Potentialfunktion, d. h. eine Lüôsung der 
Gleichung A4y — 0, so hätten wir nach einem bekannten Gaussi- 
schen Satz unmittelbar y — %,, d.h. gleich dem Werte von y im 
Mittelpunkte O unserer Kugel. Um eine ähnliche Beziehung für 
den vorliegenden Fall abzuleiten, beachte man, da die in 4 vor- 
kommende GrôBe 

sin SA 
k 


eine Lôüsung der Gl. Au+s°u — 0 ist. Für alle stetigen Lüsungen 
dieser Gl. leitet man nun aus dem Green’schen Satze, und zwar 
genau auf demselben Wege!), auf dem man den Gaussischen Mittel- 
wertsatz findet, die folgenden beiden Gleichungen ab: 


RAILS hd: fu dé LEE Aungs 


On 
D _. Ce fu jte er fond 


1) Vgl. z. B. Pockels, Ueber die partielle Differentialgleichung Au + k?u — 0, 
Leipzig 1891, pg. 208 und 209, G1. 61) und 63). Man erhält die beiden Gl., in- 


49) 


: dv Ou 
Xe ’ — — in- 
dem man den Green’schen Satz PIC vau) dS = f(« "NE Gr) de ein 
mal auf die Funktionen w und v — Si , das andere Mal auf die Funktionen 


sin se 


u und v — anwendet. Im ersten Kalle ist der Nullpunkt ep — O durch 


eine verschwindend kleine Kugel von der Integration auszuschliefen. Das Raum- 
integral dS verschwindet wegen der Differentialgl. Au + su — 0, dv + sv = 0, 
das Oberflächenintegral do ist auf die Kugel e — r zu beziehen, auf welcher v 
und 0v/ôn constant sind. 
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wo %, den Wert von w im Mittelpunkte des Elektrons (x = y = 2 — 0) 
bedeutet: 
LA, sin s7 
* “ 


Indem man das zweite Integral Fechts in 49) eliminirt, er- 
giebt sich: 


sin sr sin sr d cossr cossr d sinsr s 
4x u, Be J al à MO PETITS UE Te RER " udô. 


Von dem hier bestimmten Oberflächenintegral Jude gelangen 


wir unmittelbar zu dem Mittelwerte « von uw, der analog dem 
Mittelwerte y von 3 zu definiren ist: 


_ s| sin sr 1 snsT'sinsr 
u—= -—— Judo =, = — ; 
Ar r 


sr SANT r 
Gehen wir zu y zurück, so haben wir gleichzeitig: 


50 4 = 75 J Sin ST sin sr sin sa in CS e 
) RE Sin (ST -. 


0 
Es bleibt noch die Integration nach s auszuführen, was in 
$ 14 unter a) geschehen wird. Wir entnehmen den dortigen Ergeb- 
nissen mer Definirt man vier besondere Werte von t, näm- 
lich r'r!'r tr; durch die Gleichungen: 
1)... tr— a th. œ—-T = r—-0«, 


, c).….cc+P=r+a, m')...cr—T—=r+a, 


wobei unter unwesentlicher Einschränkung der Allgemeinheit (vgl. 
$ 14 SchlnB) vorausgesetzt werden müge, daf jede dieser Gl. nur 
eine brauchbare, positive Wurzel hat, so gilt: 


für O<r<r ...% = 0, 
4 


mer Lt 


rl 8 CO 
Mr <Tt! D en a 2 
» T, T Tee. — Rd: 
, DRE. NAME TA RNN EE Er 0 
» TR <T<T, se UT — nr: mr > T 
‘li PT = 
DU D ir. tte 0: 


Indessen ist hervorzuheben, dafi diese Ausdrücke nur dann 
gelten, wenn man voraussetzt, dafi die Bewegung in der der Zeit f 
vorangehenden Epoche mit D ml dehobel v<C 
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erfolgt sei. In diesem Falle ist der von dem Elektron während 
der Zeit r zurückgelegte Weg jedenfalls kleiner als cr; dasselbe 
gilt umsomehr von dem gradlinigen Fahrstrahl T (Verbindungs- 
linie des Elektronenmittelpunktes zur Zeit £—+T und t), so da wir 
die Bedingung der Unterlichtgeschwindigkeit wie folgt 
schreiben kônnen (vgl. auch pag. 384): 


T'< çr. 


Welche Werte 7 im Falle Ter (Ueberlichtgeschwin- 
digkeit) annimmt, wird in $ 13 anzugeben sein. 

Setzen wir diese Werte von y in 48) ein, so zerfällt das Inte- 
gral nach x in die drei Integrationen: 


(FU (A 12) 
Ë de+ [.dr+ f rar: 
c a 2 


Wir bemerken zunächst, daf wir die Differentiation nach f in dem 
letzten Gliede von 48) unter dem Integralzeichen ausführen kônnen; 
denn die durch Differentiation der Integrationsgrenzen r,t!'.. 
entstehenden Terme heben sich wegen des stetigen Verlaufes von 
x gegenseitig auf. Ferner wollen wir von 4 einen constanten, von 
tr unabhängigen Bestandteil absondern, nämlich in den drei Inte- 
grationsintervallen (r!r;'), (t} t!), (tv: 7!') bez. den Bestandteil: 


ÉRNRR PESLS 

Dar EG PUUUO T2 
Da diese Werte auch von T und é unabhängig sind, also ibr 
grad & und ihr Differentialquotient 0/04 verschwindet, so entspricht 


ihnen bei passender Zusammenfassung der Integrationen auf der 
rechten Seite von 48) lediglich der Betrag: 


! 11 
T im JS DZ, de+ [. UE 
Bear (Vs! ot g!! (674 
pére 
AS SL 


Hier gehen wir sogleich zur Grenze r — a über. Nach den 
Definitionsgleichangen 51) wird dann, da + und 7' nicht negativ 
werden kônnen und da 7'< cr sein sollte, notwendig rt; = t;' — 0 
sowie T! — T" — 0; die Grenzwerte von 5, t; für r — a môgen 
kurz mit z',1” bezeichnet werden; sie sind durch die GI. bestimmt: 


52) ce + T'= %a, cé— T" — 20, 


zur Elektronentheorie. 37b 


wobei wir durch die Striche bei 7 angedeutet haben, daB der zu 
TT’ gehürige Funktionswert T einzutragen ist’). Der vorige Aus- 
DT verwandelt sich nun in: 


x 1 
8 a Fr -v b—c Je 


Nachdem somit einige Terme von Z vorweggenommen sind, 
kônnen wir Gl. 48), wenn wir dieselbe mit x/8a dividiren, féen 
dermafen schreiben: 


16x a? c 


b3) sb LE int —b 


—1t! t—c!! 


ne CAC Jgrads PTE à 


T— a 


1 


1 —r+a 
4 je al ue Fa PEL) à] 


TETE 
Lim [T° Le — (D, D, _,)} gradg — 5 —— dr 


T—=a 


1: CT—T—a 
rf ae) de) 


Was den Grenzübergang r — a anlangt, so kann man in den 
beiden letzten Integralen ohne Weïteres r — a setzen, wobei die. 
Integrationsgrenzen in v', rt” übergehen. In den beiden ersten 
Integralen dass in ist Vorsicht geboten, weil der Nenner 7 mit 
verschwindendem !, t!' selbst verschwindet. 

Das erste Integral der rechten Seite lautet, da: 


d ( RC 
grau g T) = FE 


mit der Abkürzung r —a = 0: 


s ct — Ô 
Lin fe NAS you Bi ps Ldr. 

Hier kônnen wir & und T unter der Annahme eines bereits 
hinreichend kleinen r!' durch Näherungsformeln ersetzen, in denen 


1) Die geometrische Bedeutung der so bestimmten Zeitpunkte z',r” kann 
im Anscbluf an Fig. 2b dahin crklärt werden, daB die den Zeitpunkten rt < +‘ 
entsprechende Erregung die ganze Obertläche des Elcktrons in ihrer Lage zur 
Zeit t deckt, da für 7 Tr 71" nur noch ein Teil dieser Oberfläche von der 
betreffenden Errcgung erfaft wird, während bei r => r” die Erregung bereits voll- 
ständig über die Lage des Elektrons zur Zeit t hinweggestrichen ist. 
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nur erste Potenzen von Tr berücksichtigt werden. Aus der De- 
finition von & (G1. 11)) folgt in erster Näherung: 


L'amD.t, T'—=UT; 

mit demselben Recht kônnen wir setzen: 
due EU 
C— (0,0, _,) = cv 


Gleichzeitig liefern die GI. 51) für z!,r!, die Näherungs- 
werte: 
(cHo)r, ='0, L(e—vhr=050; 


Das fragliche Integral kann daher folgendermaBen ausgewertet 
werden: 


Offenbar wäre uns dieser Betrag verloren gegangen, wenn wir 
von vornherein Ô — 0 gesetzt hätten. 

Man erkennt ferner leicht, indem man von den soeben ent- 
wickelten Näherungsformeln Gebrauch macht, da das zweite Inte- 
gral der rechten Seite von 53) in der Grenze d — O0 verschwindet. 
Fügen wir schliefilich die beiden letzten Integrale hinzu, nachdem 
wir in denselben r — a gemacht und für grad 1/7 den oben an- 
gegebenen Wert —%/T* eingetragen haben, so erhalten wir den 
folgenden definitiven Wert der resultirenden Kraft: 


c— vf tb, CETTE 
Re ut v' v, Clg" —2v, 


si ; DiRPO te 
+ (te 0m 57) (cr —2a)e. 
b. Volumladung. Die Gln. 46), durch welche wir oben y 
und À darstellten, kônnen für den Fall von Volumladung direkt 


übernommen werden, vorausgesetzt, da wir unter y (in Ueberein- 
stimmung mit 18), 18") und 22)) den folgenden Ausdruck verstehn: 


54) — 


8 = 20,—Ù, 


16 za? c 
£? x! 


SIN US — aS COS aS 


46") D ri 


Der Mittelwert y von 4 entsteht jetzt durch Integration über 
das Innere der Kugel vom Radius &« und Division durch den Inhalt 
dieser Kugel. Man hat also, unter dS ein Raumelement derselben 
verstanden: 


sin Zès 
kR 


: ds 
SIN (ST —— 


_. 3 
1= go Jud8. 
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Bei dieser Bedeutung von 4 liefert G1. 48) nach wie vor den 
Ausdruck der resultirenden Kraft 3, wobei jedoch jetzt das Zeichen 
»nLimes“ fortfallen und direkt r — a gesetzt werden kann. 

Um % zu bestimmen, führen wir die Raumintegration zunächst 
an dem von den räumlichen Coordinaten allein abhängigen Factor 
uw — sin Àès/Iè von y aus. Aus der Differentialgleichung Au + su — 0 
zusammen mit dem Green'schen Satze folgt: 


[ras = + fzmas rs 
s s on 


wo sich die Oberflächenintegration do auf die Kugel vom Radius 
a erstreckt. Den Wert des hier in Frage kommenden Oberflächen- 
integrals entnimmt man den Gl. 49), wenn man in denselben (uin- 
gekehrt wie früher) Judo eliminirt, wobei r — a gesetzt werden 
darf. Man erhält durch geeignete Multiplikation und Subtraktion 
aus 49): 


Ou Sin AS — aS COS as 
— d6 = —A4nu, —— 
on S 
und daher 
Te sin 4$ — GS COS as sin T5 
Uu sa T CA | ans ist Ke] LA ES T } 
— 9 “SA sin aS$ — as COS as \°? . ds 
b0’ = — SR LS © | sin (rs — 
) 1 Ta À as? s° 


Die hier noch erforderliche Integration nach s werden wir in 
$ 14 unter b) ausführen. Dort ergiebt sich, wenn man unter 7! 
und +” die durch 52) definirten Zeitpunkte versteht, wenn man 
überdies Unterlichtgeschwindigkeit (T—<cr) voraussetzt 
und die Abkürzung 


8 
! 83 2 3 
bl') fa) = 2e — a° + 2a x sou 


benutzt, die folgende Wertbestimmung von x nebst den daraus 
folgenden Werten von gradz4: 


für O<r<r..4 — 1 PAPER SECRET) 


16 «4° ie 
=". + 07 BAND 0 (Tr 1) (er 1) 
Bras = HOT — 160 Tor “ 
Fr DT tir ais 
! , — L 
pe TE TE Lo = ice T 


— GE A PT à iii 
BAIL TG TOT TL. 
y D<T<o,,y = gradzy = 0. 
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Wir setzen diese Werte in 48) ein, indem wir die Limes- 
Zeichen unterdrücken und mit 8x/16u° die ganze Gleichung divi- 
diren. Die Differentiation nach £ darf wieder unter dem Integral- 
zeichen nach T ausgeführt werden. Das definitive Resultat 
schreiben wir folgendermafen, indem wir die Integrationen passend 
zusammenfassen : 


54) 2 LEA 
q Ô +T D, f(cr-RT) 
f (re-to Le dt UP Ja 
0 f(c—-T), à v,_,f(er— 7) 
“ne Ar D 


Allerdings ist hierbei im Auge zu bebalten, daf wegen des 
bei r — O0 verschwindenden Nenners 7’ nur die Differenz der beiden 
vorstehenden Integrale, nicht aber das einzelne derselben einen 
Sinn hat. Wollten wir diesen Uebelstand vermeiden, so müften 
wir in dem ersten Integral ersetzen f(er+ T°) durch f(cr+T) 
—f(cr— T) und dafür das zweite Integral erstrecken von v' bis t”. 
Wir ziehen indessen die obige kürzere Schreibweise vor, indem 
wir ausdrücklich den Vorbehalt machen, daB in der Nähe von 
t — 0 die beiden Integrationen in Eins zusammenzufassen sind. 
Derselbe Vorbehalt ist zu beachten, wenn T etwa für einen von 
Null verschiedenen r-Wert verschwinden sollte; in diesem Falle 
bleibt der Differenzenquotient {f(cr + T)—f(er— T)}]T, auf den 
es bei richtiger Zusammenfassung der Integrale allein ankommt, 
endlich, während der einzelne Quotient f(er + T)/T unendlich grof 
wird. Uebrigens ist dieser Fall notwendig verbunden mit dem Auf- 
treten mebrerer Wurzeln z',t”’, von dem wir am Ende von 8 14 
sprechen werden. 


$ 12. Der Translations-Bestandteil des Drehmomentes. 


Indem wir wie im vorigen Paragraphen t — 0 (reine Trans- 
lation) und 7 < «x (Unterlichtgeschwindigkeit) voraussetzen, gehen 
wir von der Drehkraft für die Ladungseinheit n — [rf] zu der 
Drebkraft % durch Integration über die Gcsamtladung über. 

a. Oberflächenladung. Wir übernebmen für y, { und f 
die Ausdrücke 46) und 47). Für n erhalten wir dann: 


__2n'ac or 
55) nn {e—(b, v,_.)l{rgradylar+ à | [rv,_,]x dr. 
0 
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Wir beachten wie früher, daB grad y — gradzy und schreiben: 
[re grad x] = —rots {rx}; 


um von n zu À überzugehen, ist es dann nur nôtig, den über die 
Oberfläche des Elektrons oder, genauer gesagt, über eine Kugel 
vom Radius r erstreckten Mittelwert 


tx — = Jen de 


zu kennen. Durch diesen stellt sich N in folgender Weise dar: 


ia ac 


56) 


—  Ô 
R = Lim f (e-02_» rOtTTY — SE [rat «) dr 


T — 


Um ty auszuwerten, ziehen wir zunächst den auf der Kugel- 
oberfläche veränderlichen Faktor von y (s. Gl. 46)): 
sin SR 
R 


in Betracht und bilden: 
tu — S ru do. 


Man kann den Wert dieses Lndh aus den beiden folgenden 
zu 49) analogen Gleichungen entnehmen: 


2 
An r gradzu, —= rs Fe feu LES CE frs Sr do, 
57 
) 0 AR PUSUTST feu d6+ sin sr roue 
LT dr'ier r Î on 


Dieselben lassen sich folgendermañen ableiten: Man setze in 
dem Green’schen Satz: 


focav-vaas = flS-va)a 


u gleich dem obigen Wert und zunächst: 


Ô sinsr zx d sinsr 


ordre ot dr ser 


Es genügen dann w und v den Differentialgleichungen Ju +s°u —0, 
Av+sv — 0, so da die über das Innere der Kugel vom Radius 
r zu erstreckende Raumintegration auf der linken Seite der Green- 
schen Gleichung verschwindet. Auf der rechten Seite, wo die 
Integration über die Kugeloberfläche vom Radius > zu erstrecken 
ist, kann man den nur von r abhängigen Bestandteil von 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1904. Heft G. 28 
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GAALESIR SAUT lich 1 d sinsr 1 d sinsr 
reve , nämbch = —> und made 
vor das Integralzeichen ziehen; es ergiebt sich dann die zweite 
der Gl. 57), nur daB darin der Vektor tr durch eine seiner Com- 


ponenten (x) ersetzt ist. Wählt man andrerseits: 


ov 
v und Fri 


Ô sinsr Ô sinsr 
= — oder v = — 
0y Tu 


Car 
so treten die Componenten y und z an die Stelle von x, so daf 
die fragliche Vektorgleichung vollständig bewiesen ist. 
Um in entsprechender Weise zur ersten der Gl. (57) zu ge- 
langen, wähle man in der Green’schen Gleichung w wie vorher 
und 


o) 


Ô cossr æ d cossr 
D = ———— ; 
x Or r dd  r 


Man hat dann den Mittelpunkt 7 — O0 unserer Kugel von der 
‘Integration auszuschliefen und das Oberflächenintegral der rechten 
Seite auBer über die Kugel vom Radius 7 über eine concentrische 
von dem sehr kleinen Radius @ zu erstrecken. Die auf letzterer 
nur wenig veränderliche Funktion « kann man entwickeln: 


Ou Ou Ou 
DRE DO LUC RES 
(o7) Ou, & OU, y , OU, # 


__ 1 d'cosse Î 2 t à se fé 
— ode € C x Â6 + rh d6 + dy xy d6 + a. zdo+) 


1 d cosso fou, [, du, dk ôu, 
—_ de e (Se “A d6 + Ôy xy d6 + 3: X£ d6 + , ) 
Es ist aber: 
fra — fade = lire do 10, 


IEC = 3 fe ++e)46 = Æe'; 
das in Rede stehende Oberflächenintegral reducirt sich also auf: 
CS cos sg _ 1 d UE AU 
ede" e ed e /5° 6% 
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und wird für @ — 0 einfach gleich: 


Ou, du, 
AIDES LÉT. à 

Von da aus erhält man die erste der GI. (57), nur daB darin die 
Vektoren tr und grad durch ihre æ-Componenten æ und O/0Ë er- 
setzt sind. Man gewinnt weiterhin die vollständige Vektorgleichung, 
wenn man ferner wählt: 

5 == 22.008 87 PEACE 
y r 0 Or 


4x 


Eliminirt man aus den GI. (57) das zweite der rechts stehen- 


den Integrale, so erhält man den gesuchten Wert von ru zunächst 
in der Form: 


E sinsr d cossr d? cossr d ne 


dr'anr dr Or dr Or dr 
sh d sin sr de 
rs dr r : 


Die Ausrechnung der { } liefert den einfachen Wert s'/r. Da 


ferner w, — sins7/7T, so hat man schlieBlich: 

— r d sinsr sinsT 
58) Tu — HT PE ; ad IT DR 

Hieraus ergiebt sich nach (46): 

._ P— . E ds 

b9) t4 = f tu Sin as Sin (ST — = 
0 
* d een ALT MEN 
J BUT ST Gr sr s’ 


Zunächst schlieBen wir aus dem vorstehenden Ausdruck, da 


sin ST 
4 ll 


Infolge dessen verschwindet in (56) das erste Glied der rechten 
Seite für alle Werte von tr. Es geschah aber gerade wegen dieses 
ersten Gliedes bez. wegen des ihm entsprechenden ersten Gliedes 
in (48), daB wir im vorigen Paragraphen zwischen dem Grenzwert 
für r — a und dem Werte für r — a selbst unterscheiden muften. 
Im vorliegenden Fall wird nun diese Unterscheidung überflüssig 
und wir künnen direkt statt (56) schreiben: 


= 0, 


rotzty — 0, da rotsgradz 


60) pe = + fav, _ dr. 
0 
2, 28* 
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Mit der Ausführung der Integration nach s in dem Ausdrucke 
von ty werden wir uns in $ 14 unter c) beschäftigen. Dort zeigt 
sich, daB man bei Unterlichtgeschwindigkeit die folgenden Fälle 
zu unterscheiden hat: 


OT<T..ty = 


(2a+T—cr), 


a « 
a: = AU FRE 
DC ECENCES, 


4T* 
T'<r<o,.ty = 0. 
Trägt man dies in 60) ein und multiplicirt rechts und links 
mit 12a/x, so ergiebt sich: 
247 a° c our 
61) — R —= TJ Eu_J& 


JR BERENERUm. 7 


ô * A4 

rer Ê (Tv, _ — ct)dr. 

Wie man sieht, wird der Translationsbestandteil des Dreh- 
momentes bei stetiger Bewegungsrichtung ziemlich klein, da er 
unter dem Integralzeichen mit dem in [£v,,] steckenden Sinus 
zwischen der Sehne © und der Tangente v,, an die Bahncurve 
multiplicirt ist. Bei geradliniger Bewegung, wo T und b,, dauernd 
dieselbe Richtung haben, wird ohne Weiteres 


R = 0. 


Wenn die Bahncurve eben ist, steht die Axe des Drehmomentes 
senkrecht auf der Bahnebene. 

b. Volumladung. Wir kônnen auch jetzt zur Darstellung 
von À die G1. (60) benutzen, wenn wir darin unter y den Ausdruck 
46’) und unter ty den über das Innere des Elektrons erstreckten 
Mittelwert von ry verstehen; denn es wird sich ähnlich wie vor- 
her zeigen, daB auch jetzt rotæry verschwindet. Bei der nämlichen 
Bedeutung von # — sin Rs/R wie unter a) bilden wir 


— 3 
Tu — gi ruas. 


Es ist aber wegen der Differentialgleichungen Au +s'u = 0, 
Ati 0: 


fruas = + fau uavas = 


= f(r5e 05) de = = frs s ! = [ru de, 


wobei sich fac auf die Oberfläche des Elektrons bezieht. 
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Wir haben bereits oben gesehen (G1. 58), in der nunmebr 
r — a zu setzen ist), daf 
LS 00 00 7 0 LE SL 
Daraufhin liefert die zweite der G1. (57) mit r — a: 


1 Lau Tes Ta dd’ sinsa d smsT 
4x a° on — Ts da’ sa dT sT 
Folglich wird: 
i\ 4no T d sinsT 
TPS en + > Sedo Es 7 7 ST: 
und 
; sr eye sin sT— sTcos sT 
58°) Er Let Eros 


wo beide mal in der { } steht: 


__ 1 d' simsa 1 d sinsa  3sinsa—8sacossa+ (sa) sinsa 
ci mt Te le D ET (sa) R? 


Aus 46) folgt nun: 


59”) y = sf” Eu RATES, sin sr © 
9T sin ds — aS COS AS, . : ds 
55 ml [SRE RRRE (sin 97 — 57 008 57) sin St 


Das hier noch vorkommende Integral nach s wird in $ 14 
unter d) ausgewertet werden. Versteht man unter 7’, 7” die durch 
52) bestimmten Zeitpunkte und unter g, G die folgenden Funk- 
tionen 5ten, 7ten Grades ihres Argumentes: 


12° =" 4 x 97 "Sa 
9 (@) = 10a 3 & PES TES 
60°) 
GG) = [ g(o)(o— cx) de, 
a 


so findet man dort bei Unterlichtgeschwindigkeit : 


für O<r<r...y = D (GCE+ T)=— (cz — T), 
r'=r<t... y = ti Ce T), 


pe r<o...1y = 0. 
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Diese Ausdrücke tragen wir in 60) ein. Multipliciren wir 
noch rechts und links mit dem Faktor 32a/9x, so folgt bei passen- 
der Zusammenfassung der zunächst von O bis z' und von r’ bis r” 
zu erstreckenden Teilintegrale und bei Berücksichtigung des am 
Ende des vorigen Paragraphen gemachten Vorbehaltes: 


Gr a° c ô d dr 
61) - Ré n = a J Ev_J6@+ T) gs 


ô k dt 
5 fe 3 G (cr — T)s. 


Ueber GrôBe und Axenrichtung von %, insbesondere bei gerad- 
liniger und ebener Bewegung ist dasselbe zu sagen wie pag. 382 
im Falle von Oberflächenladung. 


$ 13. Ergänzung betreffend Ueberlichtgeschwindigkeit. 


Die oft aufgeworfene und in verschiedener Weise beantwortete 
Frage nach der Môglichkeit der Ueberlichtgeschwindigkeit wird im 
Folgenden dahin entschieden, daB eine Ueberschreitung der Licht- 
geschwindigkeit bei räumlicher Ladungsverteilung durchaus môg- 
lich ist, d.h. daB dieselbe in keiner Weiïse einen unendlichen Arbeits- 
aufwand erfordert, daB sie dagegen bei flächenhafter Ladungs- 
verteilung unmôglich wird, weil dazu eine unendliche Kraft und 
Arbeit nôtig wäre. 

Im Voraus müge bemerkt werden, daB nicht die Alternative 
vZc (Ueberlichtgeschwindigkeit oder Unterlichtgeschwindigkeit) 
sondern die Alternative TZ cr (der von dem Elektronenmittel- 
punkte zurückgelegte Weg grôBer oder kleiner als der Lichtweg 
während der gleichen Zeit) für das Folgende entscheidend ist. 
Wir bemerkten schon pag. 374 oben, daB die Ungleichung © <c 
mit Notwendigkeit die Ungleichung T < cr zur Folge hat. Das 
Umgekehrte aber ist nicht ohne Weiïteres der Fall. Bei krumm- 
liniger Bewegung kann ersichtlich sehr wohl v = c und trotzdem 
unter Umständen T'< 6x sein. Wir setzen daher für das Folgende 
ausdrücklich fest, daB wir die Bezeichnung ,Ueberlichtgeschwindig- 
keit* in dem Sinne auffassen wollen, daf es sich um eine Bewegung 
handelt, bei der dauernd oder zeitweilig T > ct ist. Man kann 
dabei die folgenden Unterfälle unterscheiden, die sich übrigens im 
Folgenden mit wesentlich denselben Formeln behandeln lassen 
werden: 
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I. In der der Zeit { vorangehenden Epoche war, soweit sie 
für die Integration nach + in Frage kommt, dauernd T > cr. 

II. In eben dieser Epoche war zunächst T'> cr, für grôBere 
rt, d. h. weiter zurückliegende Zeitpunkte dagegen T< cr. 

IT. Es war zunächst T'< cr, dagegen früher T > cr. 

In den beiden letzteren Füällen hat also ein Durchgang durch 
die Lichtgeschwindigkeit oder, genauer gesagt, eine vorübergehende 
Gleichheit zwischen ,Elektronenweg“ T und Lichtweg cr stattge- 
gefunden. Auf eine asymptotisch-dauernde Gleichheit zwischen 
Elektronenweg und Lichtweg kommen wir zum SchluB dieses 
Paragraphen zu sprechen. 

a. Volumladung. Wir beginnen mit dem hier einfacheren 
Fall einer gleichfôrmigen Volumladung. Ersichtlich ist an den 
anfänglichen Formeln 46’), 48), 50’) des $ 11 nicht das Geringste 
zu ändern, fa bei ihnen die frühere Voraussetzung T< cr über- 
baupt nicht in Frage kam. Diese machte sich erst geltend bei 
der Bestimmung des Mittelwertes von 4. Wir entnehmen aber den 
Erürterungen des $ 14e), daB es nur nôtig ist, cr — T zu ersetzen 
durch |cr— T|, um die Berechnung von 4 auch für den Fall T> cr 
aufrecht halten zu kônnen. Diese Ersetzung hat stattzufinden s0- 
wobl in dem Argumente der Funktion f, wie in der Definitions- 
gleichung von r” sowie in der SchluBformel b4') für %: 


6) - eg — 
AE S o f(cc+T REP GES T) 
1; (Fe —(,v,_.)] oT ROLE ôt L je 
œ 8 fler-T à fer — T1) 
ni (te —(v,_.)}37 nr DT F1 PT — à, 
62” cr'+T'—= 2a, |cr"—T"| — 


G1. 62) umfaBt nunmebhr nicht nur die Fälle I., Il., III. dauern- 
der oder vorübergehender Ueberlichtgeschwindigkeit, sondern auch 
die früher allein betrachteten Bewegungen mit Unterlichtgeschwin- 
digkeit. 

DaB G1. 62) in keinem Falle zu einem unendlichen 
% AnlaB geben kann, folgt aus der Definition der Funktion 
f G1. 51’) und ibrem Verhalten für kleine Werte von r, für welche 
wegen Verschwinden des Nenners T zunächst ein Unendlichwerden 
in Frage kommen kann. Für kleine r ist näherungsweise (bis auf 
hôhere Potenzen von rt) T = vtr, T/T — v/v, c'—(b,b,.,) =  —v", 


5 * 
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f+T) = — La +2a (er + T} 

Ô f(cc+T) 8 og _2a(œ+T), a(æ+T) 
DIT TL NET DL T° T ; 
Ô f(ler—T) __ 8 a 2a(cr—T)  4a(cr—T) 
PTS AE Be Dee TE 


Fassen wir nun, wie es durch die SchluBbemerkung von $ 11 
vorgeschrieben wurde, die beiden Integrationen auf der rechten 
Seite von 62) in der Nähe von 7 — 0 zusammen, so heben sich 
in der Differenz die Beträge mit 8a°/5 gegenseitig fort, und man 
erhält als Wert des Integranden einfach: 

db. 
8a ET cr dt 
so daB also die verschwindenden Nenner in Wegfall gekommen 
sind, und zwar unabhängig davon, ob TZ cv ist. | 

Wenn dagegen T für irgend einen Wert r —0 verschwinden 
sollte, so gilt in dessen Umgebung jedenfalls die Bedingung der 
Unterlichtgeschwindigkeit er > T; daB auch dann ein Unendlich- 
werden ausgeschlossen ist, wurde bereits am Ende von $ 11 betont. 

b. Oberflächenladung. Abermals gelten die anfänglichen 
Formeln des $ 11 bis zu Gl. b0) einschl. ungeändert auch im Falle 
T>cr. Dagegen sind die Definitionsgleichungen 51) und die folgen- 
den Angaben über y nach $ 14e) dahin abzuändern, daB im Falle 
T > cr gilt: 


0OZr<T...7 = 0, 

\ _ x [1 cr-r 
mer = LE(S re), 
we he: x 2CT 
TT<T<T,... % Fier 
: ; = af 1 c+r+a 
CHEN AIO DO = + (-5+ TT }: 


T'<t<o...y = 0, 
und daB zur Berechnung von t!' und 7;' die Gleichungen dienen: 
T-cc—=r-a T-c—=r+a. 

In dem Intervalle r'<r<75!' ist der Wert von 4 gegen früher 
ungeändert geblieben. Berechnet man daher gradz und geht in 
dem zugehôrigen zwischen r; und r;' integrirten Gliede von % zur 
Grenze r—a — à — O0 über, so erhält man wie früher einen 
endlichen Grenzwert, der sich nur dadurch etwas modificirt, daf 


2 A+ 
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der Näherungswert von r!' bei kleinem © nicht mehr d/(c—v) wie 
früher, sondern d/(v— c) lautet. 

Dagegen ist in dem Intervalle 1! <r=r!, der Wert von # 
wesentlich von dem früheren verschieden. Er giebt hier nicht 
mehr einen verschwindenden Gradienten, sondern liefert: 


In Folge dessen tritt bei der Ausrechnung der rechten Seite 
von Gl. 48) gegen früher der folgende Term hinzu: 


T 2cr 


— Lim + le es) T7 de 


Mit verschwindendem Ô geht r!' in O, v, in s' über; das Inte- 
grationsintervall bleibt also endlich. Wir bestimmen den Nähe- 
rungswert des Integranden an der unteren Grenze des Integrations- 
intervalles, wo wir für TZ, T... die oben angegebenen Näherungs- 
werte bei verschwindendem + d'eees kônnen; derselbe lautet: 


c_ dx 
D ro € 


FAURE 
Bei der Integration nach + liefert daher die untere Grenze 
11 


r;' einen Beïitrag zu dem Werte des fraglichen Integrals, welcher 
als Faktor 


11 
logr;' = log TS 
enthält und welcher im Limes logarithmisch unendlich wird. Dieser 
Beitrag kann sich bei der Ausrechnung der rechten Seite von 48) 
gegen keinen der anderen Terme fortheben, da die noch hinzu- 
kommenden ferneren Beiträge, wie man leicht erkennt, durchaus 
endlich sind. 

Wir haben also das Resultat, daB bei Oberflächenladung 
im Zeitpunkte { die zu einer Bewegung erforderliche 
Kraft $ notwendig unendlich (und zwar positiv unend- 
lich im Sinne der Bewegungsrichtung v, gerechnet) wird, 80- 
bald während der unmittelbar vorhergeheuden Zeit- 
punkte t—r die Bewegung mit Ueberlichtgeschwindig- 
keit erfolgt ist, in dem Sinne, da Tr war. Betrachten 
wir eine beschleunigte Bewegung, welche mit Unterlichtgeschwindig- 
keit anhebt, so kann dieselbe die Lichtgeschwindigkeit selbst noch 
mit endlichem Kraftaufwande erreichen (vgl. auch $ 16). Denn 


388 A. Sommerfeld, 


für den Moment des Durchganges durch die Lichtgeschwindigkeit 
gilt noch der frühere Wert (54) für %; in diesem wird das Un- 
endlichwerden des Logarithmus für v — c durch den Faktor 
c'—v aufgehoben. Eine weiter fortgesetzte Beschleunigung aber, 
bei welcher T => cr würde, ist für ein oberflächlich-geladenes Elek- 
tron undenkbar. : 

Bei Volumladung dagegen kann, soweit ich sehe, ein Unendlich- 
werden der Kraft nur dann Platz greifen, wenn sich das Elektron 
fortgesetzt mit einer Geschwindigkeit bewegt hat, die der Licht- 
geschwindigkeit genau oder bei wachsendem rt asymptotisch oder 
oscillatorisch gleich war, und wenn das Elektron aus diesem Be- 
wegungszustande heraus beschleunigt oder verzôgert werden soll. 
In diesem Falle wird nämlich die Integrationsgrenze +” (G1. 62')) 
in unserer Darstellung 62) unendlich, wodurch zugleich die Môglich- 
keit eines Unendlichwerdens von % gegeben ist. Uebrigens wurde 
bereits in der Anmerkung zu $ 5 darauf hingewiesen, daB auch die 
dort gegebene Darstellung des Feldes zu unendlichen Werten führen 
kann, wenn im Limes tr — co die Bewegung mit Lichtgeschwindig- 
keit erfolgt war. 


$ 14. Nachträgliche Berechnung einiger Integrale. 


Wir haben noch die über die Werte von y und ty in den 
vorangehenden Paragraphen gemachten Angaben zu beweisen. Wir 
thun dieses, indem wir die fraglichen Integrale der Reihe nach 
auf die Integrale a), b), c), d) des $ 8 zurückführen. Zunächst 
wird dabei Unterlichtgeschwindigkeit T'< cr vorausgesetzt. 

a) Von der in Gl. 50) definirten GrôüBe y gehen wir über zu: 


— fu - à . ds 
Sæ= l'y = [ sin s 7 sin sr sin sa Sin CT 5 
0 
1 (ee) 
= 5 | sinsTsinsr {cos (a — cr) s— cos (a +cr)s} 
0 
Ersetzt man in dem Integrale (a) des $ 8 x, y, 2 durch s, Tir 
und { darch eine neue Integrationsvariable «, so erkennt man un- 
mittelbar, daB 


ds 
s' 


1 a + ct 
S =— (a) da. 
la — cl 
Der Wert von (a) war aber x/4 oder 0, je nachdem aus den 
Strecken y, z,t, d.h. hier aus den Strecken T, r und « ein Dreieck 
gebildet werden konnte oder nicht. 
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Um letzteres bequem entscheiden zu kônnen, beziehen wir uns 
auf Fig. 3. In dieser haben s v 
wir nach der Abscissenrichtung % 
die Länge cr, nach der Ordi- 
natenrichtung die Integrations- dl 
fl 
el IL 
natenaxe sind gleich r und a 
gemacht, wobei, was erlaubt 
ist, ra gewählt wurde. 
RP: a=vr+T und RQ:« = r—T 
sowie die unter 45° gegen die Axen geneigten Geraden 
ST: «a — a+cr, TU: a = a—cr, UV: a = —-a+cr 


= 


variable « aufgetragen; die à 

Längen OR und OT der Ordi- + 

Ferner sind in der Figur die 0A &u 

Curven Fig. 3. 

construirt. Wegen T< cr schneiden die Geraden ST und UV un- 
sere Curve RP; die Schnittpunkte auf dieser Curve sind mit B, D, 
die auf RQ gelegenen mit À,C bezeichnet; dieselben Buchstaben 
môügen auch die zugehôrigen Punkte der Abscissenaxe markiren, 


welche ersichtlich durch die folgenden Gleichungen bestimmt werden : 
À) r—T=c+a woraus sich ergebe rt = 7;, 


BD) r+T=œ+a fs TT, 
CEr= Tera , T —=1T,;, 
D) r+T—=c«-a : titi), 


Man erkennt nun, daB für die Integration nach «& nur das in 
der Figur schraffirte Gebiet in Betracht kommt, d. h. da für 
jeden Wert von cr die in diesem Gebiet enthaltene Strecke der 
zugehôrigen Ordinatenrichtung das Integrationsintervall für « be- 
stimmt. Denn es genügen nur die zu Punkten dieses Gebietes ge- 
hôürigen a«-Werte gleichzeitig der Bedingung der Dreiecksmôglichkeit 
(r— T<a<r+T) und der durch die Integrationsgrenzen von S 
festgelegten Beschränkung (|a—cr|< « < a + cr). 

Da (a) im schraffirten Gebiet constant gleich x/4 ist, so ergiebt 
sich S gleich x/8 multiplicirt in das eben genannte Integrations- 
intervall, d. h. 


für das Gebiet 04..0<r<7,S — 0, 
be — AB.om<r<!, S = <(a+er—r+T), 
ne . BOSS 
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für das Gebiet CD..r,<r<t, S — S+T-c+ a) 
» » » Do..rs!l <<, S:—=:0. 


Aus den so bestimmten Werten von S folgen nach Division 
mit »T unmittelbar die auf pg. 873 angegebenen Werte von y und 
es sind die hier unter À), B), C), D) angeführten Definitionsglei- 
chungen der Zeitpunkte v;,..7," mit den Definitionsgleichungen 51) 
derselben identisch. 

b) Von der in 50’) definirten GrôBe y gehen wir über zu: 

S —= 22 = RE) din 76 sin ee À. 
À as E 

Dieses Integral läfit sich auf das Integral (b) des $ 8 zurück- 

fübhren. Wir setzen in (b) x = s, y — a und bilden zunächst: 


a (ee) ° “+ 2 
B= f@saæ= f (RE ÈLEE) sin st À. 
0 0 


as 


Ersetzen wir dann noch in (B) die Grôfe & durch eine neue 
Integrationsvariable 8, so wird ersichtlich: 


+T 
_ 2 / , 4 


Die Wertbestimmung von (b) war verschieden, je nachdem y 
die grôBte der drei Strecken y, z,t, also in unserer jetzigen Be- 
zeichnung, je nachdem a die grôfite der drei Strecken a, &, B ist 
oder nicht. Da jedenfalls az (vgl. die Integrationsgrenzen in 
(B)), so haben wir die beiden Füälle zu unterscheiden: a > 8 und 
a—B. AuBerdem wollen wir den letzteren Fall noch weiter zer- 


gliedern in a < : und .. <a< f. 


Fall a=$. Dann gilt für z<a—$8 (Dreieck a, z,8 un- 
môglich): 


und für a—B<z<a (Dreieck a, z, B müglich): 


o =+{1-F 2) 


Hieraus folgt: 
red a Æ 
(D). = Sa #de+T JL (1 ne de 
a Jo a p (72 
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B 


Falls>a— 9" Das Dreick a, 2, B ist unmôglich, wenn 


&<fB—a; alsdann haben wir nach $ 8, da a nicht mehr die grôüfite 
der drei Strecken a, 4, B ist: 
(6) = 0. 
Für den Rest des Integrationsintervalles, nämlich fürB—a<z<a 
ist dagegen das Dreieck môglich und daher: 


© = (1 EP). 


Hieraus folgt: 
(B) = Sufea( - EP) ae 


Dieser Ausdruck erweist sich aber bei näherer Betrachtung 
mit dem vorherigen Werte von (B) als identisch, so daf diese 
beiden Fälle weiterhin nicht getrennt zu werden brauchen. 


B 


Fall g 74. Das Dreieck a, z, B ist jetzt im ganzen Inte- 


grationsintervall 0 <z<a unmôglich, da selbst an der oberen 
Grenze desselben 2+a — 2a<$ ist. Mithin ist in diesem Falle 
durchweg (b) — O0 und dadurch auch: 

(B) =.0. 


Um von (B) zu S überzugehen, betrachten wir Fig. 4 Darin 
ist als Abscisse cr, als Ordinate $ aufgetragen. Die Gerade RT 
stellt die Linie B — 2a, die Curven 
OP nnd 0Q bez. B — cr+T und 
B = crt—T dar. Als Integrations- 
gebiet kommt nach der Definition von 
S lediglich das schraffirte Stück der 
Figur in Betracht, und zwar für jeden 
Wert von cr der zu dieser Abscisse 
gehôrige senkrechte Durchschnitt durch 
das schraffirte Gebiet. Denn es ist 
den beiden Bedingungen B< 2a und Fig. 4. 
cr—T<B<cr+T lediglich in den Punkten des schraffirten Ge- 
bietes genügt. Die Ecken dieses Gebietes sind die Punkte 0, 4, B 
und gehôüren zu den Abscissen tr — 0, tr — +’, rt — +”, von denen 
sich die beiden letzteren berechnen aus: 

ct+T — 2a und cr — T — 24, 


so daB diese Werte t',7” mit den in b2) bestimmten Werten iden- 
tisch sind. 
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Man hat nun nach der Figur: 


für O<r<r se Ef (us- Me TE) d8, 


4 
L<Tet) D = gs, 4a B — 36° + L. 
? EE 48 Hat pi 


T'Et< 0, ,. 91e 0 


Fübren wir die Funktion ein: 
ë USED e 12 8 
eo = [faus-s++ AL 90  —*? + 2ax" 5% 


so kônnen wir die vorhergehende Wertbestimmung von S bequemer 
so schreiben: 


O<r<r...S = 2 ler+T)—f(r—T), 


AN 7 AE — Sfr 7T) 
t'<1<0...8 =.0, 
was mit den pag. 377 für y gemachten Angaben übereinstimmt. 
c) Um den in 59) definirten Vektor ry zu bestimmen, betrachten 
wir das Integral: 


PE sin sr — sr cos sr sinsT—sTcossT . 
0 


Be 
— sin as sin CST —- 
sr sT s' 


welches mit ŒT/7* multiplicirt jenem Vektor gleichkommt. Wir 
leiten S aus dem Integral (c) in $ 8 ab. Setzen wir nämlich dort 


Zz—S, y —7r, + — T und führen wir statt é eine neue Inte- 
grationsvariable y ein, so haben wir ersichtlich: 
sein ACL 
= — C Ÿ 
2 Jo 


Bei der Ausrechnung von S an wir an Fig. 3 an, in 
welcher uns der senkrechte Durchschnitt durch das schraffirte 
Gebiet wieder das für jeden Wert von cr in Betracht kommende 
Integrationsintervall liefert. Nach $ 8 hat dabei (c) in den Punkten 
des schraffirten Gebietes den Wert: 

2x a r°+ T°—7y 
Gers Te, 

Wegen der Form des schraffirten Gebietes wären dabei zu- 

nächst wie unter a) die verschiedenen Teile 04, AB, ... der Ab- 
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scissenaxe zu unterscheiden und dementsprechend verschiedene Dar- 
stellungen für S zu berechnen, je nachdem r liegt zwischen O0 und 
T, ZWischen t{ und r}' etc. Indessen wurde bereits pag. 881 be- 
tont, daf für die Berechnung von À diese Unterscheidung über- 
flüssig ist und daf man bereits unter dem Integralzeichen r — a 
setzen darf. Thun wir dieses, so fallen in Fig. 3 die Punkte 
À, B, R, T unter sich zusammen und wir haben nur die drei Fälle 
O<r<7T, T'<r<7r", 7’<rt<c zu unterscheinen, unter t', r” 
die in 2) definirten Zeitpunkte verstanden, die für r — a aus t! 
und 7,’ hervorgehen. Nach der Fig. wird nun, wenn wir auch in 
den Ausdrücken von S und (c) nunmebr r durch «a ersetzen: 


a+Toi T° 
Vin TR 
für O<r< 7. se sf CR ln ce ; 
Der a+ Ty 
à ere = Ef ar = 
x 2(a° A rie pd D, Tec 
) 


16 8a T 
Murhesnesooi. 9110; 


Geht man von S zu ty — TS/T*° über, so erhält man die be- 
reits pag. 382 angegebenen Werte. 

d) Von dem in 59) definirten Vektor ry spalten wir den Faktor 
9T/aT* ab und betrachten: 


- k 
Sin GS — AS COS AS , . À ds 
S — l ——— (sin sT —5sTcos sT)sin CST —-, 

À as S 


wo in der |} der pag. 383 angegebene Ausdruck steht. Wir leiten 
S aus dem Integral (d) des $ 8 ab und setzen zu dem Zwecke 


dort: æ = 5, y = 2 —= a, { — Ô (gleich einer neuen Integrations- 
variabeln). Bilden wir zunächst eine HülfsgrüBe : 


ON Lu ju sin AS — as COS a ds 
(D) = CL mAh} [yes —— Sinsisincst-s, 


so erkennen wir leicht, daB 
T 
Su 1) (D)u du. 
0 


Nun ergiebt sich aus der früheren Wertbestimmung von (d) 


für y = 2: = a und für £é — Ô: 
mbrsf3tmn(asd)(@ur8)| 
(d) — re or . wenn À < 2a 
(d) = 0.. wenn à > Zu. 
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Hieraus folgt der Wert von (D). Schreiben wir abkürzend: 
ei EE a—d) (Sa +56) ; x” 4x 2x 8a 
so QR-F-eR ne 


CM0r Ja darts 
so wird: 


für ou da... (D) = 2 [7-5 CEE HO) à9 
= 25 (er +0) — g (cru), 


0° 8 
, cT—u<2a<cr+u..(D) = af” se set) db 


=. Fo 5 g(cr —u), 
» 2a<c—u...(D) = 0. 
Hierfür kônnen wir kürzer schreiben: 
(D) = (2,)—(2,) 
(D,) = 5 g(cr+u)oder (D,) = 0, je nachdem ct + uw < 2a oder > 2a, 


(D) = 25 9(cr—u) p'(D)= Ones crea St. 
Dementsprechend werden wir auch setzen: 
T T 
S= 8-5, 8, = [ (pu, 8, = [(Dpudu 
0 


Fübren wir nun in S, bez. $, statt # die neue Variable: 
v = cr+u bez. v = cr—u 
ein, so wird: 


D 32 [9 O6 — cr)de, De 35 J 9) (— cr) de. 


Die Integration in $S, ist zu erstrecken von v = ct bis 
o — cr+T, falls c+T<2a, sonst von v — cr bis v — 2a. 
Dies entspricht gerade dem Teile OAC des in Fig. 4 schraffirten 
Gebietes. Andrerseits ist die Integration in S, zu erstrecken von 
v = ct bis v = cr—T, falls cr <2a und also auch v — cr —u <2a, 
im anderen Falle von v = 2a bis v — cr—T. Diese Integrations- 
vorschrift entspricht gerade dem Teile OCB des in Fig. 4 schraf- 
firten Gebietes, wobei aber die Integration im Sinne der abnehmen- 
den Ordinaten v, von dem oberen Rande OCB nach dem unteren 
OB hin zu erstrecken ist. Die Differenz S,—$S, — S wird daher 
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gefunden, indem wir das Integral 
[9 (v)(v — cr) dx 

in Fig. 4 bei jedem Werte von cr über den zur Abscisse cr ge- 
hôürigen senkrechten Durchschnitt durch das schraffirte Gebiet im 
Sinne der wachsenden v erstrecken. 

Daraus ergiebt sich unmittelbar die folgende Wertbestimmung 
von S, welche mit den pag. 383 für ry gemachten Angaben überein- 
stimmt: Es sei 


GET dec u 
@ = fr06-m)4: 
dann gilt: 
fir0<rer...S = S(G(r+T)-G(er— T)) 


! ! T 
TETE T D —= — 35 G(c— T) 


ù Me TOO D ei. 

e) Wir wollen jetzt die beschränkende Bedingung T cr fallen 
lassen, welche stets erfüllt war, wenn keine Ueberlichtgeschwindig- 
keiten vorkommen. Demgegenüber kann jetzt T ganz beliebig sein, 
so daB wir weder Ueberlichtgeschwindigkeit noch einen Durchgang 
durch die Lichtgeschwindigkeit ausschliefen. 

Obne irgend welche Umstände ist dies bei den Betrachtungen 
unter a) und b) môglich. Wir bemerken, daB in den dortigen 
beiden Integralen S die Grôfen T und cr symmetrisch vorkommen 
und daf eine Unsymmetrie zwischen T und cr in den Endwerten 
von S nur dadurch zu Stande kommen konnte, daB wir unter a) 
und b) mit der Voraussetzung T'< cr operirten. Indem wir nun die 
GrôBen T7 und cr mit einander vertauschen, geht die bisherige 
Voraussetzung T<cr in ihr Gegenteil über. Die zugehôrigen 
Endwerte von S müssen dann ebenfalls durch Vertauschung von 
T und cr aus den früheren hervorgehen. 

Wir schreiben das Ergebnis mit Benutzung des Zeichens | | 
des absoluten Betrages sogleich so, daB es auch den früheren Fall 
T<ct mit umfafit; dabei ist dieses Zeichen nicht nur in den 
Werten von S selbst, sondern auch in den Definitionsgleichungen 
r’,t!' etc. zu verwenden. Das Ergebnis lautet bei dem unter a) 
betrachteten Integral S: 
| für O<r<s! wird S — 0, 


MH 1e DEEE S = (+ T+a—r), 


Or Te Ti S= E(r+T—ler-Tl), 


KgL Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1904. Hoft 6. 29 
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Ie ere 0 Die SG+r— ler T\), 
NTI ee 00 MOIS ter; 
Die Bedeutung der Grenzwerte t!,... ist dabei allgemein aus 
den folgenden Gleichungen zu entnehmen: 
The. ŒHF =r—-a, 
ti')...[c—T| = r—a, 
ti)... C+T = r+a, 
ti)... [cc —T| = r+a. 
Entsprechend modificirt sich das Resultat unter b). Es gilt 
allgemein: 


für O<r<r...S = 2 ff@r+ T)—fller — Ti}, 


! " 7 
OT tt ,.: 0 2 — 238 /(er — Ti), 


s ArTiesr 00 ans 0;: 
dabei bestimmen sich r', r' aus den Gleichungen: 
z')...cr+T = 20, 1)...|er—T| = 2a. 

Noch sei hervorgehoben, obwobl es für das Folgende belanglos 
ist, daf sowobhl bei Unter- wie bei Ueberlichtgeschwindigkeit mehrere 
Wurzeln der die Grenzen +’, v”, t!,... definirenden Gleichungen 
vorkommen kôünnen, falls die Bewegung sehr schnell veränderlich 
ist. Man erkennt aus den Figuren dieses Paragraphen leicht, daf 
dann bei der Wertbestimmung von S weitere Intervalle der Va- 
riabeln cr zu unterscheiden und bei der Berechnung von % weitere 
Integrale zwischen den Wurzeln der genannten Gleichungen hin- 
zuzufügen sind. 


$ 15. Geradlinige Bewegung im Allgemeinen. Stationüre Bewegung 
bei Unter- und Ueberlichtgeschwindigkeit. 

Wir wollen hier die beträchtlichen Vereinfachungen zusammen- 
stellen, die an den allgemeinen Formeln anzubringen sind, wenn die 
Bewegung im Besonderen geradlinig erfolgt. Da hierbei b, b,_, und 
ÆZ die unveränderliche Richtung der Bewegung haben, so fällt nach 
(54) und (54) auch % in diese Richtung. Indem wir dieses im 
Gedächtnis behalten, künnen wir v und 7' statt b und ® schreiben. 
Während man bei allgemeiner Bewegung hat 

oT he (v,) — (Tv, _.) oT _ Tv, _,) 
ORDER Ter TE im TR 
OT. ‘OT =" A(Rb) 
06 "Or MR 
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dürfen wir bei geradliniger Bewegung einfacher setzen: 


A: ra ep ren EL 
ot FE t V4) ôt Avi) te RC 


a) Oberflächenladung. Unter dem Integralzeichen in 
G1. (54) kônnen wir nun schreiben: 


0: b,. 


Es. rs 


Hier hebt sich das letzte Glied der rechten Seite gegen das 
in (b4) enthaltene, bei geradliniger Bewegung gleichlautende Glied: 


T De Ver TT 
— (0,4) 75 = ÉÉTrS . 


Unser Integral wird daher: 


7" cr — 2a je à v 
2 t—T 
an TN JOUE TT 


Der zweite Bestandteil läft sich durch partielle Integration 
umformen, wobei zu beachten ist, daB nach (52) 


ct ne ct' — 2a 


und daB nach Obigem 


es FE sich: 


ne 
Be fi (cr — 2a) = ee POI LD Cl Tr 


Fassen wir alles zusammen, so kônnen wir statt (54) bei 
geradliniger Bewegung schreiben: 


— 16 xa° c° c+v, c+v, T' 
64) Cu FT = — Fe log y: +10 ns | 
2c fs ct — 2a 
LS C £ T° dt 


b) Volumladung. An Stelle von (63) benutzen wir hier 
zur Vereinfachung die folgende Gleichung, die sich aus den am 
Anfange dieses Paragraphen angegebenen Beziehungen für d7T/ot 
und ÔT/ôr leicht beweisen läBt: 

GANT CUS Qi mano PF 
63) ot T PR PONT D QE A t—T TT 
26 29* 
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dabei ist in dem letzten Gliede das obere oder untere Vorzeichen 
zu nehmen, je nachdem das Argument von f gleich cr+ T, oder 
gleich cr — T bez., wie wir der Allgemeinheit wegen lieber sagen 
wollen, gleich | cr — T| ist. 

Setzen wir dies in die allgemeingültige Gl. (62) ein, so hebt 
sich das erste Glied der rechten die von (63') gegen das in (62) 
vorkommende Glied: 

On = ou 


In dem zweiten Gliede der rechten Seite von (63) läBt sich 
die Integration nach + ausführen. Dasselbe liefert zu % die folgen- 
den Beiträge : 


! 


Ar f(er+ T) il d  flez-T) 
- Te gp + Lt RE ne dr 


Pen Rs ETS 


0 


An der oberen Grenze r” und sr’ wird das Argument von f in 
beiden Teilen dieses Ausdrucks gleich 2a (Gl1. (62')) und es ist 
f(a) nach der Definition von f in $ 146) gleich Null. An der un- 
teren Grenze O wird jeder der beiden Teile wegen des Nenners 
T unendlich gro, aber in solcher Weise, daB ihre Differenz ver- 
schwindet (man vgl. die Bedeutung von f(x) in $ 14 b) und berück- 
sichtige insbesondere, dafi das Glied mit der ersten Potenz von x 
in f fehlt). Somit liefert das zweite Glied der rechten Seite von 
(63') keinen Beitrag zu %, wenn wir, wie es durch die Schluf- 
bemerkung zu $ 11 vorgeschrieben wurde, die beiden genannten 
Teile richtig zusammenfassen. 

Das dritte Glied in (63) vereinigen wir mit dem Gliede 


CS NE 
CTRROISI ENT OT TE 
in G1. (62) und erhalten nach Division mit e: 


2x a“ Ô TL 
64) = f' he pe ne ) pa ler+ D)} dr 


Srfe ne Pa x fer — TU} de 


Wir machen eine Anwendung dieser Formeln auf den ein- 
fachsten Fall der stationären Bewegung. Hier ist 
2 4 
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= 0, = 0, T = ur, 
es 2a ee 2a j eaU n + 2av 
c+v ? le— |’ c+v’ lc—v|" 


Bei Oberflächenladung müssen wir uns nach 8 18 auf Unter- 
lichtgeschwindigkeit beschränken; bei Volumladung werden wir 
dagegen die stationäre Bewegung mit Unter- und Ueberlichtge- 
schwindigkeit gesondert zu untersuchen haben. 

c) Oberflächenladung, Unterlichtgeschwindig- 
keit. Von den vier Termen der rechten Seite von (64) ver- 
schwindet der zweite; der vierte ergiebt: 


Pan Lost Sue 7 7 


Ÿ T Ÿ T T 


c T’ ee fe r)=< pue 2c 


er hebt sich also gegen den ersten und dritten Term in (64) und 
es ergiebt sich % — 0, d. h. das wohlbekannte Resultat: die 
stationäre Translationistbei Unterlichtgeschwin- 
digkeit eine môgliche kräftefreie Bewegung des 
Elektrons. 

d) Volumladung, Unterlichtgeschwindigkeit. Wie 
mehrfach hervorgehoben, sind die beiden Integrationen in (64') zu- 
sammenzufassen, da jede von ihnen bei r — 0 divergiren würde. 
Wollen wir sie gesondert ausführen, was hier bequemer ist, so 
müssen wir von f den für r — O nicht verschwindenden Teil ab- 
spalten. Wir setzen etwa (vgl. Gl. (51')): 

3 
fa) = — D at+a pla), pe) = 202 + 3 


Der constante Teil von f giebt folgenden Beitrag zur rechten 
Seite von (64'): 


Ba, je HU) Pre 
LUE Ju TT RE v FFT ES TIU 


Sodann führen wir in dem ersten bezw. zweiten Integral von 
(64’) als neue Integrationsvariable ein: 


x = c+lT = (c+v)r bez. à — cr — T = (c—v)r. 


Beide Variable x laufen dann nach Definition der Grenzen 
r',1'! von O bis 2a und es wird im ersten Integral: 
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Of{crreT) = dp(x) __ dx 
Re te NE dx Éd c+v’ 
im zweiten Integral: 
Of(cr— T æ dx 
ie 1e —Qrp(x)— a TT ee , =. 


Der variable Teil von f liefert daher zur rechten Seite von 
(64) den Beitrag: 


be [ere + 52 CCC dx 
: hs rw+2$ D) de + € Heu p(x) dx 


Ÿ 
- ÊRE rtw+e:@)a — Hrofs œ(a) dx 
Ù Jo Ù J0 
2c [244 SE c 
=) roles ee = sie 


Dieser Beïitrag hebt sich gegen denjenigen des constanten 
Teiles von f. Wir haben also wieder % — 0 und das unter c) aus- 
gesprochene Resultat. 

e) Volumladung, Ueberlichtgeschwindigkeit. Der 
constante Teil von f liefert mit Rücksicht auf die veränderte Be- 


deutung von rt” = 2a/(v — c) zur rechten Seite von (64') den Beitrag: 
8 &c fT'dr 6 de 
_— — — = ———( 
HD. ds s pe Ce 


Was den variabeln Teil betrifit, so setzen wir in dem ersten 
bezw. zweiten Integral von (64): 


æ = cœ+T = (c+v)r bez. x = |er— T| = T—cer = (v—c)r, 


so daB beide Variable x wieder von O bis 2a laufen. Man hat nun 
im ersten Integral wie unter d): 


Of(E+T) . : dy (x) h dE 
ST = 22xp(x)+x ÉP UEs en 
im zweiten Integral im Gegensatz zu d): 
Af(T— cr) à dy (x) M qdx 
Im — 2xp(rx)+x à NAT  — 


Der Beitrag des variabeln Teiles von f lautet daher: 


zur Elektronentheorie. 401 


c+v dp c(c+v) f?a 
: [er Le pe Jo 


c—v f?a dp c(v—c) f?a 
ES J Eereajer Se [ par 


der Unterschied gegen die entsprechende Gleichung unter d) be- 
steht darin, da die zweite Zeile das umgekehrte Vorzeichen hat, 
wie dort. Wir erhalten von hieraus für den fraglichen Beitrag 


weiter : 
2[ Rp+29 ee f Fr 
0 


s(1- 5) f” pdr+ #f"3 + (ap} dr 


oder mit Rücksicht auf die Bedeutung von y: 
22 D 
1 a (1 — 2 + # a, 


Fügen wir den Beitrag des constanten Teiles von f hinzu, 50 
wird nach GL. (64): 


32x a (a 
LS EF 8 = 6 (1), 
mn 9e* e 
id. = mgeel-s). 


Die gleichfôrmige Bewegung mit Ueberlichtge- 
schwindigkeit ist keine môgliche kräftefreie Bewe- 
gung des Elektrons. Es mu vielmehr nach Gl. (45') eine 
äufere Kraft 3. zur Verfügung stehn, welche % das Gleichgewicht 
hält, wenn anders die gleichfürmige Bewegung mit Ueberlicht- 
geschwindigkeit Bestand haben soll. Da 3 +3, — 0 sein soll, so 
wird %, — —% ebenfalls durch (65) bestimmt. 

Der Richtung nach fällt diese äufere Kraft in die Trans- 
lationsrichtung des Elektrons. Was ihre GrôBe betrifft, so be- 
merken wir, daB sich 
dieselbe für v = c ste- 
tig an den bei Unter- 

lichtgeschwindigkeit 
geltenden Wert % = 0 
anschlieft, (vgl. Fig. b), 
und daf sie sich mit 

wachsendem v dem 


26 
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Werte 
guet 


4 4x 
asymptotisch annähert. Letztere GrôBe ist gleich der elektrostati- 
schen Coulomb’schen AbstoBung zweier im Abstande a befindlicher 
Punktladungen von dem Betrage 36/2. 


8 16. Quasistationäre geradlinige Bewegung, elektromagnetische Masse. 


Unter quasistationärer Bewegung versteht man eine solche, 
die sich von der stationären nur wenig unterscheidet. Wir haben 
zunächst diese allgemeine Aussage für den Fall der geradlinigen 
quasistationären Bewegung zu verschärfen. 

Bedeuten v und p ohne Index die Geschwindigkeit und Be- 
schleunigung zur Zeit t, so wird für eine frühere Zeit é—v: 


66) Vs = V—pT+..: 


Wir nehmen nun an, daB schon das Glied pr und um so mehr 
die nicht hingeschriebenen, mit den Differentialquotienten von p 
behafteten Glieder klein gegen v sind für alle in Betracht kommen- 
den Werte der Integrationsvariabeln r. Indem wir auf den grôBten 


Wert r” von t achten und für diesen in erster Näherung den bei 
der stationären Bewegung gültigen Wert Er einsetzen, präci-. 
siren wir unsere Voraussetzung 50: 

2ap 


ST) klein gegen v 


oder 
_. klein gegen rl 
Je mehr sich also v der Lichtgeschwindigkeit nähert, um so 
mehr ist die Grôüfie von p zu beschränken, damit die Bewegung 
noch als quasistationär behandelt werden kann. Wenn » beträcht- 
Bch von c verschieden ist, z. B. v — c/2, so genügt es, daf 


2ap 
v? 
Es bedeutet aber 2a/v die Zeit, während welcher das Elektron 
mit der Geschwindigkeit v um seinen Durchmesser fortrückt und 
daher 2uyfv — Av die Geschwindigkeitsänderung während dieser 
Zeit. Unsere vorstehende Bedingung verlangt also, wenn v wesent- 
lich von c verschieden ist, lediglich 


klein gegen 1. 


26* Av klein gegen v. 


zur Elektronentheorie. 403 


Der Begriff der quasistationären Bewegung ist hiernach ein 
sehr weiter; er umfaft, wenn v nicht nahezu gleich c ist, alle 
Fälle von nicht extravaganter Beschleunigung. 

Wir berechnen nun: 


t 
PRE 1 pt 
66’) T= | du = vbs, = (1+4) 
At Aa € 2v 
und bestimmen die Grenzen t',r" unter der Voraussetzung v < c 
aus den Gleichungen : 


ct! + vtr! — Se" — 24,  ct'—v1"+ 5 t'=— 20, 


aus welchen sich in erster Näherung die bei stationärer Bewegung 
gültigen Werte: 
: 2a 2 2a ; 2av , 2av 


ils oh dr SE Le oi 


ergeben; indem wir diese in das mit p behaftete kleine !) Glied der 
vorstehenden Gleichungen einsetzen, finden wir leicht in zweïter 
Näherung: 


 "M-20 ap 0190 "Sr CD É 
68) + = +): = + (1 a 


Die entsprechenden Werte von T'sind 7'—2a—cr', T"——2a+cx",d.h.: 


Ve pou acp ve 2m acp 
68) T'— te reout T" = ef ). 


Bei Ueberlichtgeschwindigkeit v = c sind, während z' und 7" 
ersichtlich die vorstehenden Werte behalten, r’ und 7” folgender- 
mafen zu bestimmen: 


1/4 [4 Es, 2a ap {1 2 2av ( acp | 
°) Es er oorcen DR rc) 


Zur Abkürzung der Formeln führen wir die beiden dimen- 
sionslosen Zahlen ein: 


69) B==, = 


2a 


du 


1) Damit das genannte Glied in der Gleichung für s'! thatsächlich relativ 
klein sei gegen dic anderen Glieder der linken Seite, müssen wir allgemein ver- 
langen : 


 n\s 
_ t'! klein gegen c — v oder _ klein gegen ( -: 2); 


hierdurch wird unsere ursprüngliche Forderung, in ihrer Anwendung auf die 
Umgebung der Lichtgeschwindigkeit, noch weiter verschärft. 
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a) Oberflächenladung, Unterlichtgeschwindigkeit. 
Auf der rechten Seite von (64) lauten die drei ersten Terme, in 
den Abkürzungen 8 und y geschrieben: 

1+8 y Ÿ 2 
dre lo (1- a) -L br) à 
pipe a+) EU map)" 
oder, sofern y als Fa GrôBe behandelt wird: 
1 1+8 2 
70 TT Der Te lo CE 
VET Nr EN SCT LEE 


Der vierte Term von (64) wird wegen (66°): 


EE r 
Pa. Venice v 
Maultipliciren wir aus, so dürfen wir in den mit p behafteten 
kleinen Gliedern für r', r” die ersten Näherungen (67) einsetzen. 
Wir erhalten s0: 
2 1 1+8 
70’ dé EE. Lt ) | 
) PUF p ET-P 
Dagegen müssen wir in den von p freien Gliedern genauer 
rechnen und die zweïiten Näherungen (68) benutzen. Hieraus 
entspringt : 


, 1 OtFB y(rp) 
a) foslté 204 hs.) 
pers Gp C8 5) 
Wie man sieht, ist (70”) mit (70) entgegengesetzt gleich. Es 
bleibt daher auf der rechten Seite von (64) nur der Ausdruck (70') 
übrig und man erhält: 


_ 167a* D RAT LL 
a pu plié) 
oder 

ë D Th 
a 8 = pe (upper 6)r. 


Den Faktor von p in dieser Gleichung nennen wir mit Lorentz 
elektromagnetische Masse oder mit Abraham specieller longitudi- 
nale elektromagnetische Masse. Er beträgt: 


€ 1 1+6\ 

Bx ac (a pli, 
Der Sinn dieser Bezeichnung ergiebt sich unmittelbar daraus, 
daB unsere quasistationäre Bewegung keine môgliche kräftefreie 
Bewegang ist, weil bei ibr nicht % = 0 ist, daB sie vielmehr eine 


711 u = 
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äufere Kraft %. erfordert, von solcher GrüBe, daf 


+8. — 0 oder 3. = —-5 = up. 

Bei quasistationärer Bewegung gilt also, wie in der gewühn- 
lichen Mechanik, Proportionalität zwischen Kraft und 
Beschleunigung. Es liegt aber auf der Hand, daB diese Pro- 
portionalität nur eine näherungsweiïse, durch Vernachlässigung der 
hôheren Potenzen und Differentialquotienten von p hervorgerufene 
ist. Auch das Unendlichwerden von uw für 8 — 1 ist nur durch 
diese Vernachlässigung verschuldet (vgl. hierzu $ 17); überhaupt 
ist die Anwendung unserer Formeln auf die Umgebung von B = 1 
unerlaubt, weil wir der zu Anfang dieses Paragraphen oder der in 
der Anm. zu pg.403 ausgesprochenen Bedingung der quasistationären 
Bewegung in der unmittelbaren Nähe von 8 — 1 durch keinen 
noch so kleinen Wert von y genügen kôünnen. 

b) Volumladung, Unterlichtgeschwindigkeit. Wir 
haben die rechte Seite von (64') für die bei quasistationärer Be- 
wegung gültigen Werte von v, T...auszurechnen. Wie im vorigen 
Paragraphen spalten wir von f den constanten Teil àb und setzen: 


f(x) = ÈE +zx@(x). Der constante Teil liefert dann zur 


rechten a von (64) den Beitrag (vgl. (66’)): 


BR 'Édilenesiac #)S 
ss AE ND 0 IAE a 


Indem wir in dem mit p behafteten Gliede die Werte (67) 
für z',t'', in dem von p freien Gliede die genaueren Werte (68) 
benutzen, entsteht: 


79) 


4 ac Flog +6) 


RC ETS 
Wir berechnen darauf das erste AR der rechten Seite 
von (64') für den variabeln Teil von f. Führen wir als neue Inte- 
grâtionsvariable ein x = cr+ 7, so finden wir mit Rücksicht 
auf (66) und (66’), indem wir fortgesetzt die mit p behafteten 
Glieder als kleine GrôBen behandeln: 


ES ee (1+ pt }, He = D px ae) 


U c+v LE à LUE 0 OL 20 (c+v)/ 
CN Lee) pczx ôf(er+ T) 149. 
ITA ul D meill als ER fard 


anser erstes Integral wird daher: 
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ef (re no )(e+ Ja 


ne [+ TL Le 


In entsprechender Weise behandelt, giebt das zweite Integral 
der rechten Seite von (64) mit x = cr — T: 


c—v f?a pex dp 
LT J (tr) Cote) de 


-<62 [° He )oæ. 


Indem wir die Differenz beider bilden, sondern wir die von 
p freien Glieder von den mit p behafteten und erhalten: 


2c fa dy pe _ , dp 
o J), (ete )etnts f (ro +e Je 


RS 2a E pc 2 $a 
E: [rpk + v? (c?— v°) [x ph ? 


72") 


72) 


d. h.: 


73) Sac 8 cp 


5 v FE ve v)" 


Das erste dieser Glieder hebt sich gegen das erste Glied von 
(72), wie es zu erwarten war, weil % mit verschwindendem p 
selbst verschwinden muB. Führen wir im zweiten dieser Glieder 
die Abkürzungen 8 und y ein, so ergiebt sich als Summe von 
(72) und (73): 

ë ar 2 1 Fe 1 56) 
FA-F) À P1-6 
und es folgt aus eu 


ds ë 2 1+8 
1e) +6 : 8xac* Gus B) AC er 5)? 


Dieser Wert, sowie der für die elektromagnetische Masse 
daraus folgende unterscheidet sich nur durch den Faktor 6/5 von 
von dem für Oberflächenladung gefundenen, Gl1. (71) und (71). 
Unser Resultat stimmt sowohl bei Oberflächen- wie bei Volum- 
ladung mit dem Abraham'’schen überein; der Unterschied in den 
Zahlenfaktoren rührt lediglich von der anderen Wabhl der Einheit 
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für e her (hier elektrostatische, sog. rationelle Einheit, dort elektro- 
magnetische, conventionelle Einheit). 

c) Volumladung, Ueberlichtgeschwindigkeit. Wir 
gehen auch jetzt von Gl. (64”) aus und zerlegen f in seinen con- 
stanten und seinen variabeln Teil. Der Beitrag des constanten 
Teiles berechnet sich ähnlich wie in (72), nur ist dabei die abge- 
änderte Bedeutung von rt” (Gl. (68”)) zu beachten. Man erhält: 


4 à YasB + +) 
lo à 
Br P-I TR FBI 
Der Beitrag des variabeln Teils von f im ersten Integral der Gi. 
(64”) ist nach wie vor durch (72’) gegeben; statt (72”) aber er- 


75) + 42 


halten wir, indem wir die Integrationsvariable x — T— cr ein- 
fübhren : 
c—v f?a pe dp 
v 1} Gr) (20 +20) de 
75') : 


# CE ‘(142 GE Jrad. 


Die Differenz von (72”) und (75”) wird nun: 
201 pe dp 
2 (Rr+ AL Times RE (p+a ne AL 
2a c 2a pc , 2a 
e 2 |) af) f Le, [2 el | 


also wegen der Bedeutung von bei Benutzung der Abkürzungen 
B und y: 


{ LP al y 
A Fee (+r rer) 


Indem wir den Beitrag (75) des constanten Gliedes von f 
hinzufügen, erhalten wir aus (64'): 
— 1 
77 -% 86° É p-1 2y PDA ) 


7 40xa D OP PET PE PE 
Hier ist die zur Unterhaltung der quasistationären Bewegung 
erforderliche Kraft %, — —% natürlich nicht mit der Beschleuni- 
gung p bez. mit y proportional, weil schon die stationäre Bewe- 
gang bei Ueberlichtgeschwindigkeit Kraftaufwand  erfordert. 
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Spaltet man %, in einen von der Beschleunigung unabhängigen 
Teil %, und einen derselben proportionalen Teil %,, so wird 


9% p°— 
BG — Jre p. 
selbstverständlich mit der in $ 15 ) gefundenen Kraft identisch. 
Andrerseits ergiebt sich 


enr 2 B+1 
78) d: Bb 8rac Een nf sl = )r. 


Das negative Vorzeichen in (78) di es mit sich, daB der 
zur Beschleunigung p gehôrige Bestandteil %, der Kraft dieser 
Beschleunigung entgegen gerichtet ist und da, was die Gesammt- 
kraft %, betrifft, zur Aufrechterhaltung einer ver- 
zügerten Bewegung eine grôBere Kraft gehôrt wie 
zur Aufrechterhaltung einer beschleunigten! 

In der Ausdrucksweiïse der gewôhnlichen Mechanik kônnte man 
sagen: %, wird zur Ueberwindung einer dissipirenden Wirkung 
(nämlich der Ausstrablung), %, zur Ueberwindung einer gewissen 
Trägheitswirkung benôtigt. Wollte man auch zu dieser Trägheits- 
wirkung eine scheinbare Masse u — %,/p hinzudefiniren, so würde 
dieselbe negativ ausfallen! 

Es liegt nahe, im AnschluB an Gl. (77) nach einer môglichen 
kräftefreien, quasibeschleunigten Bewegung mit Ueberlichtge- 
schwindigkeit zu fragen, indem man % — 0 setzt und daraus den 
Wert von y entnimmt, z. B. in der Form: 

B 2 {_28" da pr 
FD) L=Hp-Dtr1"5 1) 


Man kônnte hiernach zu jedem Geschwindigkeitsverhältnis B 
das Beschleunigungsverhältnis y bestimmen und vweiterhin den 
Ablauf der kräftefreien Bewegung durch Integration finden. In- 
dessen zeigt sich, daB die vorstehende Gleichung mit der am An- 
fang dieses $ entwickelten Grundbedingung quasistationärer Be- 
wegungen im Allgemeinen unverträglich ist, da sie ganz enorme 
Beschleunigungen zur Folge haben würde. Wir forderten dort: 


2 ap 


: c—v 
a. klein gegen Kreh, 


d. h. bei Ueberlichtgeschwindigkeit 


a klein gegen ee oder . gro gegen 


B 
p-1 
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Bei groBem 8 müfte also bei einer als quasistationär zu be- 
handelnden Bewegung B°*/y groB gegen 1 sein, während sich nach 
(78) B’/y mit wachsendem 8 der Null nähert. Auch schon für 
kleine 8 (8 — 2 oder 3) widerspricht, wie man leicht zahlenmäBig 
nachrechnet, Gl. (78') der eben aufgestellten Forderung und wird 
erst für solche Werte von B, die der Einheit ziemlich nahe liegen, 
mit jener verträglich, widerspricht dann aber immer noch der ver- 
schärften Forderung aus Anm. 1 pag. 403. Die durch (78') gegebene 
Bewegung liegt daher durchweg auBerhalb des Gültigkeitsbereiches 
der Formel (77), aus der wir sie ableiteten, und hat somit keinen 
Anspruch auf Glaubwürdigkeit. 

Die Frage nach der (oder richtiger nach einer) kräftefreien 
Bewegung mit Ueberlichtgeschwindigkeit scheint ebenso schwierig 
zu sein, wie sie mit Rücksicht auf die Theorie der y-Strahlen des 
Radiums dringlich ist. Nach dem Vorangehenden scheint es bis 
zu einem gewissen Grade wahrscheinlich, da diese Bewegung eine 
sebr rasch sich selbst beschleunigende ist. 


$ 17. Gleichformig beschleunigte Bewegung. 


Zur richtigen Beurteilung des Begriffes ,elektromagnetische 
Mafe“ ist es gut, neben der quasi-beschleunigten auch eine wirk- 
lich beschleunigte Bewegung zu betrachten. Wir beschränken uns 
dabei auf Oberflächenladung und Unterlichtgeschwin- 
digkeit und setzen die Bewegung als gleichfôrmig beschleunigt 
voraus (» constant, aber der GrôBe nach nicht beschränkt). Die 
G1. (66) und (66’) für »,, und 7 gelten dann in Strenge; die dort 
vorkommende GrôBe v = v, ist linear von { abhängig, aber von 
z unabhängig, während p nach Voraussetzung sowohl von ft als 
von tr unabhängig ist. Was 1/7* betrifft, so verzichten wir auf 
die Potenzentwicklung nach +, da wir p nicht mehr als klein vor- 
aussetzen. Vielmehr wollen wir 1/7° in Partialbrüche zerlegen: 


5 1 1 
TE ur" pt ] 


ei 


Hiernach ist das Integral in (64) leicht auszuführen. Wir 
schreiben, indem wir die den vier vorstehenden Partialbrüchen ent- 
sprechenden Glieder mit I, Il, II1, IV bezeichnen 
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ic V cv T 
TE (-#i-2) & 2 14 (2-2) Va 
= c n) re a) à) É 
| gs 
RE An EPS) e 2v 
_ (z"— 7!) — 2(1- 2) 10 ; 
2v 


ee 
- 2v ap 1 1 
= log A -?) ne) 
2v 2 2v 


Wir führen die Abkürzungen 8 und y (G1. (68)) ein und be- 
rücksichtigen, daf 


el ut Cv LR Prange) PA 28 0 
1 + 1" A T'=vr (1 -)s 


dann kônnen wir folgendermaBen zusammenfassen : 


2a {1 _ Le 


y \[vT Zvr\. 
4-55) 

nach (64) wird Paaé à 
LR 


2e LA Tr: 20624 Pal 
nr er Ce 


TT 02 cc" oc 
+0 B-n7 x" VU + _ (Gr Gus Gr) 
Dabei sind die GrôBen r’,v”, 7”, T” als Wurzeln der folgenden 
Gleichungen bestimmt: 


79) 
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(c+v)r! £ = 20, Ti 2 07, 


(c—v)r" + S 7" 


= 2a, T"—= cr'— 24. 

Durch Auflüsung derselben erhält man, indem nur die posi- 
tiven Wurzeln in Betracht kommen (bei r' nur die kleinere der 
beiden positiven Wurzeln vgl. hierzu die Anm. zu pag. 414): 


(a 


= 0+8( Vin ay). 


(a 


= api) 
DD et 1+Vi- TE a) 


= £- p(r eo 14 Vin pr 


Ist nun y klein gegen 1—$, was im wesentlichen der Be- 
dingung des quasistationären Zustandes (vgl. den Anfang von 8 16) 
entspricht, so kann man die sämtlichen vier vorstehenden GrôüBen 
nach Potenzen von y entwickeln und hôühere Potenzen von y ver- 
nachlässigen. Trägt man diese Entwickelungen in (79) ein, so er- 
giebt sich Proportionalität zwischen % und y bez. % und » und 
der Faktor von p wird mit der elektromagnetischen Mafe (G1. (71') 
identisch. Insoweit stimmt also die quasibeschleunigte Bewegung 
mit der wirklich beschleunigten hinreichend genau überein. 

Dies trifit aber alles nicht mehr zu in derjenigen Umgebung 
der Lichtgeschwindigkeit, in der das ein für allemal gegebene y 
nicht mehr klein ist gegen 1-8. Insbesondere wollen wir für die 
Stelle B — 1 die Abhängigkeit der Kraft % von y bestimmen. 
Natürlich setzen wir nach der Bedeutung von y immer noch y als 
klein gegen 1 voraus. 

Aus (79') folgt nun zunächst für 8 — 


= (VI) = fée) e 2 sv 


, ! (a Ga 
me (RE -), LD ere?) 


79) 


p \2 
und, wenn wir in (79) eintragen: 
LIT ARE AT AN ENR 
80) —$ — Axa (VE +08 L + } 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-pbys. Klasse. 1904. Heft 5. 30 


412 A. Sommerfeld, 


Beim Durchgange durch die Lichtgeschwindigkeit ist also % 
nicht mebr mit der ersten Potenz von y (oder p), sondern 
bei kleinem y annähernd mit der Quadratwurzel propor- 
tional. Wollen wir auch hier eine elektromagnetische MaBe y 
definiren, indem wir das Verhältnis — %/p — uw setzen, so ergiebt 
sich: 

ë VE Yi? 
sh) = (VE tes +") 

Beigleichfôrmigbeschleunigter Bewegung wird 
also für die Lichtgeschwindigkeit selbst (und ebenso 
in der Nähe der Lichtgeschwindigkeit) die MaBeeineFunktion 
der inyenthaltenen Beschleunigung. (Bei ungleichfôrmig 
beschleunigter Bewegung würden auch die Differentialquotienten der 
Beschleunigung in den Ausdruck der MaBe eingehn). 

Wir heben noch hervor, daB unsere Formeln (80) und (80) 
einen endlichen Wert für Kraft und Mae ergeben. Das Unendlich- 
Werden dieser Grôfen für 8 — 1 im Falle der quasistationären 
Bewegung rübrt lediglich daher, daB wir dort eine Entwickelung 
nach ganzen Potenzen von y vorgenommen hatten, die im Falle 
B = 1 unzulässig und durch eine solche nach gebrochenen Po- 
tenzen zu ersetzen ist. Auch diese Betrachtungen zeigen, was 
bereits in $ 13 allgemein ausgesprochen wurde, daB es môüglich 
ist, ein Elektron mit endlichem Arbeitsaufwand bis auf die Licht- 
geschwindigkeit zu beschleunigen!). Bei Volumladung, auf welchen 
Fall sich die vorangehenden Betrachtungen allerdings nicht un- 
mittelbar beziehen, ist es sogar nach den allgemeinen Ueber- 
legungen des $ 13 môglich, das Elektron beliebig weit über die 
Lichtgeschwindigkeit hinaus zu beschleunigen. 

Wir haben schlieflich noch Fig. 6?) zu erläutern. In dieser 
ist als Abscisse das Geschwindigkeïtsverhältnis 8 aufgetragen und 
zwar, da sich die Fig. auf Oberflächenladung bezieht, das Intervall 
B = O0 bis B — 1 dieses Verhältnisses. Die Ordinate stellt den 
Wert von —%/p bei gleichfôrmig beschleunigter Bewegung dar, 
also diejenige Grüfe, die wir als Mafe w definirt haben. Die den 
einzelnen Curven beigegebenen Zahlen bedeuten den für jede ein- 
zelne Curve charakteristischen Wert von y — 2ap/. Wenn wir 
die Ordinaten mit diesem Werte y multipliciren, erhalten wir eine 
(nicht verzeichnete) Curvenschaar, welche direkt die GrôBe —% 


1) Zu demselben Ergebniss gelangt P. Hertz in seiner schônen Disser- 
tation: Untersuchungen über unstetige Bewegungen des Elektrons, Gôttingen 1904. 

2) Von Herrn Dr. M. Winkelmann freundlichst berechnet und ge- 
zeichnet, 
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" für verschiedene Beschleuni- 

gungen veranschaulicht, da ja 

5 uy bis auf den constanten 

Faktor 2a/c? mit —% identisch 

ist. Diese %-Curven würden 

s sich in sofern umgekehrt an- 

ordnen, wie die verzeichneten 

u-Curven, als bei gleichem B 

grôüBeren Werten von y auch 

grôBere Ordinaten von —% 

——  entsprechen würden. Wir 

Fig. 6. heben dies ausdrücklich her- 

vor, damit Fig. 6 nicht der 

selbstverständlichen Thatsache zu widersprechen scheine, daB der 

Kraftbedarf zur Unterhaltung einer gleichfôrmig beschleunigten 

Bewegung bei Unterlichtgeschwindigkeit um so grôfer ist, je grôBer 
die Beschleunigung. 

Da bei gleichfürmig beschleunigter Bewegung v eine ganze 
lineare Funktion von # ist, so kann die Abscissenaxe unserer Fig. 
auch ohne Weiïteres als Zeitskala gelesen werden. Die Fig. zeigt 
uns dann, wie im Verlaufe der Bewegung die Mae uw zunimmt. 

Aufer den u-Curven (ausgezogen) ist in der Fig. diejenige 
Grenzcurve (punktirt) eingezeichnet, welche der quasistationären 
Bewegung, also gewissermaBen dem Falle y — 0, entspricht. 
NaturgemäB fallen unsere u-Curven bei kleinem f ein Stück weit 
mit dieser Grenzcurve merklich zusammen und trennen sich um 
so später von ihr ab, je kleiner y. Man kann noch hervorheben, 
daf die den Werten y — … æ entsprechenden Beschleunigun- 
gen ganz auferordentlich groB sind, daB also merkliche Abwei- 
chungen von der Grenzcurve der quasistationären Bewegungen 
bei mäBigen Beschleunigungen erst in nächster Nähe der Licht- 
geschwindigkeit (8 — 1) auftreten. 

Die bisherige Behandlung der Frage hat noch insofern etwas Unbe- 
friedigendes, als das dauernde Bestehen einer gleichfürmigen Beschleu- 
nigung in der Vergangenheit das Vorkommen von (negativ gerichteten) 
Ueberlichtgeschwindigkeiten voraussetzen würde, die wie wir wissen 
bei Oberflächenladung unmüglich sind. Ist z. B. der Geschwindigkeits- 
verlauf einfach gegeben durch v — pt (so da8 also für { = 0 die 
Bewegung ihren Sinn umkebrt), so hätten wir bei dauernder Gültig- 
keit dieses Bewegungsgesetzes für #< — c/p Ueberlichtgeschwin- 
digkeit. Mann kann daher wünschen, die Fragestellung schlieBlich 
7. 30 * 
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noch in folgender Weise abzuändern: Für #< 0 ist das Elektron 
in Ruhe (v — 0), für 40 in gleichfôrmig beschleunigter Be- 
wegung (v — pt). Welches ist in diesem Falle der Verlauf von % 
und derjenige von u? 

Für é<0 haben wir jedenfalls % = 0, während uw gänzlich 
unbestimmt und sinnlos wird. 

Für & — 0 ist ebenfalls noch % — 0, sowie u — —Y/p = 0. 

Für 60 muB der jeweils erforderliche Kraftaufwand aus 
GI. (64) von Neuem berechnet werden, wobei namentlich die jetzt 
erforderliche Neubestimmung der Grenzen 7’7” zu beachten ist ?). 
Man erkennt aber unmittelbar, da, wenn man aus der früheren 
G1. (79') einen Wert von tr” berechnet, welcher sich < { ergiebt, 
da dann auch der frühere Wert von % und uw ungeänderte Gültig- 
keit behält. In der That, wenn 1” <{ und daher auch rt’ <t, so 
gehôürt das Zeitintervall von £—z' bis {— 71” durchweg zu posi- 
tiven Werten von {; wäbrend dieses Zeitintervalles herrschte be- 
reits gleichfôrmige Beschleunigung; die Bestimmung von % zur 
Zeit t, welche nur von der Geschichte des Elektrons während 
jenes Zeitintervalles abhängt, ist also dieselbe, wie wenn die 
gleichfürmige Beschleunigung stets bestanden hätte, und unab- 
hängig davon, da wir jetzt für £<0 Ruhe vorausgesetzt haben. 

Aus GL. (79) ergiebt sich aber rt, wenn 


C Re a ne 
= (8—-1+V(1-— 8) +27). 
Da pt — v, und v,/c — B, kônnen wir hierfür schreiben: 
1=(1—-B) +27 oder 1—8-<\V1—27. 
Ist überdies 2y klein gegen 1, so künnen wir weiter schliefen : 
1—-B<1-7y oder B=>7.. 


Hieraus folgt: Im Falle y — 1/200 stellt die zugehôrige 
Curve Fig. 6 in dem weitaus grüBten Teile ihres Verlaufes die 
Verhältnisse auch für den Fall richtig dar, daf bis zum Zeit- 

1) In dicsem Zusammenhange müge Folgendes nachgetragen werden: Die 
quadratische GI. für z' auf pag. 411 licfert zunächst zwei positive Wurzeln, von 
denen wir in (79!) die kleinere ausgesondert haben. Die grôBcre gehôrt zu einem 
weit zurückliegenden Stadium der Bewecgung, in welchem Ueberlichtgeschwindig- 
kcit herrschte. Bei der jetzigen verbesserten lorm der Problemstellung, nach 
welcher das Elcktron ursprünglich in Ruhe war, ist jene grüBere Wurzel ohne 
Bedeutung; dab wir sie früher ausschlossen, kann daher mit Rücksicht auf die 
gegenwärtige L‘assung des Problems gerechtfertigt werden. 


2 7 
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punkte é — O Ruhe herrschte; sie ist nur in dem schmalen Inter- 
vall von 8 — 0 bis f — 1/200 dahin abzuändern, da sie in einer 
nicht näher untersuchten Weïise von 0 bis zu der in Fig. 6 für 
B — 1/200 verzeichneten Ordinate ansteigt. Aehnliches gilt für 


pr 10’ ie # wobei jedoch der abzuändernde Teil der Curve 


einen grüBeren Bruchteil des Gesamtverlaufes ausmacht, so daf 
sich hier der EinfluB der für 0 vorausgesetzten Ruhe auf einen 
immer grôBeren Teil der folgenden Beschleunigungsepoche er- 
streckt. Für y — 1/2 endlich macht sich dieser Einfluf im ganzen 
Intervalle bis heran zu $ — 1 geltend und ist daher die ganze 
früher verzeichnete Curve mit Ausnahme ïihrer Endordinate für 
die zuletzt vorausgesetzten Verhältnisse nicht mehr brauchbar. 


$ 18. Gleichfürmige Bewegung im Kreise. 
Elektromagnetische Centrifugalkraft und eleltromagnetische 
transversale Mafe. 


Auch bei der kreisfürmigen Bewegung läfit sich die allge- 
meine Darstellung der Kraft wenngleich in anderer Richtung wie 
bei der geradlinigen Bewegung wesentlich vereinfachen. 

Eine gleichfôrmige kreisfôrmige Bewegung erhalten wir durch 
den Ansatz 
81) At per b oi D) 
wenn wir v und # als constant ansehen; die zwei Componenten 
von b in der Bahnebene ergeben sich durch Zerlegung in Reelles 
und Imaginäres. n# bedeutet die Winkelgeschwindigkeit des Um- 
laufs oder die Anzahl der Umläufe in 2x Secunden. Da v die Li- 
neargeschwindigkeit, ergicbt sich der Radius der Kreisbahn zu 


FO VIN, 
Aus b folgt 
int in(t—T) ï T 
Ce ni __ 2v inft—;]). nt 
é T 
Wii |Lr= © sin” _ o = é(—5) 


Dane T 


Ferner finden wir leicht durch Ausrechnung oder geometrische 
Ueberlegung : 


LL ——— 2 
81") (v,b,_,) = vcos nr. 
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a. Oberflächenladung. Das in Gl (b4) vorkommende 
Integral nimmt daraufhin bei Kreisbewegung die folgende Form 
an : 


— int , 
n° qu [° CCE pre ml OC ro 
CEE Lu x |(cT—2a)dr. 
DJ F Sin —— 


2v° sin L 2 
Da die Bewegung vollständig cyklisch, kommt es auf den 
Wert von ét in keiner Weise an; wir kônnen daher { — 0 setzen. 


Für #4 — 0 wird v, reell; dementsprechend liefert der reelle Teil 
von ÿ die mit v gleichgerichtete, in die Bahn fallende Componente 
&. der Kraft, der imaginäre Teil die zu b senkrechte Normal- 
componente %.. Indem wir an die üblichen Bezeichnungen der 
Mechanik anknüpfen, kônnen wir %, als Centrifugalkraft, 
ÿ, als Tangentialwiderstand, % als scheinbare oder 
elektromagnetische Gesamt-Trägheitskraft bezeichnen. 
Da nach der Erklärung dieser GrôBen durch den reellen und den 
imaginären Teil von (82) %, positiv im Sinne von b, %, positiv im 
Sinne des nach dem Mittelpunkte hin gezogenen Radius gerechnet 
wird, so ist zu erwarten, das sowohl %, als %, im Allgemeinen 
negatives Vorzeichen haben werden. 

Wir bilden nun, um zum Tangentialwiderstande zu gelangen, 
den reellen Teil des auf der rechten Seite von (82) vorkommenden 
Integrales für 4 — 0. Dieser wird: 


ef its RS ss cos 7 (et — 2a)dr 
nt 2 
20 sm — 
nt 


z'! COS —— 


1. 2 
= dia o Le (cr — 2a) arf cos = (er — 2a)dr 
Mere À 
Î 


de Li v? ct —2a er ÿ2 Ce v° x'! dr 
2v° nt 2v° , nt 


Ïn > —— 
sl 2 J 


I 


z'! x!! 
—n [sin + (ct — 2e)| + nc Î sin ee dt. 
k 2 F4 5 2 


Nach der Definition der r',r” ist aber (s. GI. (62) und (81')): 


dv . nt 20 . «nt! 
83) cr += sin — SU Ca: 24%, CA an sin —— — 2% 
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also 
cm —2a __  2v cv'—2a 2 
D PRET NME ETS 
sin sin 
RAT NET SN . Nr OU TSNr. 
(ce —2a) sin = — sin rate — 20) sin D = + Point. 


Daher wird der Wert unseres Integrals : 


11 


D 
= 2 ee 
sn : pee ah =. —v(2 — cos nt’ — cos nr’) 
v v T 
4 
—2e DR nr 
COS 5 — COS 


Bilden wir andrerseits den reellen Teil der vom Integral- 
zeichen freien Glieder in GL (54) für { — 0, so ergiebt sich 


c+v —2v); 
—t 


im Ganzen erhalten wir daber nach Forthebung einiger entgegen- 
gesetzt gleicher Terme aus (54): 


c'— 
2v — v cos nr’ — cos nr''— “ clog 


COS —— — COS 


16xa° rs Det c+v T7 7 2 nt'! 5 
. 2 2 JR 


Sodann nehmen wir, um zur ,Centrifugalkraft* zu gelangen, 
den imaginären Teil von (82); derselbe lautet für { — 0: 


n° le + 2° cos nr cr — cr—?a y 
RFA Fr! en sin 2 
2 
n° c+v [fc —2a n° je . nt 
is PATES os: “he es —— (ct — 2a) dr. 
D 2 re dt + 2 J. sin (ct — 2a) dr 
sl sin — LA 


Das zweite Integral läBt sich ausführen; mit Rücksicht auf 
die Definition von r',r” haben wir nämlich: 
27 « 
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n Ai nt x!! 
— f sin = — D (er — 2a) dr = —n [cos (er — 24) 
t! LA 


2 
r!! è o nr PR us nt 
+ne [ cos Toi v (cos 2 sl D) S g sin 5) 
11 ! 
+ 2e (sin sin s — —0(sinnr"+ sin nt’) 


2 nr” sl 5 
+ e(si ses In D) . 

Nehmen wir die vom Integralzeichen freien Glieder in Gl. 
(54) hinzu, so haben einen für é — 0 nichtverschwindenden ima- 
ginären Teil nur die Glieder —(b,,+v0). Ihr imaginärer Teil 
lautet : 

+ v (sin nr’ + sin nt’) 
und hebt sich, wie man sieht, gegen einen Bestandteil des vorher 
entwickelten Ausdrucks. Im Ganzen ergiebt sich somit einfach: 


des DUREE, 11 ! 
A [ = ET de 2 (sin sin). 
sin 


2c 2v° É 2 2 
T 
b. Volumladung. Da bei der gleichfôrmigen Kreisbewegung 
T und daher auch die in (62) vorkommende Funktion f(cr + T) 
bez. f(|cr — T|) von é unabhängig werden, so haben wir 
J'EN PS 
Fe per A EE 
Bezeichnen wir das Argument der Funktion f in dem ersten 
oder zweïiten Integral der Gl. (62) mit dem gleichen Buchstaben x, 
so künnen wir jenen beiden Integralen die gemeinsame Form geben 
(vgl. (81), (81') und (31”’)), in der wir sogleich & — O0 setzen: 


€ = 2a —inr : : ; af) ins 
n 2 ce nt Cos? nt [40 . nt x 
> J nan A Walar de +" re ON 
+0 v? sin” CI sin 


der reelle Teil hiervon beträgt : 


n° 
2 


c— v? COS nt Ô æ) Lycos nr — 2v° 
ÉÇ  raUS Vies f(x) 


nt “one 
*æ—=0 no Sin 2v° sin” 9 


der imaginäre Teil wird: 
DATE 


z—24 (o . 
COS —- (t ; 


2 
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—2a 
c'—v" cos nr Of(x) , c'+ v* cos nr 
CA Le hndent MT HER AE 


2v° sin — 

Spalten wir also % wieder in einen Tangentialwiderstand %, 
und eine Centrifugalkraft %,, so ergiebt sich nach (62), wenn wir 
die Differenz der vorstehenden Integralwerte für æ — cr+ T und 
æ = |cr— T| bilden: 


84) Ps est ce fr Fe ps nt f(x + T) 
‘ . NT 01 
nv sin — 
2 
2 2 t — Dv? 
ER D a RPM ml coche 
2v* sin’ 27 2 
2 
in Th c — v* cos nt Of(|cr — T'|) 
2a°c à . NT oT 
nv sin —— 
2 
De 7 
2v'sin 
und 
ee a? 
85) -S. 
je —9 € — v" cos nt Of (ct + E) * + v cos nt 
er c 4 AUTRE nv o7T RERNT AG 1] fe 
2v sin D 


7 2ac nv 01! nt 


n° J ee JR RER SRE TEE 
2v° sin Dr 


Eine allgemeine Ausfübrung der Integration wie im Falle der 
Oberflächenladung scheint kaum môglich. Will man die obigen 
Ausdrücke in Strenge weiter behandeln, so wird es sich empfeblen, 
in den beiden Integralen die bereits soeben genannten Variabeln 
zu benutzen: 


2v nt 2v nt 
86) ARGENT Sin bezthirre Cris sin. 


Man hätte dann die Aufgabe, 7 selbst sowie sin #r/2, cos nr 
etc. durch x auszudriüicken. Diese Aufgabe wird in der Astronomie 
bei dem Problem der Planetenbewegung behandelt, mit welchem 
Probleme ja unser kreisfürmig bewegtes Elektron eine offenbare 
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Analogie aufweist; die G1. (86) sind identisch mit der sog. Kep- 
ler’schen Gleichung. 

Obwohl gerade die kreisfôrmigen Babnen und ihr môglicher 
Zausammenhang mit den Spektrallinien mich zu dieser ganzen Unter- 
suchung veranlaBt haben, muB ich ibre genauere Behandlung hier 
zurückstellen. Ich zeige daher nur noch, wie sich in erster Nähe- 
rung aus unseren allgemeinen Formeln der Wert der sog. trans- 
versalen elektromagnetischen Mae ergiebt. 

Wir setzen zu dem Ende voraus, daB innerbalb des ganzen 
Integrationsintervalles von tr’ bis tr’ die GrôBe _. eine kleine 
Zahl sei. In diesem Falle haben wir nach (83), wenn wir Ueber- 
lichtgeschwindigkeit nicht ausschlieBen : 


2a = 2a 
T'—= ——, 
c+v' le —v| 


87) T=_ 


Unsere Voraussetzang verlangt nun 


g = eu klein gegen 1 

Beachten wir noch, daB n die Winkelgeschwindigkeit, v die 
Bahngeschwindigkeit im Kreïse, also v/x der Bahnradius (r) ist, 
so künnen wir die vorige Bedingung auch so umschreiben : 

Lie 1, od 8 £ 

88) aie ein gegen 1, oder r groB gegen SP 

Es handelt sich also bei der beabsichtigten Näherung um 
Bahnen von groBem Krümmungsradius. Den MaaBstab für 
die erforderliche GrüBe des Krümmungsradius liefert dabei der 
Radius des Elektrons a selbst, wenn wir denselben noch mit dem 
Geschwindigkeitsverhältnis v/|c—v| multipliciren. Z. B. verlangt 
(88) wenn v klein gegen c ist, daB r nur etwa von der Ordnung 
a zu sein braucht. Ist dagegen etwa v — c/2 oder v groB gegen 
«, so müssen wir verlangen, daB r groB gegen a sei. Je mebr sich 
v der Lichtgeschwindigkeit nähert, um so grôBer muB r voraus- 
gesetzt werden. dJedenfalls gestattet (88) in jedem Falle, die 
Gültigkeit der folgenden Näherungsformeln genau zu umgrenzen. 

Da eine gleichfôrmig durchlaufene Kreisbabn von der gleich- 
fôrmigen geradlinigen Bewegung nur wenig abweïicht, so künnen 
wir die jetzt zu behandelnden Bewegungen ebenso wie die des 
$ 16 als quasistationär bezeichnen. Unsere Bedingung (88) 
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sagt alsdann aus, unter welchen Umständen eine Kreisbewegung 
als quasistationär bezeichnet werden kann. 

a. Oberflächenladung, Unterlichtgeschwindig- 
keit. Indem wir in GIL (84) und (85) für jeden Wert von 5, ins- 
besondere für r — r' und tr — +" setgen: 

cos = Lt = gr = à 


ergiebt sich anmittelbar : 
ous en ( "cr — 2a À 
B  É= 550ù EN = d(#—v) 


_— En vw» ’ a(c’+ v°) r! 
T ee | 20° CAT A cv log =). 


Tragen wir die Näherungswerte (87) für r',r' ein und be- 
nutzen die bequeme SE Fi B = vjc, so wird 


ne _1+8",, 5) 
B 2 F1-p 

Der Tangentialwiderstand verschwindet also in 
erster Näherung, s0 daB in der Bahnrichtung keine 
äuBere Kraft erforderlich ist, um eine Kreisbewe- 
gung von geringer Krümmung zu unterhalten. Da- 
gegen ist in radialer Richtung eine äuBere Kraft 


nôtig, welche der elektromagnetischen Centrifugal- 
kraft ÿ. das Gleichgewicht hält. Wir setzen 


89) D — 00. — 


ee 


v° 
D. = —Ÿ. = EPEPEE Se PTT ARE 


so daB p die Centripetalbeschleunigung der Kreisbewegung und y 
die scheinbare oder elektromagnetische MaBe be- 
deutet. 

Aus (89) ergiebt sich 

; 2 1  1+$° 1+8 ) 

ë) = perte NET 

Da dieser Wert von dem in 8 16, G1. (71) berechneten ver- 
schieden ist, bezeichnen wir ibn im Gegensatz zu jenem als trans- 


versale MaBe. Es rübrt natürlich nur von den getroffenen Ver- 
nachlässigangen her, daB diese Mafe von der Beschleunigung 
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p = vn oder der Umlaufszahl 1/x unabhängig wird. Wenn wir 
genauer rechnen, indem wir die erstec Näherung durch eine zweite 
corrigiren, würden wir insbesondere für die Umgebung der Licht- 
geschwindigkeit keine reine Proportionalität zwischen %, und p 
und daher bei w keine Unabhängigkeit von p finden. 

b. Volumladung, Unterlichtgeschwindigkeit. In 
den Gl. (84'), (8b') setzen wir wiederum cos nr = 1, sin T = _. 
die Grenzen +',r' haben dann die einfachen Werte (87). Wir zer- 
legen f in einen constanten Teil — 8a*/5 und einen variabeln Teil 
2*@(x), wobei das Argument von f mit x bezeichnet ist. 

Den Beitrag des constanten Teiles von f zur rechten Seite 
von (84) oder (85') bezeichnen wir mit I, den des variabeln Teiles 
im ersten oder zweiten Integral mit II und III. In I rechnen wir 
mit der Integrationsvariabeln 7, in II und III mit der schon ge- 
nannten Variabeln x. Es bedeutet daher x in IL bez. III: 


Tæ HET — cr + À sin ŸE — (c+v)r, 


bez. 
2v . nr 
æ = c—T = ee sin — (c—v)r. 
Man hat nun in (84') 
I n° 8 , —v pr2al(c—v) dr 8 c'—v° 
Æ — —— — à — = —— ñ 
2a c 5 NE r [ É 5 oc 
2v (5) 2ajc + v) 
30 370 - a T2 22/2 2\/s 2a 
ro (e P+20)à- mt four, 
DUC R dx 2a c n 
v— °° 20 (5) ° 
2 
IL — nm —v # dp pd) n°_(c—v*)(c—v) 2a d 
RE CRT J Er y) FT date (el re 
éd DD Be 0 
2 2 
also 
Papa ent do v° 
HEITLSE""S = feR+2%)e- . Î dx 
2 c—0 dp _- v 5 
Fins feato)e = à sn pk 
rt pe et” 
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somit 
90) I+II-II = 0, % = 0. 
Andererseits wird in (8b’): 


nm 8 ,e+v fc) & 4 na c+v c+v 
LANTA [ bre p-Bi cv NET 
2/(c+v) 
nm c—v fa ,dyp CL g 15e 
To — Te J (SE +29 jé ns Î xp dx, 
Eee + das ] "2 +27 Le Tu 
= nos Res 1 A 7e g 2 c un { Top AX, 
also 
8 an 
2 Line ponatee  n 
II — III — 1 Le pk PE 
mithin 
, mn 8e M 6usn [l Cru c+v 
90) Sp CU = pe (S pee lee). 


Wiederum ist der Tangentialwiderstand der Kreisbewegung 
gleich Null. Die zur Ueberwindung der elektromagnetischen Cen- 
trifugalkraft %, erforderliche Kraft schreiben wir 


Da —= —Ÿ, = UP; 


dabei ist die Beschleunigung p = vn und es ergiebt sich für die 
elektromagnetische transversale MaBe 


LU UE à + 1+f té) 
Do birl biesne Ven at BTE) 


Das Verhältnis dieser Mafe zu der bei Oberflächenladung, 
G1. (89’), beträgt ebenso wie im Falle der longitudinalen Mae 
($ 16) 6:5. Die Werte (89') und (90”) stimmen mit den zuerst 
von Abraham gefundenen Formeln überein, wenn man die ver- 
schiedene Wahl der Einbeit für & berücksichtigt. (vgl. den Schluf 
von $ 16b). 

c. Volumladung, Ueberlichtgeschwindigkeit. In- 
dem wir wieder an (84) und (85’) anknüpfen haben wir unter r' 
die GrüBe 2a/(v—c), unter x in dem zweiten Integrale die Vari- 
able (v — c)r zu verstehen. Mit den früheren Bezeichnungen I, II, III 
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erbalten wir aus (84): 
—v 


v° 


#8 , ©—v ES fre dr 
2a°c 5 2 (2) 2a/(e+ 5) 


s 35 22 0 Es 
U = D Das An [ (52 +2)àe- Para) To 
0 


Ep. 
5 


2a° c na dx 2a°c 20" (5 5) ” 
2 
M Cv dg n'_(—v)(0—c) f?24 
I 27 à ( de +29) el). à pda, 
Mr] 2 
also 
2(—v) (2 ,, _ _ 2e— 
U — II av’ pdz riF" v° 
und 
c'— v 9e Cal 
9)  I+I-IM=-6 7,8 — ne (-$). 


Da8 der Tangentialwiderstand jetzt nicht verschwinden kann, 
folgt daraus, da8 bei Ueberlichtgeschwindigkeit eine wenig ge- 
krümmte ebenso wie eine geradlinige Bewegung keine môgliche 
kräftefreie Bewegang darstellt. In der That deckt sich GI. (91) 
mit dem für die stationäre geradlinige Bewegung ge- 
fandenen Werte von 3 (8 15, GI. (65)). 

Behandelt man (85”) in derselben Weise, so ergeben sich genau 
die unter b) genannten Ausdrücke von I, 11, III, mit dem ein- 
zigen Unterschiede, daB unter dem Logarithmus-Zeichen zu er- 
setzen ist c—v durch v—c. Infolge dessen kôünnen wir sogleich 
das Endresultat hinschreiben : 


“s AR: 1E6F ph 
91°) Be ne = Fee (-x FT 2. 2p° logE TT). 


Die Entwickelung dieses Wertes von w nach absteigenden 
Potenzen von B(B => 1) lautet : 


6 + 1 1 °ARI 
e= salt s) +(5 +8)" +); 
in entsprechender Weise erhält man aus (90’) bei Entwickelung 
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nach aufsteigenden Potenzen von B(B< 1): 


at bee) 


Die transversale elektromagnetische Mafe ist daher (im Cregen- 
satz zur longitudinalen) nicht nur bei Unterlichtgeschwindigkeit, 
sondern auch bei Ueberlichtgeschwindigkeit notwendig positiv. 

Ganz andere Verhältnisse aber treten auf, wenn wir die Vor- 
aussetzung der geringen Krümmung oder der quasistationären 
Bewegungsform fallen lassen. Bei ,wirklich normal-beschleunigten“ 
Bewegungen d. h. bei Kreïisbahnen von geringer Krümmung kann 
die elektromagnetische Centrifugalkraft (und daher auch die hinzu 
zu definirende Mafe) ïihr Vorzeichen umkehren und insbesondere 
gleich Null werden. Wir kommen dann ähnlich wie Herglotz 
zu môüglichen Kreisschwingungen des Elektrons, welche in radialer 
Richtung kräftefrei erfolgen. 


$ 19. Kraft und Drehmoment bei reiner Rotation. 
Elektromagnetisches Trägheitsmoment. 


Wäbhrend wir in $ 11 und 12 5 — 0 setzten, sei jetzt db = 0; 
der Mittelpunkt des Elektrons bleibe also dauernd in Ruhe. Es 
wird dann , 


Him t, A Ù, 


Das skalare Potential 9 nimmt seinen aus der Elektrostatik 
bekannten Wert an und liefert keinen Beitrag zur Kraft % und 
zum Drehmomente W. Vielmehr kommt es lediglich auf das Po- 
tential A, an, aus welchem sich die Kraft pro Ladungseinheit nach 
(42) folgendermañen berechnet : 


2 $ 
f= -— _ + [Ut rot #,]. 


a) Oberflächenladung. Es ist jetzt am einfachsten, die 
expliciten Ausdrücke (28) und (30) für Y, zu Grunde zu legen. 
Wir schreiben hiernach: 


€ (se) 
Y, — A Lw_,t]zdr, 
wobei 
3 ds 
92) RE Dee fe, 


or? 
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je nachdem ein Dreieck aus den Strecken 4,r, cr môüglich ist oder 
nicht. Man bildet leicht 


€ 


CPE 2 1 dy . 
Me il Pm_r+ et + El dr 


da nach einer RE mere Formel . 
[r [v, ja 6 7 cr — 1 (10,0), 
kann man hiefür auch schreiben: 
nr St 7 dy\ © dy 
93)  rotA, = ru lo... (24 + r&)-E (tm,_,r) ddr 
Gehen wir von f zur resultirenden Kraft 


. € 
B- Linge J tac 
über und bezeichnen wir die über die Kugel vom Radius r er- 
streckten Mittelwerte durch Ueberstreichen, so haben wir 


_Y — 5, + [mn rot A]. 


€ 


Auf unserer Kugelfläche ist r selbst sowie 4 und dy/dr con- 
stant, r dagegen veränderlich. Lüsen wir v in seine Componenten 
x,y,z auf, so enthält 

%, lediglich erste Potenzen von zx yz, 
[Hur]rotA,] , » und dritte Potenzen von xy2. 

Man erkennt aber sofort, da die Mittelwerte aller ungeraden 

Potenzen der Coordinaten verschwinden, z. B. da 


z—0,..,a = 0, x y == 0,... 


Daraus ergiebt sich, daf bei reiner Rotation % ver- 
schwindet, was ja sehr verständlich ist. 
Wir gehen jetzt zum resultirenden Drehmomente 


. € 
R = Limpés f leflde 


über und erhalten zunächst : 


Line Lim} + [error]. 


E 0 (674 
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Das letzte dreifache Vektorprodukt läft sich vereinfachen; es 
ist nach der schon benutzten Regel: 


[Ow, x] rot A] = vi, rot A.) — tw, (r rot A,), 
und daher wegen [rt] — 0 und Gl. (93): 
[r [Cv t] rot A A] = —[riv,](r rot À) 


€ 
pete [| Grade 


Dieser Ausdruck ebenso wie [r A,] ist in den auf der Kugel- 
oberfläche veränderlichen Componenten xyz2 von r vom zweiten 
Grade; die Mittelwerte der geraden Potenzen von xy2 sind aber 
im Allgemeinen nicht Null. Vielmehr hat man 


ve === rs, = ye = 8x =10) 
Daraus folgt : 


EnJGn,_) = T(n_.w] 
[r [, _,t]] = W,_,7°—t(m,_, 1) FE #10,_,r° 


Sonach erhält man: 


(oo) (ve) 
94) — — R — Lim 9 Î mdr f [w.., mr x de). 
0 


Tr= a 


Prüft man die Môglichkeit des Dreiecks aus den Seiten 
a,r und ct, so sieht man, daB dieses môglich ist, so lange 
la—r|<cr<a+yr. Die Grenzen dieses Bereiches gehen über in 

— 0 und 7 — 2ujc, wenn man r — a werden läft; dabei kann 
der Grenzübergang ohne Weiteres unter dem Integralzeichen voll- 
zogen werden. Indem man für y den Wert (92) einsetzt und die 
Winkelbeschleunigung diw/dt mit q bezeichnet, erhält man: 


4 24 x dc 


2a/c 
98) : x = f {a+ Ci. 10,]} [2° — cr} dr. 


Handelt es sich um stationäre Rotation, so ist 


+ = 0, W,_; DE 1, also [io,_,1.] ie ( 


und daher 
R = 0. 
Egl. Ges. d. Wiss. Necbrichten. Math.-phys. Klasso 1904. Heft 5. 31 
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Die stationäre Rotation ist daher eine môgliche 
kräftefreie Bewegung des Elektrons. 

Ist die Rotation eine gleichfôrmig beschleunigte, 
wobei die Axe der Beschleunigung mit derjenigen der augenblick- 
lichen Umdrehung nicht zusammenzufallen braucht, so haben wir: 


er —= M, — W,—TQ; 


wegen 
2a/c 3 2a/c 
[ Ca cr)dr — Fe Ca'— ér)r dr = 0 
0 8 c'Jj 
erhält man 
a 
96) —N = 04, EE T7 


© kann als scheinbares elektromagnetisches Träg- 
heitsmoment bezeichnet werden. Die gleichfôrmig 
beschleunigte Rotation ist also keine môgliche 
kräftefreie Bewegung des Elektrons. Sie benôtigt viel- 
mehr ein äuBeres Drehmoment +%, welches das von dem 
eigenen Felde des Elektrons herrührende Drehmoment —% in 
jedem Augenblicke in's Gleichgewicht setzt. 

b) Volumladung. Um die vorstehenden Rechnungen auf 
den Fall von Volumladung zu übertragen, haben wir nur die Be- 
deutung von y abzuändern. Im Anschluf an die Gl. (29), (31) und 
(31') verstehen wir unter y jetzt die folgende Funktion: 


, 341a+9r—9cr r — cr) (3r + c 
92") ee STE 7 E à 


(Dreieck a,r,cr môglich) 


4 = ie oder — 0 
a 


Dreieck a,r,cr unmôglich, a grôBte oder nicht grôfite Seite). Die 
obigen Ausdrücke für A, rot A,, [r{[{w,r] rot À,7]] sind dann direkt auf 
den jetzigen Fall zu übernehmen. 

Wenn wir die Integration über das Volumen des Elektrons 
so disponiren, daB wir zunächst über eine Kugel vom Radius r 
und dann nach r von O0 bis a integriren, so sehen wir unmittelbar 
wie unter a), daf die mit ungeraden Potenzen von x y z behafteten 
Glieder Null ergeben und daB daher, wie selbstverständlich, 

ÿ = 0 

wird, 
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Was die geraden Potenzen von zyz betrifft, so fanden wir 
oben für den über die Kugelfläche r erstreckten Mittelwert 
rt 
47 

Daraus folgt für das über das Innere der Kugel a erstreckte 
Integral von z°4, wo x (GL (92')) nur von r = Vx'+y° +2 ab- 


hängt: 
a 
JET = [rar [a de = = / ar‘ dr, 
0 8 J 


und daher für den räumlichen Mittelwert: 
ss 3 1 ; 
= pps x k.4 dr. 


Vergleicht man diesen Wert mit dem unter a) benutzten Mittel- 
werte z'7 — r'1/3, so erkennt man: um die früheren Rechnungen 
auf den jetzigen Fall übertragen zu kônnen, hat man nur in (94) 
1 zu ersetzen durch 3yr’dr/a* und hat die Integration nach r von 
0 bis a hinzuzufügen, sowie das Limeszeichen wegzulassen. Es 
ergiebt sich: 


4 eo) oo 
94°) = sai [x Jt = 20h P w_.de fyràr +f [w,_,®w.] dt rar. 


Hinsichtlich der noch erforderlichen Auswertung des Inte- 
grales f 1r“ dr unterscheiden wir zunächst die folgenden drei Fälle 
(vgl. Fig. 7, wo cr als Abscisse, r als Ordinate aufgetragen ist): 

r 1. cc <a. Das Dreieck 
r,a,c ist unmôüglich, wenn 
r<a—cæ (wagrecht schraf- 
firtes Gebiet in Fig. 7); in 
diesem Falle gilt für y der 


F7, dh frde — 4x 


TP 
ea 
ÎE= 


eu S 4 Wert G6crJu’, da a die grüsste 
| ct der drei Seiten a,cr,r. Für 

ER cute den Rest des Integrations- 

Fig. 7. intervalles von r — a—(t 


bis r — a (senkrecht schraffirtes Gebiet in Fig. 7). dagegen ist 
jenes Dreieck môglich und es gilt für y der Wert (92'). Wir haben 
also, solange cr < a: 


— ct 
fr = ef r‘dr— F(a— ct), 
0 4 Jo 


wenn wir die Abkürzung einfübren: 
81 * 
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Fa) = & SJ a? + 2r° — 2c°r Murs Ce a 


2. a<cr<2a. Die Dreiecksbildung ist soi und es ist 
4 = 0, wenn r<—a+cr. (Das entsprechende Gebiet ist in Fig. 7 
nicht schraffirt). Dagegen gilt für-y der Wert (92’), für den Rest 
des Integrationsintervalles — a + cr < r < a (senkrecht schraffirt). 
Es wird daher jetzt: 


(72 
à ar“ dr = — F(cr—a). 
0 


8 2a—<cr. Jetzt ist durchweg 4 — O0 und daher auch 
far dr = 0. 

Weiterhin zeigt man leicht, daB die unter 1) und 2) ange- 
gebenen Ausdrücke thatsächlich nicht verschieden sind, so daB nur 
die beiden Fälle cr Z2a auseinander zu halten sind. Zu dem 
Zwecke bilde man etwa die Differenz der unter 1) und 2) gege- 
benen Ausdrücke : 


a— ct 
94") . il OR A RO A ar 
0 


Um F(cr—a)—F(a—cr) zu berechnen, hat man in dem Inte- 
gral F(x) die untere Grenze durch a— cr, die obere durch cr —a 
zu ersetzen; bei der Integration zwischen diesen Grenzen geben 
alle ungeraden Potenzen den Beitrag Null; man kann also setzen: 


F(cr-a)= F(a— cr) 
3 CT — 4 
= 5 f (r* cr — rer + 8r° T° — 3r° c°r°) dr 


a— ct 
3er f—a Ger rt—a 
= —; dr = —; r‘ dr. 
a a ‘ 


Mithin verschwindet in der That der Ausdruck (94”) und man 
hat einfach 


[1] 
für cr < 20. fl av“ dr = — F(çr —- a) 
0 


a 
> œ> a. f ar dr = 0. 
0 


Rechnet man das für F(x) angegebene Integral aus, indem 
man æ — cr—a setzt, so ergiebt sich: 


F(cr—-a) = de(s (cr) — 2a* (ct) + Ba“ (cr) — es aÿ ce). 


zur Elektronentheorie. 431 


Aus (94') erhält man daher : 


G4 ra° , 2a/c 
95") = | {a.+iv..w]) ()& 
0 
mit der Abkürzung 
98") D(r) — + (er) — 2a*(er) + Bu (or) — À2 ao. 


Bei gleichfôürmiger Rotation (q,_, — 0, t,_, — tv) 
haben wir natürlich wieder À = 0, d.h. eine môgliche kräfte- 
freie Bewegung. 

Bei gleichfürmig beschleunigter Rotation (q_,— @, 
W,_, —= W,—Tq,) ergiebt sich 


6 2a/c 2a/c 
EE LR — a, f D (de [ar] f D(r)rdr. 
L 0 0 
Man findet aber leicht durch Integration von (95''), daB: 


2a/c 
J D(r)dr — RÉ É el ed "@()rdr = 


Infolgedessen kann man im vorliegenden Falle schreiben: 


sa 

96”) TR M Der TT 

Dieser Wert des ,elektromagnetischen Trägheits- 
momentes“ ist, ebenso wie der frühere, Gl. (96), bereits von 
Abraham’) für quasistationäre (unendlich wenig beschleunigte) 
Drehung abgeleitet worden; unsere Entwickelungen zeigen, daf 
dieselben Werte auch für gleichfôrmige Beschleunigung von be- 
liebigem Betrage gültig sind. 


$ 20. Kräftefreie Rotationsschwingungen. 


Die Môglichkeit von kräftefreien Schwingungen des Elektrons 
darf ein ganz besonderes Interesse beanspruchen, weil hierin am 
deutlichsten der Gegensatz zwischen materieller und Elektronen- 
Mechanik zum Ausdruck kommt. In der Mechanik der Materie 
sind Schwingungen eines Punktes oder Systems um eine Ruhelage 
nur môglich, wenn dieser Lage ein Minimum der potentiellen 


1) L. c._p. 171. 
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Energie entspricht, d. h. wenn jeder Entfernung aus der fraglichen 
Lage eine äufere Kraft nach Art der Reaktion einer elastischen 
Befestigung entgegenwirkt. In der Elektronenmechanik dagegen 
sind solche Schwingangen ohne irgend ein äuBeres Kraftfeld müg- 
lich. Das bewegte Elektron schafft sich unter Umständen selbst 
die elastische Gegenkraft, welche es zurücktreibt. Am anschau- 
lichsten liegen vielleicht die Verhältnisse bei cirkularen Schwin- 
gungen, wo wir sie in rohen Umrissen etwa so beschreiben küônnen: 
Indem das Elektron die eine Hälfte einer Kreisbahn durcheilt, 
entsteht eine im Aether inducirte Wirkung, die sich ausbreitet. 
Wenn das Elektron auf die andere Hälfte der Kreisbahn über- 
gegangen ist, fängt es jene Wirkung zum Teil auf. Eine môgliche 
kräftefreie Kreisbabn liegt nun vor, wenn der aufgefangene Be- 
trag der Kraft gerade ausreicht, um die elektromagnetische Träg- 
heit der fortgesetzten Kreisbewegung zu compensiren und das 
Elektron über die andere Hälfte der Kreisbahn hinüber zu 
treiben. Schon diese rohe Ueberlegung zeigt allerdings, daB die 
Schwingungsperioden, auf die man so geführt wird, sehr klein 
werden, nämlich von der Ordnung derjenigen Zeit, in der das 
Licht die fragliche Bahn überstreicht, also viel kleiner, als man 
es im Interesse der Erklärung optischer Erscheinungen wünschen 
müchte. Immerhin scheint die Môglichkeit solcher Schwingungen 
darzuthun, daB die ,elastische Koppelung“ des Elektrons, die man 
für die Theorie der dielektrischen Erregung sowie für die der 
Dispersion und des Zeeman-Effektes nôtig hat und die hier die 
Rolle eines der Elektronentheorie fremden ,deus ex machina“ 
spielt, entbebrlich werden kann, daB man nämlich Aussicht hat, 
diese elastische Gegenkraft aus den Bewegungen des Elektrons 
selbst zu deduciren. Nur auf diesem Wege ist eine restlose Er- 
klärang des Zeeman-Effektes und der Spektrallinien denkbar. 

Den einfachsten Typus kräftefreier Schwingungen bilden die 
Rotationsschwingungen, bei denen wir an die Formeln des vorigen 
Paragraphen anknüpfen. Wir setzen: 

a) Oberflächenladung voraus, lassen den Mittelpunkt des 
Elektrons in Ruhe und nehmen an, daB die Drehaxe dauernd ihre 
Richtung beibehält, während die GrôBe der Drehgeschwindigkeit 
beliebig wechselt. In Gl. (95) des vorigen Paragraphen wird als- 
dann [w,_,6,] — 0. Da wir eine ohne äuBeren Kraftaufwand môg- 
liche Schwingung suchen, setzen wir gleichzeitig À — 0. Wir er- 
balten so aus (95): 


2a/c 
97) ‘ q,_, |2a°— 1°} dr = (0. 
0 
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Die Bewegungsgleichung erscheint hier als Integralglei- 
chung. Man kann sie leicht in die Form einer Funktional- 
gleichung umschreiben. Dabei ist es bequem, sie vorher einmal 
nach é zu differenziren; da 


da, _— ue 


dt dou 
erhält man durch partielle Integrationen mit der Abkürzung 


Ti 20/c: 
RS 
{k Me {900} de 
0 


— 2° (ae + 0.) + da ct, _,, + 26° (ge. — p.) = 0 
oder, bei durchgehender Benutzung der Abkürzung :': 


a TG ci q) +r Do FD —P = 0. 


Diese Gleichung setzt den Drehwinkel @ und seine Differen- 
tialquotienten tw und q in den Zeitpunkten £ und £é—7’ mit ein- 
ander in Beziehung. : 

Will man dieselbe Gleichung formal in eine reine Differential- 
gleichung umschreiben, d. h. in eine solche, die nur auf einen Zeit- 
punkt bezügliche GrôBen enthält, so wird man entwickeln: 


12 


PA Pine + Pet ete ; 


, à r"° F 

end Te L'ECRTS Ta 

man findet, wenn man den Hinweis auf den Zeitpunkt é— 7 als 
nunmehr belanglos fortläBt, nach Division mit r": 


LS Long Ale Les ouai Gi EP 0e "b 
Gen ant Go -ar) + (ar gp) a+ = 0 
Wir kônnen diese Gl. ohne Weiteres dreimal nach t integriren, 


wobei die Integrationsconstanten wegen der vorausgesetzten Perio- 
dicität der Bewegung gleich Null zu nehmen sind, und erhalten: 


isa £ vi ini L\es A 1\., er 
# Gn-a)e+(rar-a)e+(rar-s) ei $ 


Als reine Differentialgleichung geschrieben wird 
also unsere Bewegungsgleichung von unendlich hoher 
Ordnung. 


DLSLx 
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Sie läft sich ebenso lüsen, wie eine lineare Differentialglei- 
chung mit constanten Coefficienten von endlicher Ordnung, näm- 
lich durch den Ansatz: 

t 
Bar 
op — Aet— 4e; 
die GrôfBe B — ar’, welche natürlich nichts mit dem früher so 
bezeichneten Geschwindigkeitsverhältnis v/c zu thun hat, ist aus 
der Potenzreihe zu bestimmen : 


Ge n)8+ (gr DES he 


Summirt man die Reïhe in naheliegender Weise durch die Ex- 
ponentialfunktion, so erhält man die folgende transcendente 
Gleichung für die “its AIO Dj home 


1 HR As 
4 he p° 
d. h.: 
Pad 
100) e = 2—p" 


Nach Analogie mit den linearen Differentialgleichungen end- 
licher Ordnung wird man schlieBen dürfen, daB sich die allge- 
meinste Rotationsbewegung von fester Axe mittels der 
Wurzeln B, dieser Gleichung und willkürlicher Constanten À, in 
folgender Weise darstellen läft : 

Bit/r' 
p = »,À,e ù 

Uebrigens ist die Differentialgleichung unendlich hoher Ord- 
nung hierbei keineswegs unentbehrlich. Macht man nämlich in der 
gleichwertigen Funktionalgleichung (98) den Ansatz g, — Aer 
so findet man unmittelbar: 


| Em STE Pret = A1) 


was mit (100) übereinstimmt. 

Um die G1. der Eigenschwingungen zu lôsen, rechnen wir aus 
ibr B aus und erhalten 
BI2 _ ,—682 


PR Le BR? 


LOS 
LS 


setzen wir also noch 8/2 — iy, so entsteht die in der mathema- 


28 * 
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Nach der üblichen graphischen Methode findet man in einem 
Diagramm (y,y) unendlich viele reelle Wurzeln g als Schnitt- 
punkte der Geraden y — y mit der Curve y — tgy, zu denen im 
Besonderen auch y = 0 gehürt. Der asymptotische Wert dieser 
Wurzeln für groBes positives oder negatives m wird 


y = @m+1)<. 


Die kleinste nicht-verschwindende Wurzel beträgt, wie man 
leicht aus den trigonometrischen Tafeln entnimmt, etwa y — 4,50. 

DaB Gleichung (101) keine rein imaginären oder complexen 
Wurzeln haben kann, folgt aus der Betrachtung des Integrales 


1 
fs ay sin «y da, 
0 


welches, wenn y und y conjugirt imaginäre oder conjugirt com- 
plexe Wurzeln sind, einerseits nach G1. (101) verschwinden müfte, 
andrerseits notwendig positiv ist. 

Unser Elektron ist hiernach einer unendlichen Serie freier 
Schwingungen fähig, deren jede rein harmonisch und ungedämpft 


erfolgt. Nach dem ursprünglichen Ansatz og — pra Ar 


bestimmt sich die Schwingungsdauer 7 aus der Gl. 


2x1 2iy à RL 
T Tr’ u y ? 


die Dauer der Grundschwingung und das asymptotische Gesetz 
für die Dauer der Oberschwingungen wird daher: 
du at : A 2r° 
1 460 *  2m+1 
Ziehen wir es vor, die Schwingung wie in der Optik ge- 
bräuchlich, durch ihre , Wellenlänge“ zu charakterisiren, so werden 
wir setzen À == cr, und erhalten wegen der Bedeutung von +’ — 2a/c 


__ 2xa 4a 


CHAR A 


À, — 4.50 ? m — 
; 


Diese Wellenlängen sind auferordentlich klein, da diejenige 
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der Grundschwingung nur von der GrôüBenordnung des Elektronen- 
durchmessers wird. Das ,Spektrum“ des rotirenden Elektrons, 
d. h. die Gesamtheit der müglichen Schwingungszahlen, bildet eine 
unendliche Serie, deren Häufungsstelle im Unendlichen liegt und 
deren Linien asymptotisch äquidistant werden. 

Mit den optischen Spektren bietet hiernach der vorstehend 
betrachtete Vorgang noch keine befriedigende Analogie dar, einer- 
seits wegen der Hôhe der Schwingungszahlen, andrerseits wegen 
der Anordnung der Spektrallinien. Es kommt hinzu, daB unsere 
Schwingungen ungedämpft verlaufen und daher keine Ausstrahlung 
geben. 

Trotzdem berechtigen die hier gemachten Erfahrungen, wie 
mir scheint, zu einem wichtigen RückschluB auf das Problem der 
Spektrallinien. Man pflegt in der Theorie der Dispersion dem 
schwingenden Molekül (oder Elektron) soviel Freiheitsgrade zuzu- 
sprechen, als das Spektrum Linien zählt, auf Grund eines Satzes 
über materielle Systeme, wonach die Anzahl der Eigenschwin- 
gungen eines jeden Systems mit der Anzahl seiner Freiheits- 
grade übereinstimmt. Im Gegensatz hierzu sahen wir oben, da 
das um eine feste Axe rotirende Elektron, dem ersichtlich nur 
ein Grad der Bewegungsfreiheit zukommt, bereits unendlich viele 
freie Schwingungen aufweist. Der tiefere Grund hiefür liegt, vom 
Standpunkt der allgemeinen Mechanik aus, offenbar darin, daB es 
nicht auf das Elektron allein, sondern auf das System Elektron 
+ Aether ankommt, und da wir dem Aether selbstverständlich 
unendlich viele (elektromagnetische) Freiheitsgrade zuschreiben 
müssen. 

Es scheint hiernach nicht sehr gewagt, auch für diejenigen, 
zur Zeit noch unbekannten Elektronenschwingungen, welche den 
Spektrallinien entsprechen, die Vermutung auszusprechen: Zu 
jedem besonderen Schwingungsmodus des Elektrons 
oder zu jedem Grade der Bewegungsfreiheit des- 
selben gehôüren unendlich viele Spektrallinien, näm- 
lich die Linien ein und derselben Serie. Die Anzahl 
der Freiheitsgrade des Elektrons ist nicht gleich 
der Anzahl der Spektrallinien, sondern gleich der 
Anzahl der Serien, (wobei man jede Serie mit derjenigen 
Maultiplicität zählen wird, die sich bei der Zeeman-Zerlegung für 
jede ihrer Linien ergiebt). 

b) Volumladung. Ein wesentlicher Unterschied zwischen 
den freien Rotationsschwingungen einer Oberflächenladung und 
einer Volumladung besteht darin, da8 die letzteren notwendig 
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gedämpft erfolgen, die ersteren, wie wir sahen, zeitlich ungedämpft 
verlaufen. Eine Erklärung dieses Unterschiedes wird sich aus der 
Energiewanderung in beiden Fällen nachweisen lassen, auf die 
wir aber hier nicht eingehen kônnen‘). 

Wir haben jetzt an GI. (95') des vorigen $ anzuknüpfen, da- 
selbst R — 0 zu setzen (kräftefreie Schwingung) und das Glied 
mit [w,,tv,] zu streichen (Rotation um eine der Richtung nach feste 
Axe). Die Bewegungsgleichung des rotirenden Elektrons schreibt 
sich dann zunächst als Integralgleichung in der Form: 


z! : 
97") il qe D(s)dr = 0, 5° — ae 
0 


Wir gehen von hier aus durch fortgesetzte partielle Integration 
zn einer vom Integralzeichen freien Funktionalgleichung über. 
Zu dem Zwecke ist es bequem, die G1. vorher fünfmal nach #{ zu 
differenziren. Da ôq/ôt — — 0q/ôr, erhält man zunächst nach Ein- 
tragung des Wertes von ® aus Gl. (95"): 


TD Liere. Rs ; Pate) vs 
[ A (2 (or) — 2 (cr) Bat(er)— À ace) de = 0. 


Auf das erste Glied von ® angewandt liefert nun der ProceB 
der partiellen Integration, wenn nachträglich wieder die Differen- 
tialquotienten nach z durch solche nach é ersetzen werden: 


fé Ô Es ETES NS ” + 61e r' 74 6.5 Q r"* 
o 


+6.5.4.à.,1%+6.b8.4.8a. 1"+6.B.4.3.21m, 1! 


+6.5.4.3.2.1.(p,,— q,). 
Ebenso erhalten wir, dem zweiten Gliede von ® entsprechend : 


4 4, c Lcd. Fe ; LR 
5 T‘dr "1 QT +4q,.,7T +4.8q,it 
à AEÔr 
+4.8.2à ,r'+4.8.2.1(a...—4) 


u. s. f. In der Summe ergiebt sich, wenn man den gemeinsamen 
Faktor c unterdrückt: 


98") sat r"(@—a)+127"q. 


+ 127 [(s) (PET a) : 1447 10, T 144 (P. Æ p.) = (0. 


1) Ich habe dies inzwischen in einem Vortrag vor dem 3. internat. Mathe- 
matiker-CongreB zu Heidelberg ausgeführt, vgl. die Verhandlgn. d. Congr. 
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Dies die gesuchte Funktionalgleichung. Wir sehen 
davon ab, sie in Form einer Differentialgleichung unendlich hober 
Ordnung umzuschreiben, was sich natürlich ohne Weiteres machen 
läBt, und geben sogleich die Bedingung dafür an, daf 


 — Apt" 


ein partikuläres Integral derselben-wird. Die Bedingung lautet: 
Le+se lnisge Priap Ge Pr) 


+ 14486 P+144(6 6-1) = 0 
oder 


1007 e— (84-12 "+608" +1448-+144)+ € °— +128" — 14 — 0. 


Dieselbe ist bereits von Herglotz') als Fundamental- 
gleichung der kleinen Rotationsschwingungen angegeben worden. 
Auch hebt Herglotz hervor, daB sie nicht nur für die kleinen 
Schwingungen (d. h. unter Vernachlässigung hôherer Potenzen der 
Schwingungsamplitude), sondern, wie unsere Ableitung unmittelbar 
zeigt, in Strenge für beliebige Amplituden Gültigkeit hat. 

Die Wurzeln der G1. (100) sind bereits von Herglotz studirt 
worden, auf dessen Arbeit wir dieserhalb verweisen. Es giebt 
wieder unendlich viele Wurzeln, die aber nicht mehr rein imaginär 
sind, sondern einen negativen reellen Teil haben, sowie eine rein 
reelle. Letztere Wurzel ist diejenige vom kleinsten absoluten Be- 
trag: B — — 2,34. 

Wir fügen noch das asymptotische Gesetz für die Wurzeln von 
groBem absoluten Betrage hinzu. Gl. (100’) künnen wir nach Di- 
vision mit B* schreiben : 

ps 
el= £a, 
wo die nicht hingeschriebenen Glieder klein sind, da sie negative 
Potenzen von 8 enthalten. Machen wir nun für 8 den Ansatz 
B = 2ixm+h+ik, wo |h| und |K| als klein gegen |m| voraus- 
gesetz werden, so ergiebt sich 


e* cos k — nr e"* sin k — + Brm+ +, 


also näherungsweise, wenn À und # sowie alle nicht hingeschrie- 
benen Glieder gegen m vernachlässigt werden : 


1) Man beachte, daB die bei Herglotz mit z bezeichnete GrôBe bei uns der 
GrüBe —$ entspricht. 


zun Elektronentheorie. 439 


À 2x m 2axm EL 4 
ee = - B h = —log —— B k — 9? 
womit sich für die grofen Wurzeln unserer Gleichung das fol- 


gende asymptotische Gresetz: ergiebt: 


B = —log +  — ni. im Limes für m = +0co 


Ueber die Beziehung des so erhaltenen Spektrums zu den- 
jenigen der Optik ist dasselbe zu sagen wie unter à). 


Seismische Registrierungen in Gôttingen, 
Juli bis December 1903. 


Von 
Dr. G. v. d. Borne. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 23. Juli 1904 von Herrn E. Wiechert. 


Die vorliegende Zusammenstellung enthält die Verarbeitung 
der Seismogramme, welche im Gôttinger geophysikalischen Institute 
im 2. Halbjahr 1903 gewonnen wurden; in dauernder Thätigkeit 
befand sich während dieser Zeit nur ein astatisches 1200 kg- 
Pendel nach Wiechert und demgemäf fanden auch nur dessen 
Aufzeichnungen Berücksichtigung. Es konnten dabei erhebliche 
Vorarbeiten benutzt werden, welche die Assistenten des Institutes, 
Herr Dr. Lincke und besonders Herr Schering ausgeführt hatten. 

Die Bestimmung des Ganges der Uhr, welche die Zeitsignale 
liefert, ist bis zum October von Herrn Lincke, später von 
Herrn Schering ausgeführt worden. 

In den Tabellen wurden von mir nach Besprechung mit Herrn 
Prof. Wiechert die folgenden Signaturen benutzt: 

Für die Bezeichnung des Charakters der einzelnen Beben: 


v — Terrae motus vicinus — Nahbeben (Heerd weniger 
als 1000 km entfernt) 

T= remotus — Fernbeben (Heerd 1000— 
5000 km entfernt) 

M ms 00 ultimo remotus — Sebr fernes Beben 


(Heerd über 5000 km entfernt). 
Der Stärkegrad der Beben wurde wie folgt gekennzeichnet: 
Beben, welche eben merklich, durch I, 
solche die auffallend sind, durch II, 
sehr auffallende durch 1II. 
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LieB sich der ,Charakter“ eines Bebens nicht feststellen, 80 
erhielt dasselbe nur eine ,Gradnummer“. 

Für die einselnen Phasen benutze ich folgende Signaturen : 
— undae primae — erste Vorläufer 
= , secundae — zweite Vorläufer 
= , longae — Hauptbeben 
= maximae — GrüBte Bewegung während des 

Hauptbebens und zwar 
in der Nordsüdcomponente 
ë in der Ostwestcomponente. 
— coda — der Schluf des Bebens. 
=  , finis — Erlôschen der sichtbaren Bewegung. 

Es werden zwei Arten des Beginnens einer seismischen Be- 
wegung überhaupt oder einer Erdbebenphase unterschieden : 

I = impetus = ,Einsatz“ — plôtzlicher Beginn. 

E — emersio — ,Auftauchen,“ — langsames Anwachsen 
der Amplitude von unmerklich kleinen zu 
merklichen GrôüBen. 

Durch zweckentsprechende Verwendung dieser beiden ,An- 
fangssiegel“ teils allein, teils in Verbindung mit den ,Phasen- 
siegeln“ lieBen sich alle Beben in den Tabellen kurz schildern, 
darunter auch solche, bei denen die übliche schematische Einteilang 
unmôglich war. 

Unter T ist die Periode (doppelte Schwingungszeit) der Erd- 
bebenwellen in Sekunden (*) verzeichnet, unter À, und unter 4, 
die Amplituden in der Nord-Süd- bezüglich der Ost-West-Compo- 
nente, gerechnet von einer Seite zur andern; als MaaBeinheit für 
diese wurde das ,Mikron“ (“) — 0,001 mm benutzt. 

Entsprechend den Verhandlungen der 2. internationalen 
seismologischen Conferenz (1903) wurden die Zeitangaben in mitt- 
lerer Greenwicher Zeit gemacht, und zwar gezählt von Mitter- 
nacht zu Mitternacht. 

Erscheinen Einzelheiten unsicher, so sind dieselben in Klam- 
mern (}) gesetzt. 

Bei einer Anzahl von Beben liefen sich mehr oder minder 
sichere Vermutungen über den Ort des Heerdes machen, da sie 
zeitlich mit gefühlten Beben zusammenfielen. Die Anwendung der 
von Laska') gegebenen Anweisung zur Berechnung der Entfer- 


1) W. Laska, Über die Berechnung der Fernbeben, Nr. XIV der neuen 
Folge der Mitte, drr Erdbeben Kommission der K. u. k. Akademie d. Wissen- 
schaften in Wien, Wien 1903 und Sieberg, Handbuch der Erdbebenkunde, 
Aachen 1904. Seite 295 ff. 
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nung des Epizentrums führte in den meisten Fällen zu überein- 
stimmenden Ergebnissen. 
Es wurden dabei die folgenden Bezeichnungen gewählt: 
À, für die Entfernung des gemeldeten Heerdes von Gôttingen 
4, für die nach Laskas Anweïisung berechnete Entfernung. 
Mikroseismische Pulsationen konnten an allen Tagen beob- 
achtet werden. In der über dieselben gegebene Tabelle wurde 
die folgende Stärkeskala gebrauchit. 


Gradnummer Durchschnittliche Maximalamplitude 
I 0“ — 0,5“ 
II 0,5 — 1 
III 1, —2# 
IV < 24 


In zahlreichen Punkten ist die Deutung der Seismogramme, 
vor allem, wenn es auf eine kurze Charakterisierung ankommt, 
sebr abhängig von dem persônlichen Ermessen des Bearbeiters. 
Dies gilt in erster Linie für die Feststellung der Periodenlänge 
in dem meist groBen Gewirre der Bewegungen, sodann für die 
Ermittelung der Amplituden, vielfach aber auch für die Beur- 
teilang der einzelnen Phasen eines Erdbebens. Sie ist deshalb 
nicht frei von Willkür und aller Voraussicht nach auch nicht frei 
von Fehlern in den Einzelheiten. 
Eine Zusammenstellung nach Art der folgenden wird also 
nicht mehr bieten kônnen, als eine erste oberflächliche Orientierung 
über die reiche Mannigfaltigkeit der Einzelheiten, welche die 
Diagramme zeigen. 
Auf der beigegebenen Tafel sind Teile einiger besonders interes- 
santer Diagramme wiedergegeben und zwar 
in fig. 1: Anfangsteil von Beben No. 6 Juli 11. erste Minuten- 
marke — 121 22 58: 

in fig. 2: Sinuswelle aus C von Beben No. 14, Juli 27; erste Mi- 
nutenmarke — 11! 4" 44° 

in fig. 3: Anfangsteil von Beben No. 11, August 11; erste 
Minutenmarke — 4! 36 22° 

in fig. 4: Anfangsteil von Beben No. 12, August 13; erste 
Minutenmarke 16" 58" 24° 

in fig. b: Pulsationen vom December 8. Ausschnitt aus dem Dia- 
gramm zwischen 83" und 8. | 
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Uebersicht über die Intensität der Mikroseismischen 
Pulsationen zu Gôttingen. 1904 Juli 5—-December 81. 
(Vgl. Seite 442). 


20 Monat 

ä Juli | August September | October | November | December 
1 I ne | I I IT 
2 I I I : II 
3 I I Il II II 
4 | I III IL II 
B I L I III I II 
6 I I I III I IT 
7 I if I III I IV 
8 I I I II EU RE: 
9 I I II II II IV 
10 . I IL TII II IV 
11 I I I III IT III 
12 I I II di Il IV 
13 I I TI III II III 
14 I I L IT II III 
15 ï I II III IL 
16 I I I II II III 
17 I I 1 II I III 
18 I Il L I I III 
19 I I d Ï I j 
20 I I É I II II 
211 TI I IL I IV III 
22 1 ] 1 I IV IV 
23 1 I 1 I III 1V 
24 I I 1 1 II] II] 
25 L I 1 III II II 
2% | I 1 I LL II 1h 
97 L 1 I Il III II 
28 I II lé II III IIL 
29 I Il I Il III lil 
30 I Il 1 Il Il ll] 
31 I RERIT II TI 


Ueber eine GauB’sche Reihe in verschiedenen 
Theilen ihres Convergenzgebietes. 


Von 


J. Thomae. 


Dem Vorsitzenden Sekretär eingereicht am 10. September 1904. 


Bekanntlich braucht eine Function f(2) von der Form 
fe) = p,()+ pe) ++ pale) +: 


nicht in allen Theilen ihres Convergenzgebietes dieselbe ana- 
lytische Function darzustellen, wenn y,(z) nicht die mt° Potenz 
eines linearen Ausdruckes in + ist. Wenn aber nicht bemerkt 
worden zu sein scheint, daB bhierfür schon Gau$ ein schônes 
Beispiel gegeben hat, so liegt das wohl daran, da er die Gebiete, 
in denen seine Entwickelung verschiedene analytische Functionen 
darstellt, nicht angegeben hat. 

GauB beweist nämlich im Band III seiner gesammelten Werke 
auf Seite 226, daB die drei Reïhen 


F(e, B,a+B+4, 4z(1—e), F(2a,2p,a+p++, 2), 
F(2a,2B,a+B+#, 1—2) 


derselben Differentialgleichung zweiter Ordnung genüge leisten, 
und beschäftigt sich dann mit der Auflüsung der Paradoxie, zu 


der er gelangt 
Fa,2h,a+p+4,e) = F(2a,2h,a+B+4, 1—2). 


Die zweite und dritte Reihe sind analytische Functionen im ganzen 
Gebiete ihrer Convergenz, und es haben diese Gebiete ein Stück 
gemein. Die erste Reihe convergiert, so lange 


abs z.abs(1—2) < } 


30« 
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ist, also im Innern einer Lemniscate, die die Puncte 0, 1 zu Brenn- 
punkten, und den Punct ; zum Knotenpuncte hat. Wir wollen 
den Theiïil der Lemniscate, der den Punct O im Innern enthält, 
das Gebiet I, den, der den Punkt 1 enthält, das Gebiet II nennen. 
— Im Gebiet I hat der Ausdruck für 4*2*(1—2)" 


4? gt — n 4 21+1 + n,412+? 2 "; An gn+s + 2 


auch dann einen Werth, der absolut genommen kleiner als Eins 
ist, wenn darin z durch absz ersetzt wird. Es läft sich deshalb 
die erste Reihe in diesem Gebiete in eine Reïhe umsetzen, die 
nach Potenzen von z fortschreitet, und es folgt daraus, da in 
diesem Gebiete die erste Reïhe gleich der zweiten ist. 

Im Gebiete IT ist dies nicht mehr der Fall. Dort läft sich 
vielmebr die erste Reiïihe in eine Reihe umsetzen, die nach Po- 
tenzen von 1—z fortschreitet, und es ist deshalb in diesem Ge- 
biete die erste Reïhe gleich der dritten. 

Die erste Reihe stellt daher im Gebiete I eine bestimmte 
analytische Function dar, die durch die zweite Reihe definirt 
wird. Im Gebiete II aber stellt die erste Reihe nicht die ana- 
lytische Fortsetzung der ersten Reihe, sondern, wie man hier 
wohl nicht unpassend setzen kann, nur einen Bestandtheil dieser 
Fortsetzung, nämlich die durch die dritte Reïhe definierte ana- 
lytische Function dar. 

Für die Jacobi’schen GrôBen 


K = ka F(4,4,1,4) K'= }xFr(kt1,#? 
folgt hieraus, da8 die Reiïhe, wenn £° als Variabele angesehen wird, 
1zF(G,1+,1,4K%") 
im Gebiete I die GrôBe X, im Gebiete II die GrôBe X' darstellt. 


Wirkung electrischer Schwingungen 
in optisch activen Kôrpern. 


Von 
W. Voigt. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 23. Juli 1904. 


Alle Medien von einer physikalischen Symmetrie, welche durch 
Inversion in einander übergehende Koordinatenkreuze ungleich- 
werthig macht, haben die Eigenschaft, daf in ihnen ein (an sich 
rotationsfreies) Vectorfeld von polarem Character ein solches 
von axialem erregen kann und umgekehrt. Insbesondere sind hier 
zwischen den Komponenten X, Y, Z eines polaren und denen 4, B, C 
eines axialen Vectors lineäre Beziehungen von der Gestalt 


X — a, A+a,B+a,cC, ….. 


môüglich, deren Specialisirung für alle Krystallgruppen ich an 
einer andern Stelle angegeben habe ‘). Auch für isotrope Kôrper 
kôünnen derartige Beziehungen in der vereinfachten Form 


X = aA ent =D} Ze ac 


Gültigkeit besitzen, wenn in ihnen zwar entgegengesetzte Rich- 
tungen, nicht aber entgegengesetzte Drehungen gleichwerthig 
sind, — ein Symmetrieverhalten, das sich bekanntlich in der 
optischen Activität dieser Kürper (die man vielleicht als pseudo- 
isotrop bezeichnen künnte) anschaulich äufert. 

Andere, als optische Singularitäten, die den speciellen Sym- 
metrieeigenschaften entsprechen, sind bei jenen Medien bisher nicht 
aufgefunden worden. Da indessen die optischen Erscheinungen 


1) W. Voigt, Gütt. Nachr. 1903, p. 188. 
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auf electromagnetischen Vorgängen beruhen, so ist es wahrschein- 
lich, daB diese Kôrper auch electromagnetische Wirkungen im 
engern Sinne des Wortes (d. h. solche, die sich mit rein electro- 
magnetischen Hülfsmitteln beobachten lassen) zu äuBern vermôügen, 
die auf ihren eigenartigen Symmetrieverhältnissen beruhen. Ins- 
besondere müssen gemäB den Formeln der electro- 
magnetischen Lichttheorie in pseudoisotropen Me- 
dien electrische Schwingungen in irgend einer Rich- 
tung magnetische Schwingungen in derselben Rich- 
tung erregen. Die Entwickelung der Theorie derselben und 
die Beschreibung einiger Versuche, die zu ihrem Nachweiïse unter- 
nommen worden sind, bilden den Gegenstand dieser Abhandlung. 


L Theorie. 
a) Es bezeichnen, wie in der früheren Arbeit, 
K(X, Y,Z) die electrische Feldstärke mit ihren Componenten, 


R(4,B,C) , magnetische ÿ Er , 
R(£, 9,8) die electrische Polarisation , , À 
R(A, B,C) , magnetische 5 f 


” n 
R,(Æ,, Ds Br), k = 1, 2, die auf einzelnen Electronenschwingungen 
beruhenden electrischen Theilpolarisationen; 
v ist die Lichtgeschwindigkeit im leeren Raum, 4,,b,, d,,e,, sind 
Konstanten. 


Für einen einaxigen activen Krystall, dessen Hauptaxe in 
die Z-Axe fällt, lautet dann das von mir aufgestellte und von 
Herrn Drude gedeutete Erklärungssystem der optischen Activität: 


: Er 0 =. 

@) où Er 
M) do 77 5) a 

(2) D et PONT NL EN et 
oZ, OX  ,O0Ù 

(3) k+as, ha thor = €,X,. 


Dabei sind die Parameter a,, b,, d,,e, in den Gleichungen für Y, 8 
resp. #,,%, dieselben, in denjenigen für © und für 8, aber 
andere, was durch die Bezeichnungen a, b;, d,,e, in den letzteren 
angedeutet werden soll. 

Für periodische Vorgänge ist 
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dglôt = ip/®, 
wobei r — 2#8 die Periode begeichnet. 
Wir wollen den Fall näher untersuchen, 
daB der Zustand aufer vontunds# 
aur von # — Ÿ2'+y abhängt. Be- 
zeichnet man dann gemäB Fig. 1 die 
Komponenten von ÆX und R nach der 
Richtung von n resp. mit N und G, die 
normal dazu in positivem Drehsinn um 
die +Z-Axe wirkenden mit P und F, 
so nehmen die Formeln (1) die Gestalt an 


: or 
iN = rue, 


oG ôcC 


- 


on n 
( ARE 
16 = +u pe 
; 0N ‘97 
=); 
| 0 PM 0 
3C — vo (5 +s 2) Comp.vonÆ. 


Fig. 1. 
Für die Komponenten B,, N,, 8, der 3 


Theiïlpolarisation 8, liefern die Formeln (3) bei Einführung der 
Abkürzungen 


5a,  b, ia)  b, 
(6) 1+ = cn Mer MU 1++ ni 
- " 
(6) R, D, + + AN CDD . de 
BD+ TG = eZ; 


hieraus folgen für die electrischen Gesammtpolarisationen nach (2') 
die Ausdrücke 


R+i TO = Nas, BH = Pa, 


! 
RTE 174! 


(7) 
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wobei gesetzt ist à) : 
ENT Ra L gi 
55 EH = #8, 


1+23- = 4, 1+37 = 4". 


In gleicher Bezeichnung und bei Beschränkung auf die Glieder 
erster Ordnung bezüglich der Activitätsconstanten d liefert (2°) 
für die magnetischen Gesammtpolarisationen 


(@) 


(9) Ze 


In Gliedern erster Ordnung ist hiernach G, %, € mit G, F,C 
zu vertauschen. 
Durch Elimination von G,F,C aus (1) resultirt das System 


ô {ON à Ô 
Na+vo (55-52) = 2v8 27, 
dE vr dE 
02 ‘on =) 
Ô Es = 1 (FE 2] 


On \0z ôn n\0z Oôn 


oN NZ 
(10) Pa+vS ( — 208 +0(0+0) 5€, 


1,293 NS (OP PRE 
Za-ve"| = 0040) (+). 

Diese Beziehungen verknüpfen P mit N und Z mit Hülfe der 
Activitätskonstanten Ô und d', derart, daf das Auftreten jeder 
einzelnen der beiden Komponentengattungen, die bei verschwin- 
dender Activität von einander unabhängig sind, jetzt die andere 
nothwendig macht. Insbesondere erkennt man, daf eine parallel 
der Z-Axe stattfindende electrische Erregung in dem (zunächst 
unbegrenzt gedachten) activen Kürper eine Komponente P, und 
damit eine rotatorische electrische Schwingung um die Z-Axe 
hervorruft, wie eine solche in unactiven Medien eine zur Z-Axe 
parallele magnetische Erregung begleitet. Ihr Auftreten ist der 
Ausdruck der S. 468 erwähnten Thatsache, daB in dem activen Kôrper 
eine electrische Schwingung eine ihr parallele magnetische bewirkt. 

Handelt es sich um die Erregung eines im Endlichen be- 
grenzten activen Kôrpers, so kommen zu den Formeln (10) noch 
die Grenzbedingungen, welche verlangen, daf die tangentialen 
Komponenten der electrischen und der magnetischen Kraft stetig 
durch die Grenze gehen. 


1) Die à haben bhiernach jetzt eine etwas andere Bedeutung, als in der 
früheren Arbeit. 
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Wir beschränken uns im Weiteren auf den Fall, daf der 
active Kôrper durch eine Rotationsfläche um die Z-Axe begrenzt 
ist, und wollen die Rechnung insbesondere für eine Kugel um den 
Coordinatenanfang durchführen. Bezeichnet r den Radiusvector 
nach dem Coordinatenanfang, so lauten die Grenzbedingungen 
zunächst 


in AP M-Nco(sr)-(Z-Z)co(mr) = 0 
A ue echo Do) 


dabei ist nach (9) und (4) 


1 ONTAOZ\ PO 
SA Cr ee 


| oP gra 


(12) G Des ep: 


OP =) ] 
on ñn l 


C=i [vo (SE + — F 
Was die periodische Erregung der Kugel betrifft, so stellen 
wir uns vor, die Kugel befinde sich mit ihrem Centrum in einem 
Schwingungsbauch eines den ganzen Raum erfüllenden Systems 
ebener stehender electrischer Wellen, und nehmen den Durchmesser 
der Kugel als klein neben der Wellenlänge an. Für die erregende 
Welle setzen wir demgemäB zunächst 


Z, = Mocosat cos Bx, 


wobei &« = 1/9 — vB ist, unter v, wie oben, die Lichtgeschwindig- 
keit im leeren Raume verstanden. Für das Bereich der Kugel 
dürfen wir dann nach der Annahme, daB der Kugelradius klein 
gegen die Wellenlänge ist, schreiben 


(13) Z, = Mocos at. 


Ein solches stehendes electrisches Wellensystem erregt nach 
den für den AuBenraum specialisirten Gleichungen (1) im Allge- 
meinen auch magnetische Schwingungen; indessen sind dieselben 
am Orte der Kugel ersichtlich von verschwindender Amplitude 
und dürfen daher vüllig aufer Betracht bleiben. 

Bei einer Kugel von verschwindender Activität (0 — 0, d’ = 0) 
müfte nach Symmetrie die rotatorische electrische Kraftcompo- 
nente P gleich Null sein; bei wie in Wirklichkeit immer äuberst 
kleinen Ô und 0’ wird P als klein von erster Ordnung betrachtet 
werden dürfen. 

Die erste und dritte Gleichung (10) und ebenso der Ausdruck 
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(12') für F enthalten P nur in Gliedern zweiter Ordnung. Es° 
entspricht den oben eingeführten Vernachlässigungen, diese Aus- 
drücke zu streicben. Hierdurch separiren sich die Variabeln NN, Z, 
P in einer bemerkenswerthen Weise. Die erste und zweite Glei- 
chung (10) mit der zweiten und dritten Grenzbedingang (11) ent- 
balten nur N und Z und bestimmen die Erregung der inactiv 
gedachten Kugel; die zweite Gleichung (10) und die erste und 
vierte Grenzbedingung (11) gestatten aus den zuvor berechneten 
N und Z die für die Wirkung der Activität characteristische 
Componente P zu bestimmen. DemgemäB zerfällt die Lôsung un- 
serer Aufgabe in zwei vüllig getrennte Theile. Bei ihrer Be- 
handlung wollen wir den in Wirklichkeiït stets sehr kleinen Unter- 
schied, zwischen 4 und 4’ ignoriren, also 4’ mit 4 vertauschen, 
d. b., dem ersten Problem eine isotrope Kugel zu Grunde legen. 
b) Die Gleichungen des ersten Problems lauten dann nach 
(10), wenn man kurz v'/4 — «" setzt, 


N+oto (St SE) = 0 
(14) 0#\0sz ôn 
Ze n|e (PrNez) MEN No 
è ôn \dz =) 0e OÔôn)] 


dazu kommen die Grenzbedingungen, die sich bei Einführung der 
im Meridian senkrecht zum Radiusvector r stehenden Componente 
(s. Fig. 1) 

(15) Ncos(s,r)— Zcos(n,r) = T 


schreiben lassen 


T, = T,, 
(16) ON. 02, "YON, l'aZn 
ds .OnmIN OZ ES On 
Aus (14) ergiebt sich leicht 
N, 422 0, 


und die Benutzung dieser Formel reducirt (14) auf 


N+ov CARTE 28 Gr+)] = 0, 


On \On 
(17) . 
“Z,#2Z, 102 
Ci Aer Ton tn re ri ls L 


Man genügt diesen Bedingungen bekanntlich durch die Ansätze 


Wirkung electrischer Schwingungen in optisch activen Kôrpern. 473 


(o] 011 Ô 011 
wobei gelten muf 

0 2 a2 LE. 
(19) rs (I1+&@ 9 AI) = 0. 

Für den äuBeren Raum ist &© — v, und wir setzen 
ÿ il d 
@0) DR es 
p'II, +AIL = ©. 


Eiïnen Ausdruck für ZZ, der im Unendlichen (wie nôthig) ver- 
schwindet und auch endlich bleibt, wenn die Schwingungsperiode 
unendlich groB wird, also unendlich kleine Werte des Parameters 
p in Frage kommen, ist 
(1) TT — _ L 
Dem durch (13) bestimmten Z, entspricht dabei eine Function IL, 
gegeben durch 
(22) IT, = mit ZT 
und die vollständige Lôüsung im äuferen Raum wird durch II, + II, - 
dargestellt. 

Für den Innenraum der Kugel setzen wir 


wo — 1/q und 
Q'IT,+ AIT, — 0 
und genügen dem durch die Reïhe 
3 œ. l ÿ r? gr“ g'r° à: ) 
ce mn, = (1- Cable O0 
Die beiden Coefficienten »#% und {, die Producte aus Constanten 
in cos at darstellen, bestimmen sich durch die Grenzbedingungen 
(11*°), die für die Kugeloberfläche, d. h. für r = r gelten. 
Für die Tangentialkomponente 1’ der elektrischen Kraft ergiebt 
sich aus (18) 
2 AT ON 
(25) n 1 . (u és) 
zugleich folgt aus denselben Formeln und aus (19) 


ôN 0Z à bus q On) 
Drane de Al ie on \ ôn 


Ô Pre Il 


(23) 


il 


(26)} 
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Die Grenzbedingungen werden also zu 


2 _ oGL FT) 


Ô ô 
(27) a me Me aime + Ph 
E ( ae Ô { Ô(H+H)\. 
or (on) — or ( on }: 


da aber alle II nur > enthalten, so giebt dies einfacher 


EprA O(, +1) 
2 a. 3 a 0/7 
2 ôr P ôr | 


SE 2 (II, + II 2) 
or ôr }  Ôr Ôr 
Durch Einsetzen der Werthe (21), (22) und (24) erhält man hieraus 
air DATANT 
nr 10 * 280 + ) 
— p’(m(cospr+prsinpr)+1Z7r*), 


17° gr Br 
3 (1- B 7 280 +.) 


= —m((l—p'r?) cospr+prsinpr)+2Z rs. 


(28) 


Wir beschränken uns sogleich auf den Faill, daB hôhere Potenzen 
von pr und g”, als die zweïite, neben Eins vernachlässigt werden 
kônnen, und schreiben demgemäf 


q'ir® gr as æ 
(-) = »(nf+8) +427) 
21r° gra L p'r° we. 
rs (1- B ) = -m 5 )+2r; 

hieraus folgt für ! and » in gleicher ST 
: Drepp'r pr 
AE Eos ge 2 a et 9) 
8 (] "s 
= EP Z,(6+p° ) 
: re es pr pr? 
me(+ SE )+2r fe +) 


= 7 Af (1 ie a) - (1 c Se ]: 


was sich noch in verschiedene Formen bringen läBt. 


(30) 


(31) 
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c) Die Gleichungen des zweiten Problemes lauten nach (10) 
und (11) bei Benutzung von (12) und einer kleinen Umformung 
0 Pavé Por. à (&) 


3 a1 PIRE + (Em 
P+ato (Si + on \n 


(82) 
v ÔN 02 
= 5 (05 -0+05), 
G9 PE, FT) L ,(Nz8-Znd)o. 


Dabeïi sind für N und Z die aus dem ersten Problem folgenden 
Werthe einzusetzen. 
Nun ist 11, durch (24) gegeben; aus diesem Ausdruck folgt 


Lean: or 
Sn, di (: 5j 
somit also nach (18) 
LU IlL Lines 
; RS nr TE 
Fos DE DT ns Let) 
St HAN on JL 26 10 


Hiernach nimmt (32) die Gestalt an 


1/09 Pafuor P: TE 
P+oto (Si Le on* = 
(85) $ 
— —357 (68+4d)lgn — —kn, 


wobei 4 eine Abkürzung ist, 
Im Aufenraum gilt dieselbe Gleichung, nur ist 4 mit Null 
und © mit v zu vertauschen. Setzt man 


(86) P, — —kn+0,, P, = Q,, 
so kann man den Gleichungen genügen, indem man 
(37) Q — 0®D/jon 
und 
(38) p'D,+AD, — 0, qg'b,+AE, — 0 
macht. Dabei sind wie früher 
Te JE Be 
(39) dE 9 1 gr gr re) 
Are #( mob 20 | 


Lüôüsungen der Formeln (38). 
Kgl. Ges, d. Wiss. Nacbriohten. Math.-phys. Klasso 1904, Heft 5. 34 
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Da es sich in dem vorliegenden Problem um die Bestimmung 
von lauter GrüBen handelt, die als sehr klein erster Ordnung 
gelten, so kôünnen wir uns bei der Bestimmung der Factoren x 
und y, die analog, wie oben "» und ?, Producte aus Constanten in 
cos at sind, auf die erste Annäherung bezüglich der kleinen 
Zahlen pr und gr beschränken. Dies kommt darauf heraus, daf 


die Northo Dh Dre of), ne 912 


t 


lt — qgp°Z,/2(j +2p”) benutzt werden. Eine einfache Rechnung 
ergiebt dann 


2vd'q1r° 2v0" q°l 
——., g EE —3r- "5 T. 
Das Resultat, das, als der Beobachtung eventuell zugänglich, 
das grôBte Interesse verdient, ist der hieraus folgende Werth für 
die im AuBenraum erregte circular um die z- Axe schwingende 


elektrische Kraft P,. Man erhält aus (36) und (37) 
(41) P, = 0 Jon — —hn/}r:. 


Um von der GrüBenordnung, die P, bei erreichbaren Werthen 
von Z, annehmen kann, eine Vorstellung zu erhalten wenden wir 
den Ausdruck (40) auf den Aequator der erregten Kugel an, 
setzen also 


(40) ve 


n. drap 
42 Pret rl, 
( ) a g’+2p° 0 
Dabei ist nach (20) und (23) qg°/p° — v’/w? — 4, d.h. gleich dem 
Quadrat des Brechungsindex, das für so lange Wellen, wie hier 
vorausgesetzt, mit der Dielectricitätskonstanten identificirt werden 
kann. Demgemäf kônnen wir schreiben 
(43) FR 


4 vo Se 0 4 


#2 

Die von mir durchgeführten Beobachtungen an Quarz haben 
die Verhältnisse 0/9, 0/9, geliefert,!) wobei 9, die Wellenlänge 
von Na-Licht bezeichnet. 6/9, fand sich gleich 3,5.107°, d’/9, 
sehr viel kleiner. Bei isotropen Kürpern ist d — 0”. 

Wir wollen, um die GrüBenordnung von P, zu schätzen, ein 
isotropes Medium voraussetzen, das die grüBere der Quarz- 
constanten besitzt, also d — 3,5.8,.107% setzen. Nehmen wir 
noch 4/(4 +2) rund — 0,6 an, so haben wir abgerunuet 


1) W. Voigt. Gôtt. Nachr. L c. 
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Lu tnt” 
Ÿ À 


(44) P, = 2,10 Z,, 
unter À die Wellenlänge der erregenden electrischen Schwingungen 
im leeren Raum verstanden. 

Dies P, mag in einer dem Kugeläquator sehr nahen Rolle 
von a Windungen inducirend wirken, dann ist die in der Rolle 
erregte electromotorische Kraft S 


(45) E — 4105. am 272, 


wobei 2r Z, — e die electromotorische Kraft 
(resp. die Potentialdifferenz) der erregenden 
Schwingung auf der Strecke des Kugeldurch- 
messers darstellt. Ist À — 10‘, so ist #,/9 
— 6.10° und für r — 4 erhält man rund 


(46) E = ae.10, # 
Für den wohl erreichbaren Fall, daB e — 2.10* ol || 


Volt ist, ergiebt sich bei a — 200 der Werth 
E — 4.10 Volt, — also ein auBerordentlich | 


kleiner Betrag. 


I. Beobachtungen. ul 
Wenngleich nach dem Vorstehenden die il 
von der Theorie geforderte Wirkung sehr u 
klein ist, so schien es mir doch wünschens- 
werth zu sein, einen Versuch zu ihrem Nach- 
weis zu machen; die Fortschritte in der 
Technik der electrischen Schwingungen, welche 
die letzte Zeit gebracht hat, lieBen das Problem 
immerhin nicht ganz hoffnungslos erscheinen. 
Die Herren Dr. Bose und Dr. Reich von 
dem hiesigen physikalischen Institut haben 
mich bei diesen Experimenten mit ihren Er- 


fahrungen unterstützt. il 
Ueber die schlieflich benutzte Anordnung a 
giebt die nebenstehende schematische Figur Fig. 2 


2 Aufschluf. 
S ist die Sekundärspirale des Inductors, C eine veränderliche 
Capacität, L eine als Funkenstrecke dienende Quecksilberlampe !) 


1) H. Th. Simon und M. Reich, Phys. Zeitschr. 4 p. 368, 1908; G. W. 
Pierse, ib. 5, 426, 1904, Orok. Am. Ac. of Sc. 89. p. 389, 1904. 
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von der in Fig. 3 angegebenen Form; bei letzterer waren, um 
ein gleichmäfiges Brennen und dementsprechend gleichmäfige 
Schwingungen zu erzielen, die 
als Electroden  dienenden 
Quecksilbermenisken sehr 
klein gewählt, was eine Küh- 
lung der betreffenden Stelle 
des Robres durch eine grüBere 
äuBere Quecksilbermasse er- 
forderte. 

K ist ein aus zwei Messing- 
platten von ca 24 cm Durch- 
messer und 8 cm Abstand ge- 

Fig. 3 bildeter Kondensator, in dem 
das Quarzpräparat Q — entweder eine Kugel von ca 2 cm Radius 
oder aber ein regelmäBiger Abschnitt einer sechsseitigen Säule 
von grüBeren Dimensionen, der bei einem nur qualitativen Ver- 
suche statt einer Kugel benutzt werden durfte — eingeführt 
wurde. Das Präparat umgab die flache Drahtrolle ZX, deren 
Windungen und Zuleitungen in einer zu den Condensatorplatten 
parallelen Ebene lagen, und die deshalb durch Schwingungen in- 
folge wechselnder Ladungen des Condensators nicht inducirt wurden. 

Die Zuleitungen führten zu den Electroden eines Schlümilch ‘)- 
Detectors d; die eine enthielt einen Condensator c. Electrische 
Schwingungen in den Zuleitungen setzen bekanntlich den Wider- 
stand dieses Detectors stark herab, so da der erregende Strom 
(aus einem 4-Volt-Accumulator a mit Hülfe eines Regulirwider- 
standes w abgezweigt) deren Bestehen an dem Galvanometer g 
(1 Theilstrich = 3.107 Amp.) durch einen stark vergrôBerten 
Ausschlag anzeigt. 

Die hauptsächliche Schwierigkeit der Beobachtung liegt in 
den von dem primär erregenden System (S, C, L) direct nach 
dem Detector fortgepflanzten Schwingungen. Bei aller Vorsicht 
lie sich nicht vermeiden, da magnetische Kraftlinien die Rolle 
I zwischen den Kondensatorplatten durchsetzten und auch ohne 
Anwesenheit des Quarzpräparates in ihr eine electromotorische 
Kraft inducirten. Wäre der Schlümilch-Detector ein quantitativ 
wirkender Apparat, und wäre die Quecksilberlampe ein sich ganz 


1) W. Schlümilch, Electrotechn. Zeitschr. 24, p. 959, 1903; M. Reich, 
Physik. Zeitschr. 6, p. 338, 1904; M. Dieckmann, ib. b, p. 529, 1904. 
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gleichbleibender Unterbrecher, so würde jene secundäre Induction 
durch die Combination von Beobachtungen mit und ohne Quarz 
eliminiert werden künnen. Aber beides ist entfernt nicht der 
Fall, unmittelbar auf einander folgende Beobachtungen bei unge- 
änderten äufBern Umständen lieferten im allgemeinen stark wech- 
selnde Galvanometerausschläge. 

Die Beobachtungen wurden so angestellt, daf in häufigem 
Wechsel der Kondensator X leer und mit dem Quarz in der Lage 
Axe || Kraftlinien oder Axe + Kraftlinien benutzt wurde. In 
der zweiten Position ist wegen der Verschiedenheit der Activitäts- 
constanten parallel und normal der Axe die obige Theorie nicht 
streng anwendbar, man kann sich aber leicht davon überzeugen, 
daB eine der Formel (45) analoge auch in diesem Fall gelten muf. 

Die optischen Beobachtungen lassen erwarten, daB in der 
ersten Position die Wirkung des Quarzes erheblich geringer sein 
müfte, als in der zweiten; dies Verhältnis trat in der That ge- 
rade bei den Versuchen, wo die stürenden Wirkungen recht herab- 
gedrückt waren, mehrfach ziemlich deutlich hervor. Indessen 
künnen die Beobachtungen keineswegs als abgeschlossen gelten 
und sollen wiederaufgenommen werden, sobald ein Detector von 
sicherer quantitativer Wirkung und ein regelmäfig wirkender 
Unterbrecher zur Verfügung stehen. 


Gôüttingen, im Juli 1904. 


Ueber die Fortpflanzung der Strahlung in disper- 
gierenden und absorbierenden Medien. 


Von 
M. Laue. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 23. Juli 1904 von Herrn W. Voigt. 


Einleitung. 


In zwei Arbeiten ,Ueber die Aenderung der Schwingungsform 
des Lichtes beim Fortschreiten in einem dispergierenden und ab- 
sorbierenden Mittel“ hat Herr W. Voigt') darauf hingewiesen 
und an dem Beispiel eines die Elektricität leitenden Mediums, für 
welches die elektromagnetische Lichttheorie in ihrer ältesten Ge- 
stalt auf die sogenannte Telegraphengleichung führt, weiter aus- 
geführt, daB natürliches Licht beim Durchgang durch ein solches 
Medium seine Schwingungsform ändert; es erscheint wohl denkbar, 
daB diese Aenderung sich auch im Spektrum bemerkbar macht, 
daf z. B. schmale Spektrallinien sich dabei verbreitern. 

Die hier angeregte Frage scheint mir nun von grofem Inter- 
esse für die Strahlungstheorie zu sein, und doch ist meines Wissens 
eine derartige Wirkung von ihr bisher nicht berücksichtigt worden. 
In der folgenden Untersuchung wollen wir daher den SchluB von der 
Aenderung der Schwingungsform auf die Aenderung des Spektrums 
auf rechnerischem Wege ziehen. Doch beschränken wir uns nicht 
auf den Fall der Telegraphengleichung, wir machen überbaupt 
keine specielle Voraussetzung über das Absorptions- und das Dis- 
persionsgesetz. Die einzige Annahme soll sein, da sowobhl der 


1) W. Voigt. Ann. d. Phys. u. Chem. 68, pag. 598, 1899 und Ann. d 
Phys. 4, pag. 203, 1901. 


über die Fortpflanzung der Strahlung etc. 481 


Absorptionskoefficient als der Brechungsindex in dem unten 
näher zu erôrternden Sinn langsam veränderliche Funktionen 
der Schwingungszahl » des Lichtes sind. 

Die Gleichungen, mit deren Hülfe wir den Uebergang von 
der Schwingungsform zur Energieverteilung im Spektrum voll- 
ziehen, entnehmen wir der Arbeit ,Ueber irreversible Strahlungs- 
vorgänge“ von Herrn M. Planck;?) zu diesem Zweck übernehmen 
wir auch die Bezeichnungen dieser Arbeit. Nur verändern wir 
die Gleichungen insofern, als wir an die Stelle der dort gebrauchten 
trigonometrischen Funktionen die Exponentialfunktion mit imagi- 
närem Argument setzen; durch Weglassung des imaginären Teils 
gehen unsere Gleichungen in die von Herrn Planck abgeleiteten 
über. Auf diese Weise wird unsere Rechnung übersichtlicher und 
kürzer. 


$ 1. Die zu Grunde zu legenden Gleichungen. 


Nach Gleichung 5) der erwähnten Arbeit?) setzen wir für 
die elektrische Feldstärke der betrachteten, linear polarisierten 
Strahlung 


œ à (2rvt — #,) 
1) 1 dv Ce 


Hat das Licht dann in einem dispergierenden und absor- 
bierenden Medium die Strecke D zurückgelegt, so ist die Ampli- 
tude C, der Partialschwingung von der Schwingungszahl » durch 


Absorption reduciert auf C,e *D und aufferdem haben die Partial- 
schwingungen infolge der Dispersion gegen einander Phasenver- 
schiebungen erlitten. Ist », der Brechungsindex für die Schwin- 
gungszahl v, und verstehen wir unter v die Lichtgeschwindigkeït 
im Vakuum, so ist nach Zurücklegung der Strecke D die elek- 
trische Feldstärke gegeben durch 


2a) Fee CE Ge 55 ( se +)-®) 


Bringen wir dies Integral auf die Form 


œ (xt — #! 
ti dvC' ne (2rvt — 9!) , 
0 


1) M. Planck. Ann. d. Phys. 1, pag. G9, 1900. 
2) L c. pag 78. 
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2) Ce? =: enr C, ë (e, + nr) 
Diese Gleichung enthält alles, was sich über die Aenderung der 
Schwingungsform aussagen läft. 

Wir fragen nun nach der Intensität der Schwingungszahl , 
zur Zeit t, J{(t). Herr Planck definiert sie‘) als proportional zur 
Energie eines von der Strablung getroffenen Resonators von der 
Schwingungszahl »,, dessen Dämpfungsdekrement @ klein ist gegen 
1, aber doch noch so groB, daB die Zeit des Abklingens einer ein- 
maligen Erregung unmefibar klein ist. Die erste Bedingung be- 
zweckt, den Bereich der Schwingungszahlen, auf welche der Reso- 
nator anspricht, schmal zu machen; denn seine Breite ist von 
derselben GrôBenordnung wie @v,, also hier klein gegen »,. Die 
zweite Bestimmung bewirkt, daf der Resonator eine gleich- 
zeitige Eigenschaft der Strahlung anzeigt. Daf man @ stets 
beiden Bedingungen genügend wählen kann, liegt daran, daB die 
Dauer einer Intensitätsmessung stets auferordentlich viele Peri- 
oden der Lichtschwingungen umfafit. Auf diesem Wege findet 
man die Formel?): 


T0 = fau (min) "*, 


3) 
B, —iY, — LS “dv CCreu Or — un) sin? d,, 
0 
wobei ; s 
4 2 
cotg d, — Marre } 
QVV 


Diese Gleichung bezieht sich auf die Strahlung vor dem Durch- 
gang durch die absorbierende Schicht. Danach gilt wegen 2) die 
analoge Gleichung : 


J'( = [a (8°, — 9°") 774, 


re TES 
BU = [a C, Ce (97 Pr) sins 8, 


2x D 
110, —0,,, + ND — Nytu (9 + Le) 
—. [ ave Cru + AS C, ,u8 | à u à ] sin’ Ô 
0 


1) L c. 8 8 pag. 85—88. 
2) L. c. Gleichung 19 pag. 88. 
38) L. c. Gleichung 18 pag. 87. 


V1 « 


über die Fortpflanzung der Strahlung ete. 483 


Wir wollen hier noch die Bemerkung zitieren, welche Herr 
Planck an diese Gleichung knüpft, da sie für das folgende von 
grüBter Wichtigkeit ist: ,Im allgemeinen werden die Werte von 
Y°, und 8, noch von @ abhängig sein. In diesem Fall kann man 
von einer Intensität der Schwingungszahl », in bestimmtem Sinne 
gar nicht reden. Wir wollen nun für das Folgende die Voraus- 
setzung machen, daB eine jede Schwingungszahl » eine ganz be- 
stimmte, mit der Zeit ,langsam veränderliche“ Intensität J, besitzt, 
unabhängig von der zu ihrer Messung dienenden GrüBe @.“ In 
der Hypothese der natürlichen Strahlung ist diese Voraussetzung 
einbegriffen. 

Schlieflich müssen wir noch eine Bemerkung hinzufügen über 
die GrüBenordnung der in 3) und 4) auftretenden Werte von y, 
für welche VA® +8, resp. VA®" + B{* merklich ist. Wenn J,(f) 
langsam, d. h. in meBbarer Weïise mit der Zeit variieren soll, so 
muf _ eine mefbare Zeit ein. Nach dem oben Erwähnten soll 


1 : L k 
aber GS die Relaxationszeit des Resonators, unmefbar kurz 
0 » 


sein. Also ist 
ov, grof gegen y; 

5) und da @ selbst klein ist, a fortiori 
v groB gegen u. 


$ 2. Diskussion der Gleichungen 3) und 4) für kleine Werte 
yon D. 


Zur Diskussion der Gleichungen 3) und 4) ist zu unterscheiden 
zwischen schnell veränderlichen Funktionen von v, wie es ®, ist, 
und langsam, d. h. in mefibarer Weïse veränderlichen, wie x, und 
n,. Ist D nicht zu gro, so übertragen sich diese Eigenschaften 


4 


auf die in 4) auftretenden Funktionen 


2niD 


ar CHENE + p)) 


eo Cm + #)D on e , 


sodaB für diese bei der Integration nach » (bei der wegen des 
Factors sin’ 6, in 3) und 4) factisch nur Werthe zur Geltung kommen, 
die v, sehr nahe liegen) als konstant betrachten kônnen. 

Um zu übersehen, was wir dabei vernachlässigen, entwickeln 
wir die Funktionen x,,,+%x, und n,v—n,,,(v+u), welche von den 
beiden Variabeln » und w abhängen, in eine Potenzreihe von dem 
Punkt u — 0, » — v, aus; auf dies Wertepaar beziehe sich der 
Index 0. Die Entwicklungen lauten: 
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Hyqu F Hy = 
AL 
Be) +@—v) (G+) pee 
d? 
+u(S) +6 (gx) +. 


1 (10%, 
Mg Fe) REA 


+... 


2x, + 2(v — w,) ( 


NV — Nu (v +u) = 
(9) e-na( 


1 3 (d' (ns) 
ref) 


Bei der Integration nach » in 4) wächst v — », bis zur GrüBen- 
ordnung ev,; denn von dieser GrôBenordnung ist die Breite des 
Bereichs, in welchem sin” 0, merkliche Werte annimmt. Dies geht 
aus der oben mitgeteilten Gleichung für cotg 0, hervor. Betrachten 
wir also die oben genannten Funktionen als konstant, so muñ 


6a) Dler(9x) + 2 o°v (Se ) +. klein gegen 1 
und ebenso 


e] 
6b) Lu Les, HSE) }+ . | klein gegen 1 


dv? 


sein. In beiden Reïhenentwicklungen ist nun aber ein jedes Glied 
der m-ten Zeile nach 5) klein gegen das über ïihm stehende der 
(m — 1)ten Zeile, wenn man ov, für (v—»,) setzt; und daraus folgt, 
daB wir konsequenterweise von den Potenzreihen nur die ersten 


Glieder 2x, und 
d(n,v) dn -) 
Lis ( dv 2) = ” # (», dv 0 


zu berücksichtigen haben. Durch Einfübrung dieser Vereinfachun- 
gen geht aus dem Vergleich von 3) und 4) hervor: 


: — 2#D . n) dv 
Be —IU —=ve 1 (BU Je É 
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ain D set a) 
7) J'O=e AC tr) 


Daraus folgt: Solange die Bedingungen 6a) und 6b) er- 
füllt sind, pflanzt die Intensität der Schwingungs- 
zahl v, sich mit der ,Gruppengeschwindigkeit* fort: 


CRE . 
dn, 

(n, +0 Fe ] 
Die Schwächung durch Absorption ist dieselbe wie 
bei streng monochromatischem Licht. Aenderungen im 
Spektrum treten also nur auf, insofern sie durch die Veränderlich- 
keit von x, und der Gruppengeschwindigkeit mit » bedingt sind. 
Eine Verbreiterung von Spektrallinien ist ausgeschlossen. 

Nun hat Herr H. Wanner!) gezeigt, daf die D-Linien sich 
verbreitern, ja daB selbst ein schwaches kontinuierliches Spektrum 
entsteht, wenn man das von der Natriumflamme ausgesandte Licht 
durch wiederholte Spiegelungen immer wieder durch sie hindurch- 
leitet. Herr W. Voigt”*) führte diese Erscheinung unter Anderem 
auch auf die Aenderung der Schwingungsform beim Durchgang 
des Lichts durch die absorbierende und dispergierende Natrium- 
flamme zurück. Genügt die hier erreichte Annäherung zur Dis- 
kussion dieses Experiments, — und wir werden im folgenden 
Paragraphen schwerwiegende Gründe für diese Annahme finden — 
so fällt diese Erklärung weg. Doch erwächst hieraus keine Schwie- 
rigkeit, da ja Herr Voigt noch eine andere môgliche Ursache 
für diese Verbreiterung angiebt. 

Für die Gruppengeschwindigkeit findet man meist den Aus- 


druck 
“x (© 
da \n, 


angegeben, wobei 7 die Wellenlänge ist. Da letztere in unserer 


Bezeichnungsweise durch — gegeben ist, ist 
8) Qan,v — vq; 
und daraus folgt : 


1) H. Wanner, Ann. d. Phys. u. Chem. 68, pag. 143, 1899. 
2) W. Voigt, Ann. d. Phys. u. Chem, 68, pag. 604, 1899, 
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in Uebereinstimmung mit dem oben gefundenen Wert. 


$ 3. Diskussion der Gleichungen 3) und 4) für grôssere Werte 
yon D. 


Lassen wir D grüBer und grôBer werden, so kommen wir 
einmal an eine Grenze, an der die Gültigkeit der Bedingungen 6), 
oder wenigstens der einen von ihnen, aufhürt, und damit wird 
auch das Resultat des vorhergehenden Paragraphen, die Gleichung 


7), ungültig. Wir dürfen dann die Funktionen Cou t+)D 


(me — nou (+ u)) 

bei der Integration nach » in Gleichung 4) 
nicht mehr als konstant ansehen. Ueber den Zusammenhang von 
B"—1iA/ und 8, —-1:A, läft sich etwas Bestimmtes erst dann aus- 
sagen, wenn wir die Funktionen C, und #, selbst, d. h. die 
Schwingungsform kennen. Diese kennen wir aber nie, alle spek- 
tralanalytischen Hilfsmittel liefern nur J,(t), oder, was dasselbe 
sagt, B—i%, den Mittelwert der in 4) auftretenden Grüfe 


C, RÉ aSe 1). (Bei Bildung dieses Mittelwerts kommen, wie 
schon oben erwäbnt ist, nur solche Werte von v'zur Geltung, die 
nahe bei », liegen). Das Problem ist also zunächst unbestimmt. 
Wir künnen nur sagen, daf im allgemeinen die Aenderung der 
Schwingungsform jetzt auch das Spektrum beeinflussen wird, — 
in Uebereinstimmung mit dem von Herrn Voigt aus der Inte- 
gration der Telegraphengleichung gezogenen Schlus. 

Die Schwierigkeit, vor der wir hier stehen, ist offenbar ganz 
analog der, welche Herr Planck mittels der Hypothese der na- 
türlichen Strahlung überwindet. Für die Energie eines von der 
Strahlung getroffenen Resonators, welcher der oben angegebenen 
Bedingung des ,idealen“ Resonators (nämlich @v, groB gegen u) 
nicht genügt, gilt nämlich:?) 


U, = du, — ia)?" 
9) 3 c 


; J 9, —#, VRATr 1 ‘ 
b,—ia, = Tran. [ dvO, Cu #4 Tr — Yu) sin DV 


1) Siehe für das Folgende M. Planck, Irreversible Strahlungsvorgänge, 
$ 9, pag. 88—91. 
2) 1. c. Gleich 13) pag. 84. 
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Hier ist c die Lichtgeschwindigkeit in dem Medium, in welches 
der Resonator eingebettet ist, 6 sein Dämpfungsdekrement und 


Er AY TEA 
cotg Yy —= 2x 141 ) 
Um U, zu ermitteln, bedarf man zunächst auch der Kenntnis von 
C, und #,, sodaB es unmüglich scheint, die Frage nach U, zu be- 
antworten. 
Herr Planck lôst nan das Problem durch die Annahme, daB 
die Abweichungen der schnell veränderlichen Funktion 


C CG S « (#, A Ÿ'y4u) 


von ihrem Mittelwert 8 —1i% so unregelmäfig sind, daf man 
sie in 9) durch diesen Mittelwert ersetzen kann. Dies ist die 
Hypothese der natürlichen Strahlung. 

Versuchen wir auf demselben Wege weiter zu kommen. Unser 
Problem läft sich formulieren: Wie verhält sich ein ,idealer“ 
Resonator mit vorgeschaltetem Farbenfilter unter dem Einfluf der 
Strahlung? Auch zur Beantwortung dieser Frage mu doch die 
Kenntnis des Spektrums ausreichen. KErsetzen wir also in 4) 


LATE 607 Prin) Jarch 8,—1i%;; so finden wir 
B''—iY/ = (B.—-1iY) < 


2nxiD 


Ê 1} dy Gt) D. 7 (um Ca 2) sin’ 0, 
OV 


>< 


Dann aber ist 8/—1%} noch von @ abhängig, das aufer in 


dem Faktor 


noch in sin” 0, auftritt. Nach dem im $ 1 


0 _ 
Gesagten widerspricht dies dem Begriff der natürlichen Strahlung. 


Diesen SchluB künnen wir noch auf anderem Wege bestätigen. 
Wir stellen die 9) entsprechende Gleichung für die Strahlung 
nach dem Durchgang durch die absorbierende Schicht auf: 


1) L c. G1. 6) pag. 79. 
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U4 — fu @!— io, "# 


b,—ia, = = = ns (EPA LEE CE Bu + Fr) Gin Yy SN Yu 
— jones J 4 Cu RC Se e @% — Du + Yy — Yu) 
re ovi 
2riD 
_ (», D — Nyqu (Y +0) . : 
x € sin y, Sin Yu 


[nach 2)]. Machen wir hier die Hypothese der natürlichen Strah- 
lung für das Licht sowohl vor als nach dem Durchgang durch die 
absorbierende Schicht, ersetzen wir also 


C,Cuune O7 4) Qurch 8° — ie, 
C' Cle ®*— Pi) Qureh 8° — 59°, 


so erhalten wir eine Relation zwischen #/°—:%, und B£—:1,, 
welche noch von 6 abhängt, das ja in y, auftritt. So führt die 
Hypothese der natürlichen Strahlung in Anwendung auf das Licht 
nach dem Durchgang zum Widerspruch mit sich selbst. 


Nun ist die Hypothese der natürlichen Strahlung die not- 
wendige Bedingung für die Gültigkeit des zweiten Hauptsatzes 
für Strahlungsvorgänge. Wir müssen also schliefen: 

Sind die Bedingungen 6) nicht erfüllt, so gilt für 
die Strahlung nach dem Durchgang durch die absor- 
bierende und dispergierende Schicht von der Dicke 
D der zweite Hauptsatz nicht. Kônnte man sie trotz 
der Absorption noch nachweïisen, so wäre es nicht 
mehr môüglich, sie durch ein Spektrum zu charakte- 
risieren, man müBte vielmehr, um ihre Wirkungen zu 
erklären, auf die Wellenform selbst eingehen. 


Untersuchen wir auf Grund der Bedingungen 6) die Chancen, 
diese Grenze des zweiten Hauptsatzes zu erreichen. Der Einfach- 
heit wegen nehmen wir an, daf in den dort auftretenden Reiïhen- 
entwicklungen die ersten Glieder die ausschlaggebenden sind. Soll 
6b) nicht erfüllt sein, so ist 


D der GrüBenordnung nach mindestens gleich HS 
QUE — 5 


Da die Gruppengeschwindigkeit, und damit 
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dn, __ di(n,v) 
D es 


eine langsam veränderliche Funktion von » ist, so ist 


a Fo, PET d _. »v) 
A 
‘ äBive Z d(n,v) 
eine mäfige Zahl. Da a selbst weder sehr groB noch sehr 
. 0 . à 
klein ist, so gilt dasselbe für » Ex 1/u soll eine mefbare 


Zeit sein, wir werden es nicht zu groB wählen, wenn wir es gleich 
10° sec setzen, und den Bedingungen für @ genügen wir, wenn 
wir @ — 10% wählen. Da v — 3.10" cm sec‘, finden wir dann 
für D die Grôfenordnung 10° em; und wir dürfen wohl behaupten, 
daB auf dieser Strecke auch der durchsichtigste ponderable Stoff 
die Licht- und Wärmestrahlung vollständig absorbiert. 

Ist 6a) nicht erfüllt, so ist 


x,D mindestens von gleicher Ordnung wie _ 
er 
In schmalen Absorptionsstreifen kann nun = _. Werte wie 


10° annehmen; trotzdem ist nach unseren Festsetzungen über 9 
Pi ein so kleiner Bruch, daf der Nachweis der so geschwächten 
Strahlung kaum môglich sein dürfte. Immerhin führt diese 
Schätzung zu der schon von Herrn Planck ausge- 
sprochenen Vermutung, dafi man mit den feinen Hülfs- 
mitteln der Optik der Grenze, an welcher der Kon- 
flikt mit dem zweiten Hauptsatz beginnt, erheblich 
näher kommen kann, als mit den verhältnismäfig 
roheren der Thermodynamik. 


8 4 Vergleich mit einem ähnlichen Problem. 


Obwohl mir der im vorhergehenden Paragraphen gezogene 
Schluf durchaus zwingend zu sein scheint, müchte ich ihn durch 
Hinweis auf ein ähnliches Problem noch plausibler machen. 

In einer Arbeit ,Ueber die Natur des weifen Lichtes“ weist 
Herr M. Planck!) darauf hin, da8 man durch fortgesetzte Ver- 


1) M. Planck Ann. d. Phys. 7 pag. 391, 1902. Siehe pag. 398 oben. 
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grôBerung des Auflüsungsvermôügens spektralanalytischer Apparate 
schliefilich mit dem zweiten Hauptsatz in Konflikt gerät. Nun 
ist das Auflüsungsvermügen eines Prismas seiner Dicke propor- 
tional. So sehen wir auch hier, da man durch VergrôBerung der 
Dicke einer dispergierenden Schicht an die Grenzen der Gültigkeit 
des zweiten Hauptsatzes käme, wenn nicht die Absorption vorher 
die Strahlung auslôschte. 

Der hier angewandte Satz läBt sich nun auf eine unserer 
bisherigen Untersuchung ganz analoge Art beweisen. Wir be- 
schränken uns dabei auf den Fall eines Interferenzspektroskops 
(Gitter, Stufengitter oder Lummer’sche planparallele Platte). In- 
terferieren mit einander p Strahlenbündel, ist die Verzôgerung 
des (n+1)ten gegen das erste nu, und ist s" seine relative Am- 
plitude, so sind aus der durch 1) gegebenen Strahlung 


[' dv C, S's" 27» (t— nu) — 8) 
0 
() 


Bringt man das Integral auf die Form 


co ; _—ÿ! 
jl dv C! eCrvt ok 
0 


so erhält man in Analogie zu 2): 
Ce = C,"p(v); 
2") tès re priur 
p(v) 7: Qriuv 
1—se 


Daraus folgt die 4) entsprechende Gleichung 


(6 = J'du (Be — 10°") 27% 
#) 2 . ET A 
BU — Jr g)p (+ a) 0, Qué PT Prmsints, 
wobei o zu @ konjugiert komplex sein soll. Ist das Produkt pu, 


welches das Auflüsungsvermügen bestimmt, nicht zu gro8, so folgt 
hieraus 


7) JE = 1p()F XL (0. 


Sonst aber findet sich hier dieselbe Unmüglichkeit, die Hy- 
pothese der natürlichen Strahlung widersprachsfrei anzuwenden, 
wie im letzten Paragraphen. 
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Die Aehnlichkeit beider Probleme ist nun keineswegs auf die 
Formeln beschränkt, sondern sie liegt im Wesen der Sache. Man 
kann eine dispergierende Platte von hinreichender Dicke auch als 
Spektroskop brauchen, wenn man die zu analysierende Strahlang 
nur kurze Zeit auf sie fallen läft. Ist die Gruppengeschwindigkeit 
veränderlich mit der Schwingungszahl!), so erhält man nach dem 
Durchgang durch die Platte die einzelnen Schwingungszahlen zwar 
nicht räumlich getrennt, wie bei den gebräuchlichen Apparaten, 
wohl aber zeitlich. Das Auflüsungsvermôügen ist offenbar propor- 
tional sowohl zur Plattendicke D, als auch zur Dispersion der 
d(n,v) 
HART , und 
gerade das Produkt aus diesen beiden GrôBen tritt in 6b) auf, 
wenn man sich dort auf das erste Glied beschränkt. In ähnlicher 
Weise liesse sich selektive Absorption verwerten, und zwar wäre 
hier das Auflüsungsvermügen im einfachsten Fall proportional zu 


D os dem Ausdruck, der in 6a) auftritt. 
dv 


Gruppengeschwindigkeit, d. h. im einfachsten Fall zu 


$ 5. Die Aenderung der Schwingungsform. 


Kehren wir zurück zu unserem ursprünglichen Problem, der 
Fortpflanzung der Strahlung durch dispergierende und absor- 
bierende Medien. Von Interesse ist noch die Frage: Kann in dem 
in $ 2 betrachteten Bereich kleiner Werte von D schon eine 
merkliche Veränderung der Schwingungsform eintreten, oder findet 
diese erst statt, wenn D grôfiere Werte annimmt? In letzterem 
Falle wäre es noch fraglich, ob eine Aenderung der Schwingungs- 
form in der Natur tatsächlich vorkommt. 

Bei der Beantwortung dieser Frage kônnen wir uns von vorn- 
herein auf schmale Spektrallinien beschränken, denn nach 7) wer- 
den ja, wenigstens bei veränderlicher Intensität, die Teile des 
Spektrums zeitlich von einander getrennt, also muf bei einem kon- 
tinuirlichen Spektrum auch eine Aenderung in der Schwingungs- 
form auftreten. Handelt es sich aber um monochromatisches Licht, 
treten also in 1) nur solche Werte von v mit merklichem C, auf, 
welche nahe bei », liegen, so darf man in 2a) von der Abhängig- 
keit der Absorption von v absehen und von der Reiïhenentwicklung 


1) Ist sie es nicht, so ist in Gb) der Faktor von D gleich Null, also die 
Bedingung 6b) für alle Werte von D crfüllt. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1904. Heft 5. 3b 
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v—v,) d 
n,v = (n, v), + ( — V) (ee) rai pr (v—: ne ED +. 


alles fortlassen bis auf die beiden ersten Glieder; nach 6) spielt 
das Vernachlässigte für kleine Werte von D keine Rolle; man 
erhält so an Stelle von 2a) 


an (45) fade (- PESP)-2] 


€ 


Man sieht, an zwei Orten, welche um die Strecke 
Es = 
(Te ) 
dv }, 
von einander entfernt sind, ist, von der Schwächung durch Ab- 
sorption abgesehen, der zeitliche Verlauf des Lichtvektors der- 


selbe. Die Zeit, welche zwischen dem Auftreten entsprechender 
Zustände in diesen Punkten vergeht, berechnet es so, wie wenn 


jeder Zustand sich mit Gruppengeschwindigkeit — dr, n,5) fortpflanzte. 


te: 
In dazwischen liegenden Punkten ist aber der zeitliche Verlauf 
des Lichtvektors ein ganz anderer !). 


Ueber das Verhältnis der Strecke —— zu den durch die 
v° v 
1| dv ] 
Bedingungen 6) für D gezogenen Grenzen läft sich im Allge- 
meinen nichts aussagen. Die Aenderung der Schwingungs- 
form kann also schon innerhalb der Grenze auf- 
treten, welche durch die Bedingungen 6) für D ge- 
zogen ist. 


$ 6. Ein Beispiel. 


Einfache Sinusschwingungen waren bisher von der Betrachtung, 
die sich nur auf natürliches Licht bezog, ausgeschlossen. Der 
Satz, daB die Energie sich mit Gruppengeschwindigkeit fortpflanzt, 
gilt aber auch für sie. Denn er läBt sich bekanntlich durch Be- 
trachtung des Schwingungsvorgangs beweisen, welcher durch 


1) Dies Resultat wurde vor kurzem von Herrn A. Schuster auf nur wenig 
anderem Wege abgeleitet. (The propagation of waves through dispersive media. 
Boltzmannfestschrift pag. 569, 1904). 
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Uebereinanderlagerung zweier Sinusschwingungen von nahezu 
gleicher Schwingungszahl entsteht ; und von hieraus führt ein ein- 
facher Grenzübergang zu der einzelnen Sinusschwingang. Der 
einzige Unterschied liegt darin, daB der angeführte Satz hier be- 
dingungslos gilt, da ja derartige geordnete Vorgänge zum zweiten 
Hauptsatz der Thermodynamik keine Beziehung haben. Dies wollen 
wir für den Fall bestätigen, daf die Dispersion durch das Mit- 
schwingen elektrisch geladener Ionen verursachtist. Wir beschränken 
uns dabei auf Gebiete unmerklicher Absorption und übertragen eine 
Ueberlegung, durch welche Herr O0. Reynolds!) den Wert der 
Gruppengeschwindigkeit für die Wellen auf der Oberfläche von 
Flüssigkeiten berechnete, auf dies optische Problem. 

Wären Gruppen- und Phasengeschwindigkeit mit einander 
identisch, so würde während einer Schwingungsperiode durch ein 
zur Strahlrichtung senkrechtes Flächenstück do ebensoviel Energie 
hindurchgestrahlt, wie sich in dem Cylinder befindet, welcher dw 


zur Basis und die Wellenlänge zur Hôhe hat. Beträgt die 


n,v 
Strahlung während einer Periode aber das «-fache dieser Energie- 
menge, so ist die Gruppengeschwindigkeit auch das a«-fache der 
Phasengeschwindigkeit, oder, um es durch eine Formel auszudrücken, 
vs 
_ n,E£E’ 


wenn # die Gruppengeschwindigkeit, Sdo die Strahlung durch do 
in einer Periode und Ædow die Energie ist, welche sich in dem 


Cylinder von der Basis do und der Hôühe — befindet. 


Die Bezeichnungen entnehmen wir Herrn Voigt’s magneto- 
optischen Arbeiten*); es ist also Y die y-Komponente der elek- 
trischen, N die z-Komponente der magnetischen Feldstärke, %, die 
y-Komponente des ,elektrischen Hülfsvektors“ &,°) Nur ersetzen 
wir & durch _—. Die Lôsung des Gleichungensystems lautet 
für eine in der x-Richtung fortschrcitende, in der xe-Ebene po- 
larisierte, ebene Welle: 


1) O0. Reynolds, Nature 16, pag. 343, 1877, siehe auch H. Lamb, Hjy- 
drodynamics, pag. 382, 1895. 
2) Z. B. W. Voigt, Ann. d. Phys. u. Chem. 67, pag. 345, 1899. 


26 à 
3) Für %, gilt: Ÿ%, + bd, — &,Ÿ, wenn wir das Dämpfungsglied fort- 


lassen. 


ae 
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Y = asin av (1— Te } — n,a sin 27v (+- _ } 
œn, \: 
2, = TE r sin 2av (4 — : ve 


= 142 
Daraus folgt 


1 
v 2 
ge 2 J PNA 2 Sas 


Brv 


7. “1 prenss (uit Car DIæe) 


14 4 LA DEL (+ ë, 
S TE ; (+ +26 id nr) = nr EEE: el 
D SE Sas un, 
RTS ë, 
2 (47 b,v') 
Nun ist aber 
an, An” &,b, v° 
RE RS A 0 Ÿ | 
dn, €, 
PRE [+S eh 
also 
ce v 
"PART AT à 
n,+v Fe 
% e. d. 
also w md Diese Verzügerung der Energie 


gegen die eee liegt daran, ‘jus die Strahlung S allein durch 
den Aether vermittelt wird, während zu der Energie E auch die 
Bewegung der Elektronen beiträgt. 


1) W. Voigt. Weiïteres zur Theorie des Zeemannefïektes. Ann. d. Phys. 
u. Chem. 68, pag. 352, 1899, siche besonders pag. 354, G1. 5) und 6). 


Etwas über Tensoranalysis. 
Von 
W. Voigt. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 29, Oktober 1904. 


Daf die Vectoranalysis, die sich in der modernen Electro- 
dynamik als so auBerordentlich nützlich erwiesen hat, in anderen 
Gebieten der theoretischen Physik ungleich weniger leistet, liegt 
zum Theil daran, daB nur selten vectorielle Functionen ein Gebiet 
derartig fast absolut beherrschen, wie das in der Electrodynamik 
stattfindet. Schon in der Mechanik starrer Kürper gesellen sich 
ihnen hôhere Functionen, und in der Elasticitätslehre treten sie 
sogar in den Vordergrund. Eine Uebertragung der Methoden der 
Vectoranalysis auf diese Grüfen ist demgemäB von verschiedenen 
Autoren in Angriff genommen‘). Dabei sind nach Lage des Pro- 
blemes mehrere Wege müglich, und es hat vielleicht die Ausein- 
andersetzung eines, wie mir scheint, von den bisher eingeschlagenen 
verschiedenen Verfahrens ein gewisses [nteresse. 

Im Folgenden stelle ich die wichtigsten Sätze zusammen, 
welche eine Uebertragung der Methode der Vectoranalysis auf 
die den Vectoren unmittelbar folgende hôhere Art gerichteter 
GrôBen — die ich Tensoren zu nennen vorgeschlagen habe —, 
darstellen, und mache von ihnen Anwendungen auf die Ablei- 
tung der Gleichungen für die Rotation eines starren Kôürpers um 
einen festen Punkt und der Grundgesetze der deformirbaren, ins- 
besondere der elastischen Medien. Daf noch hôühere Arten ge- 


1) S. z. B. als Neuestes zu dieser Frage L. Prandtl, Jabresber. der 
Deutschen Math.-Vereinigung, Bd. XIII, p. 447, 1904. Diese Arbeit gelangte erst 
während des Druckes der obigen Notiz zu meiner KenntniB. 

Kgl. Ges. d Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasso 1004 Hoft 6. 36 
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richteter GrôBen in der Physik — und zwar in ihrer freiesten 
Entfaltung in der Krystallphysik — auftreten, habe ich an einer 
anderen Stelle‘) gezeigt; ihre Rolle ist aber bisher keine s0 aus- 
gedehnte, daf man die Methode der Vectoranalysis auf sie auszu- 
dehnen schon Veranlassung hätte. 

Die Bezeichnung, die (insbesondere durch die Encyclopädie 
der Mathematik) gegenwärtig am meisten empfohlen wird”), ist 
einer Ausdehnung der Methode der Vectoranalysis nicht eben 
günstig. Schon die Wahl der Symbole für Vectoren — die 
deutschen Lettern — erschwert eine analoge Hervorhebung an- 
derer GrôBenarten; es charakterisirt vielleicht die in der Electro- 
dynamik vorliegenden singulären Verhältnisse recht deutlich, daf 
es keinen AnstoB erregte, durch die Bezeichnung alle GrôBen, 
die nicht Vectoren sind, in einem bunten Haufen zusammengefaBt 
den Vectoren allein gegenüberzustellen. 

Bei dem allgemeinen Gebrauch, den lateinische und griechische 
Cursiv-Buchstaben gewohnheitsmäBig finden, weiB ich als Symbole 
für die Tensoren nichts Besseres als Current-Lettern (grie- 
chisch oder lateinisch) vorzuschlagen. Im Uebrigen ist zunächst 
eine weitgehende Einführung neuer Bezeichnungen nicht nôthig. 
Ich behalte die a. a. O. empfohlenen Symbole [.] Vectorproduct, 
() skalares Product bei und ergänze sie nur durch das Symbol 
[[.J] für ein Tensorproduct, zu dessen Wahl ich schon dadurch ge- 
nôthigt war, da das eine Zeichen {} für die gewühnliche Klammer 
vorbehalten werden mufte. Weitere naheliegende Productbildungen 
bleiben, als zunächst noch nicht nôthig, vorbehalten. Dem Pro- 
duct vom Tensorcharacter ordnet sich, wie zu zeigen, eine 
Summe von analoger Natur zu, die ich durch das entsprechende 
Symbol [[+]] oder [[S]] bezeichne. 

In einer (mir von jeher wichtigen) Hinsicht werde ich aber 
von den Vorschlägen der Math. Enc. abweichen; ich will die 
vôllige Gleichheit zwischen gerichteten Grüssen 
stets mit # bezeichnen, um deutlich hervorzuheben, 
daB es sich zugleich um die Gleichheit von Zahlen- 
werthenunddenParallelismusvonRichtungenhandelt. 

Zum Schluf môchte ich noch ein empfehlendes Wort für die 
von mir vorgeschlagene Bezeichnung Tensor für zweiseitige ge- 
richtete GrôBen einlegen. Es ist ja unangenehm, daB der Name 
Tensor in der Vectoranalysis bereits in einem anderen Sinne 


1) W. Voigt, Ann. d. Physik, 6, p. 241, 1901. 
2) Encyclopädie der math. Wiss., V (2), p. 70 u. f. 
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geführt wird; aber einerseits ist er an jener Stelle entbehrlich 
und durch Zahlwerth des Vectors vüllig ersetzbar, andererseits 
ist er so genau dem Namen des Vectors nachgebildet, nämlich 
von einer besonders einfachen und anschaulichen Art der be- 
treffenden GrüBen hergeleitet, und giebt das Charakteristische s0 
deutlich wieder, daB ich ïhn in der neuen Verwendung für sehr 
nützlich halte. Schlieflich wäre es ja kein Unglück, wenn der 
Name an zwei Stellen in verschiedener Bedeutung angewendet 
würde. 

$S1. Tensortripel und ihre (omponenten. Als Tensortripel 
definiren wir ein System von drei zueinander normalen zweiseitigen 
gerichteten GrüBen, Tensoren, die wir mit T,T,T, bezeichnen. 
Das Tripel hat sechs Bestimmungsstücke, die Zahlwerthe der drei 
Tensoren, die wir speziell unter T,, T,, T, verstehen wollen, und 
die drei Winkel, die die Orientirung des Tripels gegen ein festes 
Koordinatensystem bestimmen. Die Zahlwerthe T,,T,, T, kônnen 
beliebig positiv oder negativ gewählt werden. Wegen der Zwei- 
seitigkeit der Tensoren ist bezüglich der Bestimmung der Richtungs- 
winkel eine gewisse Willkürlichkeit nothwendig, die sich darin 
äuBert, daB statt des Systemes der neuen Richtungscosinus, die die 
einen Seiten der Tensoren bestimmen, auch die entgegengesetzten 
gewählt werden kôünnen. 

Um die Componenten des Tensortripels zu definiren, 
knüpfen wir an die centrische Oberfläche zweiten Grades an, 
deren reciproke Halbaxenquadrate mit T,, T,, T, übereinstimmen ; 
ihre Gleichung sei in Bezug auf die absolut festen Axen X, Y,Z 


(1) A+ By +C2+24'y2+2B'2x +2 C'xy = +1. 
Dann nennen wir À, B, C die Componenten erster, 4', B',C' 


diejenigen zweiter Art nach den Richtungen X, Y,Z 


landes Tripeli ET, TS 
Beziehen wir die Oberfläche auf ihre Hauptaxen, so mu ihre 
Gleichung nach dem Gesagten die Form annehmen 


(2) TaET bo +T ce —= TT, 


wobei a, b,c je nach einer Seite von T,,T,, T, gezählt werden, 
die an sich beliebig ist, aber stets so gewählt werden mag, daf 
a, b,c ein directes Coordinatenkreuz bildet. 

Ist das System Richtungscosinus zwischen den beiden Axen- 
kreuzen durch das Schema 


32e 
36 * 
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gegeben, so ist der Zusammenhang zwischen T,,T,, T, und den 
sechs Componenten bestimmt durch-die Formeln 


4 A 2 4 B — pri C — 2 TV 
MR D Dh DT CT 


Diese Ausdrücke empfehlen sich auch deshalb besonders als 
Bestimmungsstücke für ein Tensortripel, weil für sie in wichtigen 
Gebieten der Physik, insbesondere dem der Elasticität, das Super- 
positionsprinzip in derselben Form, wie für Vectorkomponenten 
gilt. Beliebig viele, zu gleichzeitiger Wirkung 
kommende Tensortripel sind dort einem einzigen 
Tripel äquivalent, dessen Componenten durch die 
Summen der parallelen Componenten gleicher Art 
der einzelnen Tripel gegeben sind. 

$ 2. Eïinige allgemeine Beziehungen. Die Tensoranalysis tritt 
der Vectoranalysis gegenüber insbesondere dadurch von vornherein 
in Nachtheil, daB der Uebergang von den Componenten zum resul- 
tirenden Tripel (übereinstimmend mit dem Problem der Bestimmung 
der Hauptaxen einer centrischen Oberfläche zweiten Grades) nicht 
allgemein ausführbar ist, während die Bildung eines resultirenden 
Vectors aus seinen Componenten überaus leicht gelingt. Nur zwei 
wichtige Beziehungen für das resultirende Tripel ergeben sich ohne 
Weiteres. 

Nach (4) ist erstens 


(6) A+B+C—=T,+T,+T,; 


die Summe der drei Componenten erster Art ist gleich 
der Summe der drei TensorgrôBen, — sie ist somit auch 
vom Coordinatensystem unabhängig, d. h. ein Scalar. 
Wir knüpfen hieran sogleich eine Folgerung. Für ein Tripel 

mit drei gleichen Tensoren T, = T, — T, = T, lautet das System 
der Componenten 

A, = T,, B, =T,, C, = T,, 

HU; Etui le Ci 0 
Die Superposition dieses Tripels mit dem in (4) enthaltenen giebt 
wieder Komponenten eines Tensortripels oder kürzer Tensorcom- 


A 2i*x 
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ponenten. Setzen wir insbesondere T, = —(T,+T,+T,) — 
—(4+B+C), so ergiebt sich, da8 wenn 4, B, C, 4', B', C' Ten- 
sorcomponenten sind, Gleiches auch von dem System 


(PRO), m(URA), At): À B, (dé 
(6) gilt, somit auch von 
(B+ C), (C+ 4), (4A+B), — 4", — B', —C!. 


Nach (4) ist ferner zweitens 
(7) A +B'+C+2(47+B°+ C7) = T+T+T, 


Es ist also auch das linksstehende Aggregat aus allen sechs Com- 
ponenten vom Coordinatensystem unabhängig, somit ein Scalar. 
Beiläufig sei bemerkt, da8 die Ausdrücke (5) und (7) die ein- 
zigen Invarianten ersten und zweiten Grades aus den Ten- 
sorcomponenten darstellen und da auBer ihnen nur noch eine 
Invariante dritten Grades existirt. 
$S 3. Bezeichnungen für Tensoranalysis. Wir haben bisher 
uns irgend welcher Methoden der Vectoranalysis nicht bedient. 
Für tensoranalytische Ueberlegungen bezeichnen wir das Tensor- 
tripel kurz durch T (oder eine andere Current-Letter) und er- 
setzen, um die Analogie zu den Symbolen %,, %,, &, eines Vectors 
$ herzustellen, die bisherigen Bezeichnungen der Componenten 
À B C #1 B' C' 
durch 
TL T 4t T Le Le 


71 y ss ys 
Aus den Formeln (1) und (4) ergiebt sich übereinstimmend, 
daB die Tensorcomponenten 


T T ik 14 ai T 


æ2z yy [7] y£ 171 ey 
sich bei einer Coordinatentransformation verhalten wie die Func- 
tionen 

de U dent DIV rer Te) 
Für manche allgemeine Betrachtungen ist es unbequem, daf die 
T.,...T., sich nicht orthogonal transformiren,; ich habe deshalb 


gelegentlich!) ein etwas anderes System von Componenten von 
den Werthen 


hs T 4x V2 Le V2 Le V2 Le 


sy 1. 


als orthogonale Tensorcomponenten benutzt. Bei spe- 


DoWaVHigt;elie, 
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ciellen Anwendungen sind die oben eingeführten mitunter bequemer 
und sollen demgemäf hier beibehalten werden. 

84. Das Tensorproduct nus zwei Vectoren. Nach dem Gesagten 
ist, wenn $ einen Vector bezeichnet, das System Producte aus 
seinen Componenten 


(8) GO % % BY BY LS, 


ein specielles System von Tensorcomponenten; es entspricht er- 
sichtlich dem Falle, daB zwei von den T,,T,,T, verschwinden, 
und der allein übrige Tensor eine Richtunng mit 8 gemein hat. 

Ein allgemeineres System Tensorcomponenten läft sich aus 
zwei Vectoren U und $ bilden nach dem Schema 


VAIO US, 
+{0,8,+9,0,), L{U%,+4U), 1{u,8,+98.0,), 


und dieses legt nahe, analog den Definitionen des skalaren und 
des Vectorproductes ein Tensorproduct aus zwei Vectoren 


(9) [81] = [8.01] 


einzuführen, dessen sechs Componenten die oben 
angegebenen Werthe besitzen. In Uebertragung der 
Bezeichnung der Vectoranalysis haben wir dann zu schreiben 


(0) [[U.8]L = 08.,..… [[U.8]},, = +!u,8,+9%U,), 


Damit die Componenten zweiter Art verschwinden, das Tensor- 
tripel also auf die Hauptaxen bezogen sei, mu gelten 


u 3 18 8, u, 8, 


= y —— _—_— 
de HE SEE His ur 
Es ist klar, daf dieselben nur befriedigt sein kônnen, wenn ein 
Componentenpaar z. B. U, und %, verschwindet; hier bleibt dann 
die letzte der vorstehenden Bedingungen allein übrig. Die Vec- 
toren 1 und 8 liegen also in der Ebene der zwei Tensoren T, 
und T, und zwar symmetrisch zu einem von ihnen. 

Da man nach der dritten Bedingung 8, — —4U,, 8, = +#uU, 
setzen kann, so gilt bei Einführung des Hauptaxensystemes 


L = ü,8, es — EU}, T, —= u,®, = +kU, Aix —= 0; 


das in (10) definirte Tensortripel hat also immerhin noch speziellen 
Charakter. Da derselbe aber die T'ransformationseigenschaften 
nicht beeinflufit, so werden wir unten die Ausdrücke (10) unbe- 
denklich zur Construction allgemeiner Tensorfunctionen benutzen 
dürfen. | 
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Es mag darauf aufmerksam gemacht werden. da nach obiger 
Konstruction von Tensorcomponenten aus Vectorkomponenten zwei 
Arten von Tensortripeln zu unterscheiden sind. 

Haben die beiden Vectoren U und $ gleichen Charakter, sind 
sie also beide polar oder beide axial, d. h., kehren für beide die 
Componenten bei Inversion des Coordinatensystemes die Vorzeichen 
um oder nicht um, so behalten bei dem gleichen Vorgang die 
Tensorcomponenten ihr Vorzeichen; haben U und $ verschiedenen 
Charakter, so kehren sie es um. 

Man wird die erste Art als polar, die zweite als axial 
bezeichnen künnen; insofern ein gedehnter Cylinder die Symmetrie 
eines einzelnen Tensors der ersten, ein gedrillter diejenige der 
zweiten Art besitzt. Beide Arten kommen in der Physik vor!) 

Analoge Unterscheidungen kônnen bei den in den folgenden 
Paragraphen aus Vectoren und Tensoren abgeleiteten Functionen 
gemacht werden; sie sollen aber nicht jedes Mal crürtert werden. 

Es ist bekannt, dafi Differentialquotienten von Vectorcompo- 
nenten nach Coordinaten sich bei Coordinatentransformationen 
ebenso verhalten wie die Producte derselben in die betreffenden 
Coordinaten,; demgemäf sind 


hr ue 

OT, INR OY LE O2 
08, 0%, D MOT 08, 0%, 
1, re . ee T\ôz } 7e 5 pa 


gleichfalls Tensorcomponenten. 

8 5. Die Tensorsumme cines Systems von Vectoren. Noch nach 
einer zweiten Richtung kann man von dem Werthsystem (8) zu 
allgemeinen Tensorcomponenten gelangen; in der That haben die 
Ausdrücke 

PPS +FS, "+7, 
(1) UU+BS, UUL+US, ULU+8S 


dieselben Transformationseigenschaften, wie (8), sind aber im 
Gegensatz zu jenen von einander unabhängig. Tahei ist die Be- 
schränkung auf nur zwei Vectoren U und $ offenbar unnüthig, 
und man kann, indem man durch 5 die Summe über belichig viele 
Vectoren andeutet, das allgemeine System Tensorcomponenten 
bilden 

Se SG we, 

SUD ATE NANTES. 


1) W. Voigt,}). c. p. 255. 
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Das zugehôürige Tensortripel, die Tensorsumme eines Sy- 
stemes von Vectoren, sei in 


(12) | [CZ 81] 
abgekürzt, wo dann gilt 
(13) LEE Pons 


Die Tensorsumme hat stets polaren Character. 

In consequenter Anwendung der Bezeichnungen (9) und (12) 
wird man den Tensor mit den Componenten (8) durch [[8.9%]] 
oder [[%°]] bezeichnen. 

86. Das Tensorproduct aus einem Vector und einem Tensortripel. 
Setzen wir an Stelle von $ in [[U.®#]] das Vectorproduct [$.%#] 
aus den beiden Vectoren %# und ® ein, so bleibt der Charakter 
des Ausdruckes ungeändert. Seine sechs Componenten lauten 


U,18.%], = U./8,8,-98,%,), 
3 U,[8.8]. +U,[8.8],; 
= ju, 13,%, — 3,%,) +U, 18,2, — 8.98.)}, *r 
Bildet man diese Ausdrücke bei vertauschtem U und ® und addirt 
die sich entsprechenden nach Multiplication mit 4}, wodurch wieder 
Tensorcomponenten entstehen, so treten in den Resultaten die 


Ausdrücke (10) auf, die allgemeinere Tensorcomponenten darstellen, 
und wir kôünnen behaupten, daB auch die sechs Functionen 


HTOUT 
HIBT, —3 L 


y «y 


ay ? 


POUR LA LIEN PE 


z æz 


Tensorcomponenten sind. Es entspricht genau den Verfügungen 
der Vectoranalysis, wenn wir ein Tensorproduct 


(14) [S.TI = —{[T.8]] 


aus einem Vector und einem Tensortripel einführen, 
dessen sechs Componenten die obigen Functionen 
sind. Es gilt dann also 

(B. TL. = BT.-BT,, 

(B.TI,. = + {{BT, —8,T,)—{BT. UT.) … 


Die Ausdrücke für die Componenten erster Art zeigen, da, 
wenn man das Tensorproduct [[8.T]| — @ setzt, 


8,+9,+4, = 0 


ist; das Tensorproduct aus einem Vector und einem Tensor hat 


(15 
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also insofern speciellen Character, als die Samme der Zahl- 
werthe für die Tensoren des Tripels verschwindet, was für die 
characteristische Oberfläche (1) des Tripels eine leicht erkennbare 
specielle (hyperbolische) Form zur Folge hat. 

Die Axen X, Y, 7, auf die sich die Ausdrücke (15) beziehen, 
sind vollkommen willkürlich; läfit man sie in je eine Seite der 


Tensoren T,, T,, T, fallen — was durch Vertauschung der Indices 
æ,y,z mit 1,2, 3 angedeutet werden mag —, so wird aus (15) sehr 
einfach 


RCE nr 0, …. 


qe) [S.TIR, De ol 1 ... 


$ 7. Das Vectorproduct aus einem Vector und einem Tensortripel. 
Knüpft man an das Vectorproduct 


[1.8] 
an und vertauscht darin # mit [8.%], so hat das Product die 


Componenten 
ü,,8.%,—% %,)-u0, Et SRE LES 
das oben angewendete Verfahren ergiebt, da 


ALT, 8,7} + {8 T! 9, T.) 


ee 


Vectorcomponenten sind. 
Nun ist aber in $ 2 gezeigt, da wenn T},, ... T,,, ... Ten- 
sorcomponenten sind, Gleiches auch von 


Se UM A ET 


gs) ee 


gilt; wir kôünnen somit bei Einführung cines neuen Tensortripels 
T für die letzteren Componenten die betrachteten Vector- 
componenten auch schreiben 


D, Tree, Le, Le ren - 
Dies veranlaft die Einführung eines Vectorproductes 
(17) (TT. 8] 
aus einem Vector und einem Tensortripel mit den 
Componenten 
(18) (BL 0, T0, F8, LT, +U TL... 


Auch hier sind die Ausdrücke für die Componenten nach den 
Richtungen der Tensoren T,,T,, T, — auf denen eine Seite hervor- 
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zuheben ist — von Interesse; es gilt nämlich, wenn diese Rich- 
tungen wieder durch die Indices 1,2,3 characterisirt werden, 
hôchst einfach 


(9) [B.TI, = BT,, 


Diese Formeln geben AufschluB über die Lage und Grôfe 
des in (17) und (18) eingeführten wichtigen Vectors [B.T]. Da 
nämlich T,,T,,T, in $ 1 als die reciproken Quadrate der Halbaxen 
a, b,c einer gewissen centrischen Oberfläche zweiten Grades de- 
finirt sind, so haben die in (19) angegebenen Componenten die 
Werthe 


[B.TI, = Ba, [STI = 8,2%, [B.TI, = 8,jc. 


Hieraus ergiebt sich, daB wenn in jener Oberfläche ein Radius 
parallel zu $ gezogen wird, dann der Vector [$.T] der Normalen 
auf der Tangentenebene in dem Schnittpunkt der Oberfläche mit 
dem Radius parallel ist. 

Für die GrüBe |[8.T]| des resultirenden Vectors gilt 


em = VEE,% 


oder, wenn man mit dem zu % parallelen Radius r erweitert, 


[CR ERA EEE ES 


wobei » die Länge des Lothes vom Centram der Oberfläche auf 
die Tangentenebene und V die Grüsse von % bezeichnet. — 

Wegen der schon am Ende von $ 4 benutzten Transformations- 
eigenschaften der Differentialquotienten nach den Coordinaten sind 
übrigens nach (18) auch die Ausdrücke 


Componenten eines Vectors, den man wegen der grofien Analogie 
mit der Divergenz eines Vectors passend durch div T bezeichnen 
kann. Wic das Symbol A, so bedeutet hiernach auch div eine 
verschiedene GrüBe je nach der Natur seines Argumentes. 

S8. Fin scalares Product aus zwei Tensortripeln. Ein scalares 
Product aus einem Vector und einem Tensortripel existirt nicht; die 
bciden Functionen, die wir vorstehend betrachtet haben, sind die 
cinzigen lineär aus einem Vector und einem Tensortripel zusammen- 
gesetzten Gebilde, die in das Bereich von Skalaren, Vectoren und 
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Tensoren fallen; es existirt zwar noch ein Product, das die Eigen- 
schaften einer gerichteten GrôBe dritten Grades besitzt!), aber 
von diesen sollte hier ausdrücklich abgesehen werden. Dagegen 
kommen für uns noch zwei Producte aus zwei Tensortripeln in 
Betracht. 

Die Functionen (U.#).(8#.%) und (U.%).($.X), unter &, U, 8, B 


Vectoren verstanden, sind Scalare, und Gleiches gilt von 
1 [(U.X). (8. ®) + (U.%).(8.X)!. 


In diesem Ausdruck treten aber, wie man leicht erkennt, die 
Combinationen (10) sowohl für die Vectoren U und $ wie für 
die Vectoren # und % auf; derselbe läft sich somit auf zwei 
Tensortripel T und @ zurückführen, und man erhält als ska- 
lares Tensorproduct die Function 


(T.8) — (6.T) 
= O,T,.+.. +. +28,T,+...+... 


Sind die beiden Tensortripel einander parallel, so gewinnt das 
scalare Tensorproduct den einfacheren Werth 


(ReOM=NT OST, 6. -FT'6S 


89. Ein Tensorproduct aus zwei Tensortripeln. Vertauscht man 
in dem Tensorproduct 


(20) 


[BF] 


aus zwei Vectoren erst U mit [U.%], 8 mit [B.%], sodann LU mit 
[U.%] und 8 mit [B.X], s0 erhält man wieder Tensorproducte. 
Die aus 


seu. 18.987] + [fu 1. 18.x1]} 


folgenden Componenten lassen sich wiederum nach (10) auf zwei 
Tensortripel zurückführen und man kann daher ein Tensorproduct 


(21) [IT.81 = [[8.T]] 
aus zwei Tensortripeln einführen, dessen Componenten lauten 
ICPOIEPSNT 0 T-0 2770, ... 


y L22 ys yes 


RRÉPIDE=2 NT, 0,647, 0,1, 9,0, 4 


yz y | 


(22) 


Mit Hülfe dieser Beziehungen lassen sich nun leicht Producte 
von drei und mehr Factoren bilden; so gilt z. B. in leicht ersicht- 
licher Weise 


(24/7008 Q.[8.T)) = ([U.81.T). 


D W, Voigt, Le 
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Es mag aber von dergleichen Betrachtungen vorerst abgesehen 
und zum Schlu8 nur noch eine auf alle die untersuchten Producte 
bezügliche allgemeine Bemerkung gemacht werden. 

Nach dem Character der ganzen Betrachtung gestatten die 
auf die verschiedenen Producte bezüglichen Formeln (10), (13), (15), 
(18), (20), (22) eine gewisse Umkehrung, insofern, wenn die Natur 
der links stehenden Glieder und diejenige der einen Factoren- 
gattung rechts gegeben ist, die gewonnenen Resultate sofort den 
Character der andern Factorengattung feststellen. 

Um ein Beispiel zu geben, so zeigen die Formeln (18), daf 
wenn drei Aggregate von der rechtsstehenden Form, die in Vector- 
componenten mit nur sechs unabhängigen Factoren in der dort er- 
sichtlichen Anordnung lineär sind, wieder Vectorcomponenten 
darstellen, dann die sechs Factoren Tensorcomponenten sein 
müssen. 

$ 10. Die Rotationsgleichungen für ein absolut festes Bezugssystem. 
Die Schwerpunkts- und Flächensätze für ein Punktsystem lauten 
in vectorieller Schreibweise 


ED Emo 4 ER Emo] # Dn.B 


worin b, die Geschwindigkeit des Massenpunktes m,, tr, seinen 
Radius-Vector nach den Coordinatenanfang, %, die auf iühn wir- 
kende äufere Kraft bezeichnet. Ist das System ein starrer Kôrper, 
der um den festgehaltenen Coordinatenanfang drehbar ist, und be- 
zeichnet tw die Rotationsgeschwindigkeit, so ist 


v, + [w.r,]; 
also gilt hier 


LS mtv.s] # DE 4 5 
Em. lro.r.] + Sfr. &] # À, 


wobei % und D Abkürzungen für die Resultante aller nach einem 
— 2.B. dem festen — Punkt gelegten Kräfte %, und für das aus 
ihnen folgende Drehungsmoment sind. — % ist die Reaction des 
festen Punktes. 

Nu» gilt aber bekanntlich 


(26) fa Do.n)] 4e mr) (10) 


und das Einsetzen in die Summe Y liefert wegen der Bedeutung 
von (r,.r,) und (r,.) 


(25) 
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Zm,l.r,) = Zmr, 
(27)  Emr(n.tw) = Zmr, {xt +70, +0.) 
= 0, D ma,r, +10, 2 mur, +m, Dmzr,. 
Nach (12) und (13) sind aber 
PNR DOUTE 
Tensorcomponenten des Tripels 
(28) (LS m1] 4 T° 
in dem T° eine neue Bezeichnung darstellt, und die Vergleichung 
mit (18) liefert 
Zn) = T+T+T 
Er, (ete) dt ro. T°] 


Unsere Gleichung (25°) nimmt hierdurch die Form 


(29) 


(80) (0 (T4 T9 + T9 — fo. T°) # D 


an, die sich bei Einführung des in 85 definirten zweiten Tensor- 
tripels T mit den Componenten 


(31) LD MU Dee ln = Di ME, ce 


schlieBlich reducirt auf die hôchst einfache Beziehung 
(32) 2 (o.T) # ©. 


Das Tensortripel T resp. T,, T,, T, ist dasjenige der Haupt- 
trägheitsmomente des Kôrpers um den festen Punkt; die Kom- 
ponenten erster Art T,,,T,,,T, stellen seine Trägheitsmomente, 
die zweiter Art T,,T,,,'T,, seine Deviationsmomente nach den 
(festen) X-, Y-, Z-Coordinatenaxen dar. 

$ 11. Die Rotutionsglcichungen für ein mit dem Kôrper bewegtes 
Bezugssystem. Es ist bekannt, daB die in gewühnlicher Form ge- 
schriebenen Differentialgleichungen der Rotation sich bemerkens- 
werth vereinfachen, wenn man sie auf ein geeignetes mit dem 
Kôrper fest verbundenes und mit ihm bewegtes Coordinatensystem 
bezieht. Wir wollen untersuchen, was unter gleicher Voraus- 
setzung aus der Vectorgleichung (32) wird. 

Allgemein gilt, wenn a, b,c Einheitsvectoren anf einem Axen- 
kreuz a, b,c bezeichnen, 


(33) B, — (B.a) — (a.Ÿ), 


«z ) 
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und somit 


(84) ee £ (e)+( 2). 


Nun ist aber bekanntlich im Falle der Rotation mit der Dreh- 
geschwindigkeit 1 


(85) D = (ô.t); 


wir haben somit 


Te = Gla.wp+(a $), 
oder wegen 
(8 .[a.w]) = (a.[w.8]) 
auch 
(86) _. = (a lo. 8]+ Re) 


ein Ausdruck, der die Form von (33) hat und demgemäB zu 
deuten ist. Hieraus ergiebt sich aber, dafi, wenn man die Com- 
ponenten von $8 nur auf mit dem Coordinatensystem 
a,b,c rotirende Richtungen bezieht, zu ersetzen ist 


se durch À + [m9] 


Bei Benutzung dieses Resultates und bei Berücksichtigung der 
Constanz der Componenten von T nach den mit dem Kürper be- 
wegten Axen nimmt die Gleichung (32) die Form an 


(37) IT. Te + {0 00.T)] # D 


es ist dabei zu beachten, daB dieselbe über die Richtungen, nach 
denen die Componenten der in ihnen auftretenden Vectoren zu 
nehmen sind, noch weite Freïheit läft, 

Der wichtigste Fall ist der, daf jene Richtungen in die eine 
Seite der Tensoren T,,T,, T, — die Hauptträgheitsaxen des Kôr- 
pers — fallen. Hier reduciren sich nach (19) die Componenten 
von [w.T] auf 


W, Le ? W, y W, 1} 
und es folgt, da die T, von der Zeit unabhängig sind, aus (37), 
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dw 
TE + mm, ÊT, —T, — ®,, 
À 1 LE +iw,m ÎT,—T,} = Ÿ,, 
T, mm, (TT) = ©, 


Das sind die Eulerschen Gleichungen. — 
Die Gleichung der lebendigen Kraft des rotirenden Kürpers 
lautet nach (37) 


fo. [T0] + (wo. 10. TI) = (w.®); 
da aber bekanntlich 

U[$.8) = (8[8.10) = (B8[U.S) 
ist, so findet sich 

(o.{w.[w.T]) = (w.T].[w.w]) = 0 


und die obige Formel nimmt bei Berücksichtigung von (23) die 


Gestalt an 
(n°15) = &.9 


was identisch ist mit 
d : 
(38) 3 (Lv']].T) = (v.D) 


Für die lebendige Kraft y des rotirenden Kôrpers ergiebt sich 
hierdurch der Ausdruck 
ÿ = (ll. D). 

S 12. Die Grundformeln für deformirbare Kürper.  Bezeichnet 
e die Dichte, v die Verrückung, % die auf die Volumeneinheit 
bezogene äuBere Kraft, $,, die auf eine Flächeneinheit normal zu 
n bezogene Druckkraft (nicht die Componente von $ nach der 
Richtung von n), so lautet der Schwerpunktssatz für ein beliebiges 
Bereich eines deformirbaren Kôürpers 


[iS-oilar+ [Ba do AU: 
hierbei ist das erste Integral über das Volumen, das zweite über 
die Oberfläche des abgegrenzten Bereiches erstreckt. 
Bei festgehaltenem # ist $,, ein Vector; es gilt demgemäf, 
wenn, wie gewühnlich, i, j, f{ auf den Coordinatenaxen aufgetragene 


31: 
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Eïnheiïtsvectoren und X,, Y,,, Z. die Componenten von $, nach 
den Axen bezeichnen, 


(40) Po) # iX,, S 170 F Zy 


Das Verhalten von $,, bei veränderlichen # ergiebt sich in 
bekannter Weïise durch Anwendung der Gleichung (39) auf ein 
unendlich kleines Tetraeder mit Flächen normal zu x, y, und #, 
wobei das Raumintegral neben dem Oberflächenintegral ignorirt 
werden kann, zu 


(41) Po # Po COS (n, &) +R, cos (n, y) + B,, cos (n, 2) 
oder bei Einführung eines parallel # liegenden Einheitsvectors n 


(42) Po # Po n, +8, n,+%, Ne 

Hierbei haben die Indices (x), (y), (:) dieselbe Bedeutung wie (n), 
d. h. characterisiren das Flächenelement, gegen welches der Druck 
wirkend gedacht ist. 

Setzt man den Ausdruck (41) in (39) ein, verwandelt das 
Oberflächenintegral in ein Raumintegral und berücksichtigt, daf 
über das Integrationsgebiet keinerlei Annahme gemacht ist, s0 
erhält man | 


GS) gone, 9% Lo 


Der Flächensatz für dasselbe Gebiet des deformirbaren Kôürpers 
lautet, falls r wiederum den Radiusvector vom Coordinatenanfang 
bezeichnet, 

(44) Jt{S—e5l1+/.B1do # 0. 

Bei Anwendung auf ein unendlich kleines Parallelopiped mit Flächen 
normal zu x,y,+, wobei wiederum das Raumintegral neben dem 
Flächenintegral zu ignoriren ist, ergeben sich daraus in bekannter 
Weise die Beziehungen 

(45) Y, = Zy) Za = Xe X4 = À 

Wegen ihrer Gültigkeit gestattet der aus (40) und (42) fol- 
gende Ausdruck für den Vector $,,, nämlich 


Po # î Xe n, + XY n, SD X, n,} 
(46) +j{ Yon, + Yu, + ELA 
+ L [Zn, 5 à Zn, + Zn}, 
die Vergleichung mit den Formeln (18); dieselbe ergiebt, daB 
X,, Yes Zen Yo = Z, Zs = Xe X4 = FX, 


y? 


35 


| 
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Componenten eines Tensortripels (des Tripels der Hauptdrucke) 
sind, das T heifen môüge, und da bei erneuter Einführung des 
Einheïtsvectors n in der Richtung # geschrieben werden kann 
(47) Ps # [n.T]. 


Auch kann man nun nach dem am Ende von 8 7 Gesagten 


(48) LEMELS Te +280 4 avr 

setzen und RAR der A (43) die einfache Gestalt 
(49) S —-eù—divT +# 0 

geben. 


$ 13. Specialisirung für elastische Kôrper. In der Elasticitäts- 
lehre sind die Druckcomponenten X,,...X,, homogene lineäre 
Functionen der sechs DeformationsgrôBen 


ou ov 0 w 
Ty = FYS Yo —= ETÉ on FFT 
Ôv 0 w 0w Ou ou ôv 


Vo = Gstoôoy © — 5e tor""  Gyt oz” 
und es folgt aus $ 4, daf 


Len Yon Le» EYun À Zen à Lo 
gleichfalls Tensorcomponenten sind. 
Sind die Componenten eines Vectors Ü homogene lineäre Func- 
tionen derjenigen eines Vectors $, so schreibt man diesen Zu- 
sammenhang nach dem Vorschlag von Lorentz symbolisch 


U#(a)8, 8 +# (x). 


Genau ebenso kann man den analogen Zusammenhang zwischen 
zwei Tensortripeln T und 8 in der Form 


(60) T#H(0)8, 8+# (IT 
darstellen. 

In dem speciellen Falle, daB die beiden Tripel einander pa- 
rallel sind, läBt sich diese Beziehung auf die einfachere Form 
(61) T0 +40, F0, 7: 
bringen, und wenn das Medium, auf welches sie sich bezieht, 
isotrop ist, wird speciell 
T, = c6, +c,8,+c,6,, 

(62) T, = «8,+c8, +c6,, 
T, = c,8,+c,8,+c0,. 
Egl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1904. Heft 6. 87 
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Bezogen auf ein beliebiges Coordinatensystem giebt dies 
T.. = c6..+c,8,,+c,8 


#59 °°. 


(GS) T— nc c 
Identificiren wir TT. mit —X,,..., T,, mit —X,,, @,, mit 
Laye. 8, mit #ÿ,..., so wird nach (40) 
—B,, = ilc0.+c8,+c08, 
#4 Bo — i|e8, +08, +0,08, 
+{c—c,}{i6.,+10.}, .… 
d. h. wegen (b) 
—$,, = ic, 8,+0,+9 
(55) (2) | 


+{e—c}lie.+;j8,,+168,}, 
Schreibt man kurz den Scalar 


6,+8,+8, = #, 
und bedenkt, daf 
On ED, HO, 1, 


nach (18) die Componenten des Vectorproductes [n.@] sind, so 
ergiebt sich aus (42) und (53) 


(b7) Pa # on+ie—c}[n. 0]. 
P. erscheint hiernach als die Resultante aus dem mit n parallelen 
Vector c,#, der die Rolle eines hydrostatischen Druckes spielt, 
und dem Vector {c—c,}[n.@] über dessen Richtung und Grüfe 
in $ 7 gesprochen ist. $,,, $,,, P., sind aber nicht etwa die Com- 
ponenten von $,, nach den Coordinatenaxen; sie stellen sich nach 
(41) vielmehr als die Componenten eines zu n parallelen Vectors 
von der GrôBe |$,,| dar, der keine directe physikalische Bedeu- 
tung besitzt. 

Führt man die Ausdrücke x, ...4zx,, für @..,...@,, ein, so 
wird aus (bb) wegen iu+ju+ fx # v 


s ob 
(68) Be #igleralo+ilec) (5), 
wobei # — divb ist, und das Einsetzen in (43) ergiebt 
(b9) S—eb+4{c+c,)grad®+4lc—c,}Ab +# 0, 


d. h. die vectorielle Form der Bewegungsgleichungen für isotrope 
elastische Kôrper. 

DaB das scalare Tensorproduct (T.8) aus $ 8 bei der hier 
benutzten Deutung der beiden Tensortripel T und @ die doppelte 
Energie der Volumeneinheit des deformirten elastischen Kôrpers 


Etwas über Tensoranalysis. 513 


darstellt, ist bekannt. Setzt man wie oben 


TH()8, 6 + (CT, 
so erhält man dafür die beiden vüllig allgemeinen Ausdrücke 
(8.0) und ((c)T.T). Eine specielle Form für isotrope Kürper 
ergiebt sich aus (52) zu 
ci8i+8;+ 68) +20, 18,8, + 0,8, +0,8,) 
— |e—c,} |8}+87 +8} +0, 10,+0,+ 0, 
Beide Klammerausdrücke sind nach $ 2 invariant und lassen 


sich nach den Formeln (5) und (7) in den allgemeinen Tensor- 
componenten ausdrücken. 


(60) 
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Ueber die geometrischen Invarianten der 
Analysis situs. 


Von 
A. Schoenflies in Kônigsberg in Pr. 


Vorgelegt von Herrn D. Hilbert in der Sitzung vom 29. Oct. 1904. 


Es ist allbekannt, da wir im Zeitalter der Arithmeti- 
sirung leben, und da ihr Kennzeichen in der Skepsis gegen 
geometrische Methoden und Begriffe besteht. Vor allem ist 
es der naive Curvenbegriff sowie die an ibn anschliefenden 
Sätze über Begrenzung und Zerlegung von Gebieten, und über 
Mengen beliebiger resp. veränderlicher Curven, denen gegenüber 
man sich der allergrôBten Vorsicht befleifigt. Und doch ist zu 
wünschen, daB man das allgemein übliche Operiren mit Curven 
und Curvenbôgen — wenigstens unter gewissen Bedingungen — 
als berechtigt nachweist und den bezüglichen Sätzen ihre volle 
Sicherheit und Bestimmtheit zurückgiebt. Handelt es sich doch 
um die Hauptsätze der Analysis situs, die auf viele wichtige 
Gebiete der Analysis und Geometrie Anwendung finden. 

Bei geeigneter Definition des Curvenbegriffs kann dies in der 
Tat geschehen. Dieser Curvenbegriff ist derjenige, den ich als 
einfache Curve (Nr. 8) bezeichnet habe. Er erhält damit zu- 
gleich seine Berechtigung und seine Notwendigkeit. 

Um dies nachzuweisen, hat man am besten davon auszugehen, 
die Analysis situs als diejenige Wissenschaft zu definiren, deren 
Sätze bei umkehrbar stetiger und eindeutiger Trans- 
formation des Raumes invariant bleiben'). Natürlich wird 
hiermit nur ein Postulat aufgestellt, das des Nachweïises seiner 
Berechtigung bedarf. Das geometrische Gebilde, das der Trans- 


1) So verfäbhrt auch Herr Thomae, AbriB einer Theorie der Functionen, 
S. 5. 
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formation unterworfen wird, ist in allgemeinster Form als Punkt- 
menge, genauer als abgeschlossene resp. perfecte Punkt- 
menge aufzufassen. Dann ist zu fragen, welche Eigenschaften 
einer solchen Punktmenge bei umkehrbar eindeutiger und ste- 
tiger Transformation invariant bleiben, und wie man diese 
Invarianz erweisen kann. Einfache Begriffe dieser Art lassen sich 
leicht anführen; zu ihnen gehôren der Zusammenhang, die 
Dimension, der Gegensatz zwischen üb-erall dicht und nir- 
gends dicht, die Gebietsteilung, die die Punktmenge be- 
wirkt, die Zusammenhangszahl der einzelnen Gebiete u.s. w. 
u.s. W. Freilich ist bisher nur wenig geschehen, um die Invarianz 
dieser Begriffe zu erhärten. Und doch bedarf es im wesentlichen 
nur einer consequenten Ausnutzung und teilweisen Erweiterung 
der bisherigen Resultate, um dies, zunächst einmal für die ebenen 
Punktmengen, zu erreichen. 

Ich erlaube mir, dies in vorläufiger kurzer Form hier dar- 
zulegen. Die früher von mir verôffentlichten , Beiträge zur Theorie 
der Punktmengen“ '), an die sich die folgenden Untersuchungen 
enge anschliefen, finden damit zugleich ihren naturgemäBen 
Abschluf. Zugleich erweist sich der dort eingeführte Begriff 
der einfachen Curve und des einfachen Curven- 
bogens?) wirklich als die naturnotwendige Verallge- 
meinerung des Polygons und der Strecke. Uebrigens 
lassen sich für die meisten der bekannten Resultate neue einfache 
Beweise geben, die ich bei dieser Gelegenheit teilweise mitteile. 
Allem Anschein nach sind die benutzten Methoden ohne Schwie- 
rigkeit auf den Raum übertragbar. 

1. Was die umkehrbar eindeutige und stetige Abbildung be- 
trifft, so ist formal zu unterscheiden, ob sie nur für die Punkt- 
mengen definirt ist, auf die sie sich bezieht, oder aber für die 
ganze Ebene. Ein wesentlicher Unterschied ist hierin freilich 
nicht enthalten; die erste Abbildung kann immer zu der 
zweiten erweitert werden, was ich jedoch hier nicht näher 
ausführen will. 

2. Ich stelle nun einige Begriffe und Sätze aus meinen frü- 
beren Arbeiten zusammen, deren ich mich im Folgenden bediene. 


1) Math. Ann. 58, S- 195, n. 59, S. 129. 

2) Man hat meist mit einem weit specielleren Curvenbegriff operirt, der re- 
gulären oder abteilungsweise regulären Curve. Aber selbst für ihn ist der Nach- 
weis, daB die Sätze der Analysis situs gelten und Invarianz besitzen, nie gefübrt 
worden. Auch ist klar, daB dieses Problem nur eine solche Specialisirung des 
Curvenbegriffs zuläft, die aus ihm selber folgt. 
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Ist T eine nirgends dichte ebene Menge, bedeutet € die 
Menge aller Punkte einer Ebene, und setzt man 


E — T+M, 


so bheift M Complementärmenge von Æ& Sie bildet 
entweder ein einziges zusammenhängendes Gebiet, oder zer- 
fällt in ein endliche, resp. abzählbare Menge von Teil- 
gebieten. Die Menge T besteht aus den Grenzpunkten 
dieser Gebiete. Dasjenige Gebiet, dem der unendlich ferne Punkt 
zugehôrt'), heifit äufBeres Gebiet. Zerfällt M insbesondere in 
zwei Gebiete 3 und Ÿ, so hat man 


T — + E,+L. 


wo ©, resp. &, die Punkte bedeuten, die Grenzpunkte nur von 
%S oder nur von À sind. Diese Mengen kôünnen sich auf Null 
reduciren. Dagegen existirt die Menge Æ,, immer. Sie ist per- 
fect und zusammenhängend und heïfit eigentliche geschlos- 
sene Curve. Jede zusammenhängende Teilmenge einer ge- 
schlossenen Curve heïfit ein eigentlicher Curvenbogen). 

Unter einem einfachen Weg ! oder einem Weg schlecht- 
hin, der von einem Punkt m von % zu einem Punkt # von & 
fübrt, verstehe ich einen Streckenzug, der von é abgesehen, ganz 
zu M gehürt, und entweder aus einer endlichen Zahl von Strecken 
besteht, oder aber, falls er unendlich viele enthält, in # seinen 
einzigen Grenzpunkt besitzt. Zwei Wege 7, und !,, die von m 
nach verschiedenen Punkten é, und #, von © führen, lassen sich so 
legen, daB sie einander nicht kreuzen; sie sollen zusammen als 
ein voné, zu {, führender Weg bezeichnet werden. 

Zwei von einem Punkt »# zu demselben Punkt { führende 
Wege, die sich nirgends kreuzen, bilden ein Wegpolygon. Für 
jeden Punkt » existiren Wegpolygone, zu deren Innerem kein 
Punkt von & gehürt; ein solches soll ein & ausschliefendes 


1) Die Ebene € wird zweckmäfig als Ebene der Functionentheorie voraus- 
gesetzt. Dann ist auch das Aeufere ein einfach zusammenhängendes Gebiet, was 
vielfach nützlich ist. 

2) Die Bezeichnung ,eéigentlich“ ist gewählt, um für den Begriff ,Curve“ 
seine allgemeinste Bedcutung zu crmôglichen. Zu den ,Curven“ rechnet man ja 
auch jedes durch eindeutige und stetige Functionen x = œ(t), y — vit) dar- 
gestellte Gebilde, wie z. B. auch die Pianosche ,Curve“. Dies entspricht dem 
von Herrn Hurwitz befolgten Sprachgebrauch. Vgl. Verhandlungen des ersten 
internationalen Math. Congresses, Leipzig 1899, $S. 101. Vgl. übrigens auch 
meéine eignen Ausfübrungen, Math. Ann. 58. S. 216. 
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Polygon heiïfen. Liegt kein Punkt von T auferhalb des Polygons, 
so soll es ein T einschlieBendes heïifen. Ist T eine Menge, 
für die M ein einziges Gebiet bildet, so existiren für jeden 
Puankt » einschliefende Polygone. 

Ist © insbesondere eine zusammenhängende Menge, und sind 
I, und ?, zwei von »% zu t, und t, führende Wege, so kann man 
eine gewisse zusammenhängende Teilmenge T, von %, der t, und 
t, angehôüren, so definiren, daf sie mit /, und /, ein gewisses Teil- 
gebiet M, von M bestimmt. Ist T eine geschlossene Curve, 80 
bestimmen #, und #, zwei solche Teilmengen von T, resp. zwei 
solche Teïlgebiete von M. 

3. Wenn man zu einem Punkt { von irgend einem, also auch 
von jedem Punkt eines Gebietes M aus einen Weg legen kann, 
so heifit { erreichbar für 9%: im andern Fall heift £ nicht 
erreichbar'). Dieser Unterschied ist für das folgende von 
grofer Wichtigkeit. Es beruht darauf, da auch er zu den oben 
genannten invarianten Eigenschaften gehôrt. Uebrigens kann, 
wenn Ÿ gemeinsame Grenze zweier verschiedenen Gebiete ist, ein 
Punkt von & für das eine erreichbar, für das andere nicht er- 
reichbar sein. Beispiele dieser Art kann man sich leicht bilden. 
Es besteht der Satz, daB jeder Punkt von © Grenzpunkt erreich- 
barer Punkte ist. 

Unter den geschlossenen Curven stellen diejenigen den ein- 
fachsten Typus dar, deren sämtliche Punkte sowohl für das Gebiet 
%, wie für das Gebiet À erreichbar sind; ich habe sie einfache 
geschlosssene Curven © genannt. Jede zusammenhängende 
Teilmenge von € heïfit ein einfacher Curvenbogen. 

Man kann noch fragen, unter welchen Bedingungen eine ir- 
gendwie gegebene Punktmenge Æ einen einfachen Curvenbogen 
darstellt. Dazu muB ihre Complementärmenge 9 zusammenhän- 
gend sein; verbindet man überdies zwei Punkte #, und #, mit 
einem Punkte von M durch Wege /, und /,, so muf' die dadurch 
definirte Teilmenge Æ, (Nr. 2) selbst ein einfacher Curvenbogen 
sein. Jeder Punkt von &, muB also gemeinsamer Grenzpunkt von 
M, und dem Restgebiete M, sein. 

4, Wir beschränken uns nunmehr zunächst auf geschlossene 
Curven, die wir wieder durch TZ bezeichnen; das Gebiet M kann 
dann sowohl ihr Inneres, wie ihr Aeuferes sein. 

Nun sei 

NPA CS 27 LA HP ARE ÉD, te À 

1) Nicht erreichbar sind z. B. diejenigen Punkte der durch y — sinl/x be- 

stimmten perfecten Menge, die auf der y-Axe zwischen + 1 und — 1 liegen. 


b18 A. Schoenflies, 


eine Folge erreichbarer Punkte, die den Punkt # als einzigen 
Grenzpunkt besitzt; ferner sei l° der von einem Punkt » zu 
{1° führende Weg. Dann kann man unter diesen Punkten eine 
Teilmenge 


so definiren, daf die Wege 1, einander nicht kreuzen und stets 
1, zwischen !,, und ?., liegt. Darunter ist zu verstehen, 
daf wenn man um » einen zu M gehôrigen Kreis schlägt, ihn 
die Wege ?, in Punkten 4, so durchdringen, da die Punkte #4, 
in natürlicher Ordnung aufeinander folgen, also X, zwischen k,, 
und #,,, liegt. Eine solche Punktfolge soll eine natürlich 
geordnete oder eine einfache Punktfolge heiBen. 

Seien nun f, und #,,, zwei Punkte der obigen Folge und tw, 
irgend ein Weg der von t, zu #,,, durch % führt (Nr. 1); end- 
lich sei », irgend ein Punkt von w,. Dann giebt es für die Ab- 
stände 


o(t,m,) und o(é,,,, m,) 


ein Maximum p,. Man denke sich nun alle Wege 1,, die durch 
M führen und té, mit {,,, verbinden, so giebt es für die zugehô- 
rigen GrôüBen @, eine untere Grenze, die wir durch g, be- 
zeichnen und die zu #, und #,,, gehôrige Ausbiegung nennen. 
Man hat dann zu unterscheiden, ob die Ausbiegungen g, mit wach- 
sendem » gegen Null convergiren oder nicht. In dieser Hinsicht 
besteht der folgende, leicht zu beweisende Satz: 


I Ist }f} eine einfache Punktfolge einer ge- 
schlossenen Curve, deren Ausbiegungen g, gegen 
Null convergiren, so ist ihr Grenzpunkt ein er- 
reichbarer Punkt. Umgekehrt kann zu jedem er- 
reichbaren Punkt eine derartige Punktfolge be- 
stimmt werden. 


Aus diesem Satz folgt, da wenn { ein nicht erreichbarer 
Punkt für ein Gebiet SN ist, zu jeder einfachen Folge, die é als 
Grenzpunkt hat, Ausbiegungen gehôren, die nicht gegen Null 
convergiren. Er läfit aber die Müglichkeit zu, daB man auch zu 
einem erreichbaren Punkt eine derartige Punktfolge bestimmen 
kann. Dies kann auch wirklich eintreten. Geht man jedoch von : 
der geschlossenen Curve zu der einfachen geschlossenen 
Curve über, so ist diese Môglichkeit ausgeschlossen. In der 
That besteht der Satz: 
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II. Bei einer einfachen geschlossenenCurve hat 
jede einfache Punktfolge {ft} die Eigenschaft, daf 
ihre Ausbiegungen mit wachsendem » gegen Null 
convergiren. 


Der Beweis stützt sich wesentlich auf folgendes. Gemäf 
Nr. 2 bestimmen die Wege !, und !,,,, die von m zu t, und #,,, 
führen, eine gewisse Teilmenge %, von &. Auf ihr giebt es Punkte 
t, deren Abstand von #, und #,,, jedenfalls grôBer als 1/2 g, ist. 
Falls nun für die Folge {f,} nicht lim g, — 0 ist, haben die 
Punkte #” mindestens einen von é verschiedenen Grenzpunkt #”. 
Von ihm läfit sich aber zeigen, daf er nicht zugleich für A und 3 
erreichbar sein kann. 

Der obige Satz ist ein neuer Beleg dafür, daB in der ein- 
fachen Curve die naturgemäBe Verallgemeinerung 
des einfachen Polygons enthalten ist. Um nicht zu aus- 
fübrlich zu werden, will ich mich von nun an stets auf einfache 
geschlossene Curven und eïinfache Curvenbôügen beschränken. 

5. Von denjenigen Begriffen, deren Invarianz ganz oder teil- 
weise erwiesen ist, erwähne ich zunächst den Zusammenhang 
und die Dimension, resp. den Gegensatz zwischen nirgends 
dicht und überall dicht. Für den Zusammenhang habe ich 
den Beweis bereits an anderer Stelle mitgeteilt, setze ihn aber 
der Vollständigkeit halber nochmals bhierher. Ich definire die 
perfecte Menge Z als zusammenhängend, falls sie nicht in Teil- 
mengen zerlegbar ist, deren jede perfect ist !} Sei T' das Ab- 
bild von & Wäre nun die Menge ©’ nicht zusammenhängend, so 
zerfiele sie in zwei perfecte Teilmengen TZ! und Œ%;, und ihnen 
müften bei der umkehrbar eindeutigen und stetigen Abbildung, 
zwei ebenfalls perfecte Teilmengen von € entsprechen ?), was nicht 
môglich ist. Also: 

IIL Der Zusammenhang einer Punktmenge ver- 
hält sich umkehrbar eindeutigeni und stetigen A b- 
bildungen gegenüber invariant. 

Was die Dimension betrifft, so kennt man hier nur den 
zuerst von Herrn Netto ausgesprochenen Satz, daf ein Quadrat 
nicht umkehrbar eindeutiges und stetiges Abbild einer Strecke 


1) Die Berechtigung dieser Definition habe ich Math. Ann. 59, S. 133 nach- 
gewiesen. Vgl. auch C. Jordan, cours d'analyse, 2. Aufl. I, S. 25, wo sich die 
Definition zuerst findet. 

2) Vgl. meinen Bericht im Jahrb. d. deutsch. Math. Ver. Bd. VIIL 2, S. 117. 
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sein kann. Sein einfachster Beweis beruht auf dem fundamen- 
talen Gegensatz zwischen den abzählbaren und den nicht abzähl- 
baren Mengen'). Zieht man nämlich im Quadrat eine Parallele 
zu einer Quadratseite, so muB ihr nach Satz III eine zusam- 
menhängende Teilmenge der Strecke entsprechen, d. h. also 
ein Intervall. Nun besitzt die Menge der Parallelen die 
Mächtigkeit des Continuums, während Intervalle ohne gemeinsame 
Punkte auf der Strecke nur in abzählbarer Menge existiren, 
woraus die Behauptung folgt. 

Hieraus kann aber noch keineswegs gefolgert werden, daf 
irgend einer ebenen Menge &, die nirgends dicht ist, als Bild- 
menge eine gleichfalls nirgends dichte Menge entspricht. Um dies 
zu zeigen, werden wir die vorstehende mehr negative Frage- 
stellung in eine positive umwandeln, und die Erhaltung des 
bezüglichen Characters direct nachweïisen. Dazu bedarf es 
weiterer Hilfsmittel. Als solche bieten sich am einfachsten der 
Satz des Herrn Jordan und seine Umkehrung dar. 


6. Für den Satz des Herrn Jordan teile ich eingn neuen 
Beweis mit, der ihn fast als unmittelbare Folge meiner oben er- 
wäbnten Beiträge erscheinen läft. Ich tue dies auch deshalb, 
weil er eine Erweiterung zuläft oder vielmehr deren be- 
darf. Der Jordansche Satz sagt nämlich nur aus, daB das um- 
kehrbar eindeutige und stetige Abbild des Kreïses eine geschlos- 
sene Curve ist; man kann aber zeigen: 


IV. Das umkehrbar eindeutige und stetige A b- 
bild des Kreises ist eine einfache geschlossene 
Curve. 


Sei nämlich À der Kreis und Æ sein Abbild, so ist zunächst 
gemäB III T eine zusammenhängende Menge. Sie mu aber auch 
nirgends dicht sein. Wäre dies nicht der Fall, so gäbe es sicher 
ein endliches Quadrat, das ihr angehôrte. Dem entspräche in # 
wieder eine zusammenhängende Teilmenge, also ein Kreisbogen. 
Dies ist aber nach Nr. 5 unmôglich. 

Es handelt sich jetzt nur noch darum, aus der Gesamtheit 
aller nirgends dichten zusammenhängenden ebenen Mengen dieje- 
nigen herauszusuchen, die Abbild des Kreises sein kônnen. Diese 
Mengen unterscheiden sich in erster Linie nach der Gebietsteilung, 
die sie für ihre Complementärmenge M bewirken. Sie ist (Nr. 2) 


1) Vgl. meine Note in diesen Nachrichten 1899, S. 290. 
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entweder ein einziges Gebiet, oder sie zerfällt in eine endliche 
resp. abzählbare Menge solcher Gebiete. 

Sei nun  irgend eines dieser Gebiete und T' seine Grenze, 
so beweisen wir zunächst, dass jeder Punkt #' von T’ für Y er- 
reichbar ist. Sei |f} eine gegen {’ convergirende einfache 
Folge, so definiren die Wege !! and l!,,, die von »# zu t’ führen, 
eine zusammenhängende Teilmenge €,, der t! und #!,, angehôren 
(Nr. 2). Ihr entspricht eine zusammenhängende Teilmenge $#, von 
8, d. h. ein Kreisbogen k, ...k,.,. Die gegen #’ convergirenden 
Punkte %, bilden daher auf dem Kreis $& ebenfalls eine einfache 
Folge. Wäre nun {’ nicht erreichbar, so kônnte man gemäss 
Nr.3 auf ?, die Punkte #{” bestimmen; deren Bildpunkte müssten 
auf dem Bogen 8, liegen und daher ebenfalls #' als Grenzpunkt 
haben. Der Grenzpunkt der Punkte #;' ist aber von { verschie- 
den; damit ist der Beweis geliefert. 

Nun sei { irgend ein Punkt des Curvenbogens ?, und M, 
das Teilgebiet von M, das die Wege /, und !,,, mit ?, gemäf 
Nr. 2 bestimmen. Man kann dann in Y, einen Weg { von m zu 
t legen. Nun bestimmen #, und #;,, aufer 8, noch einen zweiten 
Kreisbogen &'; ihm mu daher in & eine zusammenhängende Teil- 
menge entsprechen, die #, und #;,, enthält. Daraus folgt, dañ M 
nicht ein einziges Gebiet sein kann. Denn sonst kôünnte man von 
m aus zwei Wege !’ und !” zu t führen, die ein die Menge ©T ein- 
schliefendes Polygon (Nr. 2) bestimmen. Zugleich bilden / und !’ 
ein Polygon $', das t{; einschliefit, und ? und !” ein Polygon $”, das 
t, einschliefit, die zusammenhängende Menge ?; müBte daher auch 
von $’ und $” je einen Punkt enthalten. Dies künnte aber wie- 
derum nur t sein, der nicht zur Menge T, gehôürt. 

Sei nun À das äuBere Teilgebiet von WE, so giebt es eine ein- 
fache Curve (6, die Grenze von A ist. Verbindet man nun wieder 
einen Punkt von À mit zwei Punkten ec, und r, von 6, so werden 
dadurch auf G gemäB Nr. 2 zwei zusammenhängende Teilmengen 
definirt. Andererseits entsprechen den Punkten €, und c, auf 8 
zwei Punkte k, und #,, die ebenfalls zwei und nur zwei zusam- 
menhängende Teilmengen, nämlich zwei Kreisbôgen definiren. 
Diese müssen also einander entsprechen, woraus folgt, da die 
Curve € die Menge T erschôüpft, also mit ihr identisch ist. Damit 
ist der Satz bewiesen. 

Eine unmittelbare Folge unseres Satzes lautet 

IVa. Das umkehrbar eindeutige und stetige 
Abbild eines Kreisbogens ist ein einfacher Cur- 
venbogen. 
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Die Umkehrung des vorstehenden Satzes IV habe ich bereïts 
an anderer Stelle ‘) bewiesen; sie lautet: 


V: Jede einfache geschlossene Curve läft 
sich umkehrbar eindeutig undstetig auf den 
Kreis abbilden. 

Ein einfacherer Beweis dieses Theorems, der das von Herrn 
Hilbert für einen Specialfall gegebene Verfahren verallgemeinert, 
ist inzwischen von Herrn Riesz gegeben worden *). Uebrigens 
werde ich selbst einen neuen, wesentlich einfacheren Beweis des 
Satzes an anderer Stelle mitteilen. Die in Nr. 3 definirte Er- 
reichbarkeit ist damit als notwendige und hinreichende 
Eigenschaft für das bezügliche Abbild des Kreises dargetan. 

Wir bedürfen aber noch der Umkehrung der in IVa ausge- 
sprochenen Folgerung, d. h. des Satzes. 

Va. Jeder einfache Curvenbogen läBt sich um- 
kehrbar eindeutig und stetig auf einen Kreis- 
bogen abbilden. 

Dies ist evident, sobald der Curvenbogen als Teilmenge einer 
geschlossenen Curve gegeben ist. Den Beweis will ich aber 
auch für die oben (Nr. 3) aufgestellte mengentheoretische Defi- 
nition des Curvenbogens andeuten. Man lege um einen Punkt m" 
wieder den zu M gehôrigen Kreis ® und ziehe von m zu zwei 
Punkten f, und t, die Wege !, und ?, die & in #, und #4, 
treffen. Diese Wege bestimmen (Nr. 2) eine Teilmenge %, von 
T, die mit ihnen zusammen eine eïinfache geschlossene Curve 
bildet; daher ist %, auf einen Kreïisbogen, insbesondere auf 
k, ...k, abbildbar. Nun sei f, ein nicht zu T, gehôüriger Punkt, 
so wird der Weg /, den Kreis & in 4, auBerhalb des Bogens #,...k, 
kreuzen. So kann man fortfahren, doch muf dieser Proce nach einer 
endlichen oder abzählbaren Menge von Schritten ein Ende erreichen; 
er bestimmt daher zwei notwendig verschiedene Punkte X%’ und #, 
resp. einen Kreisbogen, der den Bildpunkt jedes Punktes von T 
enthält. Er definirt zugleich zwei Punkte f’ und {” die wir End- 
punkte von ? nenneu. 

8. Ein letzter Satz, dessen wir bedürfen, ist der folgende. 

VI DieGebietsteilung, die durcheineeinfache 
geschlossene Curve bewirkt wird, verhält sich bei 
umkehrbar eindeutiger und stetiger Abbildung 
invariant. 


1) Math. Ann. 58, S. 230. 


über die geometrischen Invarianten der Analysis situs. b23 


Dies besagt, daB dem Innern und AeuBern der einen Curve 
das Innere resp. das Aeufere der andern entspricht. 

Dieser Satz, für den ich selbst, sowie Herr Bernstein und 
Herr Osgood bereits Beweise gegeben haben '), läft sich in ein- 
fachster Form folgendermafen ableiten. 

Seien © und C’ die beiden Curven, 3 und Y, resp. 3’ und Y! 
die inneren und äuferen Gebiete. Seien ferner m und m, zwei 
Punkte von 3, und »#' resp. m;, die Bildpunkte. Dann ist m mit 
m, durch einen Streckenzug tw verbindbar, der keinen Punkt 
von 6 enthält. Ihm entspricht in der Bildebene der einfache 
Curvenbogen tv’, der keinen Pankt von €’ enthält. Nun sei der 
Abstand 


e(wv', €) = n°), 
so kann man, wegen der Stetigkeit der Abbildung, eine Grüke à 
bestimmen, so daB für irgend welche Punkte p, p,, p', p!, 


0", pu) < n wird, falls e(r, p,) < 8 


gewählt wird. Nun kann man den Streckenzug w mit einer end- 
lichen Zahl von consecutiven Punkten "”, so erfüllen, da8 


e(m,, M4) < ù 
ist; für die auf 1’ liegenden Bildpunkte m' wird daher 
o(m;, m4) < 9 


sein. Die Strecken s#!...m\,,, haben daher keinen Punkt 
mit T?’ gemein und bestimmen daher einen Streckenzug, der ent- 
weder ganz zu 3’ oder ganz zu ’ gehôrt. DaB nunmebr 3’ dem 
3 und Y’ dem Y entspricht, folgt ebenfalls aus der Stetigkeit 
der Abbildung. 

9. Eine erste wichtige Folgerung der vorstehenden Sätze ist 
folgende. Den Ausgangspnnkt der vorliegenden Untersuchungen 
und derjenigen, auf denen sie beruhen, bildet das Polygon end- 
licher Seitenzahl und die Analysis situs der aus solchen Poly- 
gonen zusammengesetzten Gebilde *. Diese wurden zunächst auf 
Polygone übertragen, die aus einfachen Wegen gebildet sind. 
Nunmebr folgt aber, daB alle die Begriffsbestimmungen und Sätze, 


1) Diese Nachrichten, 1899, Heft 3 und 1900, Heft 1. 

2) Unter e(w’,€’) vertsehe ich das Minimum aller Abstände eines Punktes 
von ww’ von einem Punkt von €. 

8) Math. Ann. 58, S. 198 und 69, S. 130. 
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die ich aus methodischen Gründen zunächst für Streckenzüge aus- 
sprach, auf beliebige einfache Curven und Curven- 
bôgen übertragbar sind Hat man z. B. eine einfache 
geschlossene Curve ©, und zwei einfache sich nicht kreuzende 
Curvenbôgen, die von einem inneren Punkt » zu zwei Punkten # 
und #, von & laufen, so kôünnen wir eine analoge Figur herstellen, 
in der die Curvenbôügen durch einfache Wege ersetzt sind, und 
kôünnen beide umgekehrt eindeutig und stetig so auf einander ab- 
bilden, daB die Wege den Curvenbôügen entsprechen. Dann läfit 
sich aus Nr. 1 und Satz VI folgern, daf die Curvenbôügen für das 
Innere von T dieselbe Gebietsteilung bewirken wie die Wege L, 
und 

Hieraus ist dann weiter zu folgern, daB die Sätze der Ana- 
lysis situs, die die Teilung und Zusammensetzung von Polygonen 
betreffen, auch für allgemeinere Gebiete gelten, zunächst noch mit 
dem Vorbehalt, daBf man einfache Curven und Curvenbôgen als 
Operationsmittel benutzt !). Die Behauptung, daB in ihnen die 
naturgemäBe Verallgemeinerung der Geraden vorliegt, erscheint 
also auch in dieser Hinsicht vollständig gerechtfertigt. 

10. Die vorstehenden Sätze gestatten, auch für zwei allge- 
meinste Mengen T und ?', die umkehrbar eindeutige und stetige 
Abbilder von einander sind, die Invarianz ihrer Structur, 
resp. der für die Analysis situs in Betracht kommenden Eigen- 
schaften, nachzuweisen. Es mag hier genügen, auf die Grundzüge 
des Beweises kurz hinzuweisen. 

IstT zunächst eine zusammenhängende nirgends dichte Menge, 
und enthält sie eine Teilmenge %,, die eine einfache geschlossene 
Curve ist, so muB dies auch für die Bildmenge ZT’ gelten; zu- 
gleich ist das Innere der einen Curve Abbild vom Innern der 
andern. Beachtet man nun, daf wenn eine Teilmenge %, von T 
gemeinsame Grenze zweier Gebiete W und M, ist, dies auch für 
die Bildmenge ©, gelten muB, und da einem gemeinsamen Punkt 
von ?, und Ÿ, ein gemeinsamer Punkt von T! und %, entspricht, 
so kann daraus die Uebereinstimmung der durch € und © be- 
wirkten Gebietsteilung leicht gefolgert werden. 

Zerfällt andererseits T in zwei getrennte Teilmengen €, und 
T,, die in zwei Polygonen $, und $, liegen, so zerfällt T’ in zwei 
Bildmengen ©?! und ©, die von zwei einfachen Curven einge- 
schlossen werden. Auf Grund derjenigen Einteilung aller per- 


1) DaB diese Beschränkung keine notwendige ist, habe ich bereits oben 
erwähnt, 


üher die geometrischen Invarianten der Analysis situs. 525 


fecten Mengen dieser Art, die ich in meinem zweiten Beitrag ge- 
geben habe, folgert man hieraus ohne besondere Mühe, daB sich 
auch die Zusammenhangszahl jedes Gebietes sowie die 
Structur der in ihm enthaltenen Menge invariant verhält. 

Ist endlich T eine Menge allgemeinster Art, die auch überall 
dichte Bestandteile enthält, so sei 1 ein solcher Bestandteil. Er 
wird dann notwendig von einer einfachen Curve € eingeschlossen. 
Thr entspricht die Curve €’ der Bildmenge; deren Inneres U' ent- 
spricht U, und da jeder Punkt von LU zu & gehôrt, so gehôrt auch 
jeder Punkt von U' zu T’. Damit ist auch hier die Grundlage 
des Beweises geschaffen. Zusammenfassend kann man sagen : 


VII Die Structur der ebenen perfecten Men- 
gen bleibt bei der umkehrbar eindeutigen und ste- 
tigen Abbildung invariant. Insbesondere entspricht je- 
dem nirgends dichten Bestandteil der einen Menge ein 
ebensolcheu der andern, und jedem überall dichten ein 
überall dichter. 

Da8 der Satz auch für jede ebene abgeschlossene Menge gilt, 
bedarf kaum der Erwähnung. 

11. Auf eine spezielle Folgerung will ich noch ausdrücklich 
hinweisen. Man kann eine Menge © so auf eine Bildmenge be- 
ziehen, da man jeder einfachen Curve von T ein einfaches Po- 
lygon und jedem einfachen Curvenbogen einen Streckenzug zu- 
ordnet. Daraus folgt dann, daB die aus Polygonen und Strecken- 
zügen aufgebauten Mengen nicht etwa nur einen Specialfall dar- 
stellen, sondern vielmehr Mengen vom allgemeinsten Typus 
repräsentiren. 
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Untersuchungen über Entladungserscheinungen in 
Geiklerschen Rôhren. 


Von 
Eduard Riecke. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 29. October 1904. 


I. Apparate und Messinstrumente :). 


Den Beobachtungen selber mügen einige Bemerkungen über 
die dabei benutzten Apparate und Mefinstrumente vorangeschickt 
werden. 


1. Die GeiBler'sche Rôühre, ihre Füllung und die zwei 
damit ausgeführten Beobachtungsreihen. 


Der lichte Durchmesser der im Folgenden benutzten cylin- 
drischen Rôbre betrug 2,374 cm, die Dicke des Glases 0,1009 cm, 
der Durchmesser der an kurzem Stile befestigten, als Kathode be- 
nutzten Aluminiumscheibe 2,307 cm, der Durchmesser der an län- 
gerem Stile befestigten Anode 2,309 cm. Der Abstand der Anode 
von der Kathode, die Länge der von der Entladung durchlaufenen 
Säule, betrug 23,83 cm. 

Zur Füllung der Rühre diente käuflicher Stickstoff; die 
den Stickstuff enthaltende Bombe stand zunächst in Verbin- 
dung mit einer kugelfôrmigen Vorlage. Der Druck des darin 
enthaltenen Gases konnte mit einem Quecksilbermanometer ge- 
messen werden. Mit Hülfe eines Zweiweghahnes kann die Vor- 
lage entweder mit der atmosphärischen Luft, oder mit der Luft- 
pumpe verbunden werden. Durch die erste Verbindung werde der 
Druck des in der Vorlage enthaltenen Gases gleich dem Baro- 


1) Vgl. die erste Mittheilung, diese Nachrichten 1904. $S. 356. 
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meterstande b gemacht. Das MischungsverhältniB des aus Stick- 
stoff und Sauerstoff bestehenden Gases sei gegeben durch N:0 — 
z:y; ist dann v das Volumen der Vorlage, so ist das Volumen 
des bei dem Drucke b in der Vorlage vorhandenen Stickstoffs 


gleich NES v, das des Sauerstoffs gleich nu v. Die Vorlage 


wird nun von der Luft abgeschlossen und mit der Stickstoffbombe 

verbunden; Stickstoff strômt ein und der Druck erreicht den Be- 

trag b+%. Das Volumen des in der Vorlage befindlichen Sauer- 
y b 

æ+y b+h 

neue Mischungsverhältnif zwischen Stickstoff und Sauerstoff mit 

x,|y,, so ist: 


stoffs ist dann reduciert auf 


v. Bezeichnen wir das 


Yi y b 


BEY  a+y ER 


Die Vorlage werde nun gegen die Bombe abgeschlossen und 
wieder mit der Atmosphäre verbunden; der Druck wird dadurch 
von neuem auf den barometrischen reduciert. Wird darauf aber- 
mals Stickstoff zugelassen, bis der Ueberdruck À wieder erreicht 
ist, so wird das neue MischungsverhältniB: 


at d'anlhpeoa hd den Hi): 
LT, +Y y+z\b+h 
Nach n Einstrômungen mit immer gleichem DrucküberschuB k 
wird das Verhältnif: 
2, +9, 2+y \b+h 


Bei dem benutzten Apparate konnte k — :b gemacht werden; 


gehen wir aus von atmosphärischer Luft, so ist 7 _ = D; daraus 
folgt für 
n == ll 21 31 
= — 0,018 0,0018 0,0002. 
TZ, +Y, 


In die Rôhrenleitung, die von der Vorlage nach der Queck- 
silberluftpumpe führte, waren 3 Waschflaschen eingeschaltet; von 
diesen waren 2 mit Pyrogallussäure, die dritte mit koncentrierter 
Schwefelsäure gefüllt. Die Rührenleitung endigte in einer feinen 
Kapillaren, die von unten in eine durch Quecksilber gegen die 
Atmosphäre abgeschlossene Barometerrühre eingefülhrt war. Der 

Egl, Ges. d. Wiss. Nacbricbten, Matb.-phys. lasse 1904. Lieft 6. 38 
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torricellische Raum stand in unmittelbarer Verbindung mit der 
GeiBler’schen Rôbre, nur war zwischen beide noch eine mit wasser- 
freier Phosphorsäure gefüllte Rôühre eingeschaltet. 

Die erstmalige Füllung der Geïfiler’schen Rôhre mit Stickstoff 
wurde in folgender Weise vorgenommen. Es wurden zuuächst 11 
Füllungen der Vorlage mit Stickstoff ausgeführt, und dabei die 
Vorlage nach jeder Füllung direkt: mit der Atmosphäre verbunden. 
Bei 10 weiteren Füllungen wurde der überschüssige Gasinhalt 
durch die Waschflaschen hindurch theils in die Atmosphäre, theils 
in die Pumpe entleert, um die Luft aus den Verbindungsrühren 
zu verdrängen. Hierauf wurde bis zu einem Drucke von 0,019 mm 
ausgepumpt und dann Stickstoff zugelassen, der Druck in der 
Pumpe stieg dabei auf 0,283 mm. Unter diesen Verhältnissen 
wurden einige Vorversuche angestellt, bei denen die Stromstärken 
verhältni8mäBig hohe Werthe bis zu 5 Milliampère erreichten. 
Die Pumpe wurde darauf noch 4 mal bis auf Drucke von 0,01— 
0,02 mm Quecksilber ausgepumpt und zwischendurch immer wieder 
mit Stickstoff gefüllt, der Druck betrug nach der letzten Füllung 
0,244 mm. Mit diesem Drucke begann eine erste vollständige 
Reihe von Beobachtungen, die bis zu einem Drucke von 0,083 mm 
fortgesetzt wurden. Einzelne Stôrungen ergaben sich aus der 
Verwendung zu starker Strôme, welche den Druck, vielleicht auch 
den Gasinbalt der Rôühre so beträchtlich änderten, daf die bei 
auf- und niedersteigender Stromstärke angestellten Beobachtungen 
eines Satzes nicht mehr auf den gleichen Druck reducirt werden 
konnten. Nach AbschluB der Beobachtungsreihe wurde die Pumpe 
viermal bis auf Drucke von einigen hundertel Millimetern ausge- 
pumpt und zwischendurch bis auf Drucke von etwa 15 mm mit 
Stickstoff gefüllt. Nach der letzten Füllung und der darauf fol- 
genden Evakuation betrug der Druck 0,789 mm Quecksilber; mit 
diesem Drucke begann eine zweite Beobachtungsreihe. Es ist 
dieselbe, welche in der vorhergehenden Mittheilung ,Ueber Eva- 
kuation GeiBler’scher Rôhren durch den elektrischen Strom“!) 
benutzt worden ist. Auch diese Beobachtungsreihe erlitt einmal 
eine Storung durch Verwendung eines zu starken Stromes, 2 
Milliampère. Die Charakteristik der Rôhre zeigte nach dem 
Durchgange dieses Stromes einen etwas anderen Verlauf als zu- 
vor; nach einigen Tagen stellte sich aber der alte Zustand wieder 
her; gegen die Vergleichbarkeit der Beobachtungen dürfte also bei 
dieser zweiten Reihe kein Bedenken bestehen. 


1) Diese Nachrichten. 1904 $8. 166. 
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2. Die Druckmessungen. 


Die Messung des Druckes in der Pumpe und in der damit 
verbundenen Geïfler’schen Rühre wurde nach der von Hagen 
angegebenen Methode ausgeführt. Neben dem AuslaBrohr der 
Pumpe war zu diesem Zwecke ein Mafistab befestigt. Das Queck- 
silber in der Pumpe wurde soweit gehoben, daf eben noch Ver- 
bindung zwischen dem QuecksilbergefäBe der Pumpe und zwischen 
der GeiBler’schen Rôühre bestand. In der AuslaBrôhre stehe das 
Quecksilber dann bei dem Theilstriche , in dem die AuslaBrôhre 
umgebenden Gefäfe in der Hôhe k,; der Druck des in der Pumpe 
enthaltenen Gases ist dann: 


Dr b—(h—h,), 


wo b den Barometerstand bezeichnet. Das Volumen des in dem 
QuecksilbergefäBe und in den damit zusammenhängenden Theïlen 
der Pumpe enthaltenen Gases setzt sich aus zwei Theilen zu- 
sammen; der eine unveränderliche reicht bis zu dem Theiïlstriche 
960 mm des MaBstabes; der zweite veränderliche von da bis zu 
der Quecksilberkuppe bei /. Das Volumen des ersten Theiles sei 
V; das des zweiten kann berechnet werden, wenn die AuslaBrôhre 
kalibriert ist. Wir bezeichnen mit o das Volumen, welches ein 
Stück von 1 cm Länge der Kapillare besitzt, dann ist das Vo- 
lumen des Gases : 


V + © (96 — à). 


Nun wird das Quecksilber gehoben, so daB es den ganzen 
Raum des Gefäfes und des Vorvakuums bis zu der Hühe d in 
der Nähe des Theilstriches 960 mm füllt. Die Kuppe des Queck- 
silbers in der AuslaBrôhre stehe jetzt bei h,, die Kuppe in der 
äuBeren Rôhre bei k. Der Druck des Gases in dem verkleinerten 
Raum ist jetzt gleich: 


b—(h, —h}). 


Das Volumen ist gleich dem unveränderlichen Theile, der 
durch die in der Hühe von 960 mm liegenden Querschnitte der 
AusfluBkapillaren begrenzt wird, vermehrt um die in den beiden 
Schenkeln enthaltenen Volumina. Die Länge jenes Theiles sei 
gleich 7 cm. Dann ist das Volumen der komprimirten Luft: 


© (1 + 96 — h, + 96 — d). 


Zur Bestimmung des ursprünglichen Gasdruckes p ergiebt 
sich nach dem Gasgesetze die Gleichung: 


DER 38* 


530 Eduard Riecke, 


ab, 1 0(96 — h, + 96 — d) + œl 
ARR CES TC ETES 
Setzt man hier: 


b — p+h—h,, 
so erhält man zur Berechnung von » die Formel: 


@ (96 — X, + 96 — d) + w1 
p — G-n +R) ÉTRENTOTET., 


oder : 


Es, @ (96 — h, + 96 — d)+ wo 


TS GORE V—o(h—h,+96—d)-œl 


Der Bruch h—h,|h—h, ist aber gleich dem Verhältnisse 
zwischen dem Querschnitt der Kapillaren und zwischen dem freien 
um den äuBeren Querschnitt der AuslaBrôhre verminderten Quer- 
schnitt des umgebenden Gefäfes. 

Bei grôBeren Drucken konnte das Quecksilber nur so weit 
gehoben werden, daf ein Theil des Vorvakuums damit erfüllt war. 
Wir bezeichnen mit v den von dem komprimierten Gase erfüllten 
Theil des Vorvakuums, dieses gerechnet bis zu der Hôhe des 
Theïlstrichs 960 mm. An Stelle der vorhergehenden Formel tritt 
dann : 


Le h—h,\ v+o(96—2h,)+ol 
PR GR) (1 + RL | 


Bei der benutzten Pumpe war: 
— 1060 ccm, o — 0,0404 ccm, l = 2,8 cm, 


folglich æ©7 — 0,116 ccm. Ferner war v — 21,2 ccm, wenn das 
Quecksilber gerade bis zu dem Anfange des Vorvakuums gehoben 
wurde, v — 10,6 ccm, wenn die Hälfte des Vorvakuums mit Queck- 
silber gefüllt war. Das Verhältni8 (h;—h,)|(1—h,) war gleich 0,012. 


3 Messungen der Stromstärke und der Electroden- 
spannung. 


Zur Messung der Stromstärke diente ein Zeigerinstrument 
von Reiniger mit aperiodischer Dämpfung; das Instrument wurde 
im Nebenschlusse mit einem Präcisionsrheostaten von Siemens 
benutzt. Die für verschiedene Nebenschlüsse geltenden Reduk- 
tionsfaktoren sind im folgenden zusammengestellt : 


34% 
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Nebenschluf. Werth eines Scalentheils in Ampère. 
10000 Ohm 1,0351 x 10 
200 — 2,1418 x 10° 
100 — 3,2708 x 10° 
20 — 12,295 x 107 


Zur Messung der Elektrodenspannung wurde ein Braun’sches 
Elektrometer verwandt. Die Reduktion der Ablesungen auf Volt 
wurde auf graphischem Wege vorgenommen. Zur Construktion 
der hierzu dienenden Kurve genïügen die folgenden Angaben: 


Messung am Electrometer Volt 
3 370 

6 710 

9 1063 

12 1418 

15 1722 


4 Längenmessungen im Innern der Rôhre. 


Die Länge der verschiedenen Theile der Entladung wurde 
mit Hülfe eines parallel zu der Rôühre aufgestellten Millimeter- 
stabes gemessen. Im Anfang wurde der Maafistab in einen Ab- 
stand von etwa einem Meter von der Rôühre gebracht; die Ablesung 
erfolgte dabei mit einem Fernrohre, das auf einem Schlitten be- 
festigt, längs dem Maafistab verschoben werden konnte. Es zeigte 
sich indessen, daB bei kleinen Stromstärken und grofien Verdün- 
nungen der zur Axe der Rôühre senkrechte Kreuzfaden nicht mehr 
sicher auf die Grenzen der verschiedenen Theile der Entladung 
eingestellt werden konnte, da diese Grenzen im Fernrohre sehr 
verwaschen erschienen. Es war besser, den MaaBstab in unmittel- 
bare Nähe der Rühre zu bringen, und mit Lupe oder mit blofem 
Auge abzulesen. Dabei diente zum Einstellen eine Art von 
Diopter mit zwei ‘/s mm dicken Messingdrähten, die in einer zum 
Maafistabe senkrechten Ebene in schicklichem Abstande parallel 
mit einander ausgespannt waren. Dieses Diopter war auf einem 
Schlitten befestigt, der längs der Theilung leicht verschoben wer- 
den konnte und der gleichzeitig einen Nonius trug. 

Es mügen zunächst ein paar Beispiele von Messungen mitge- 
theilt werden, die über den Grad der erreichten Genauigkeit ein 
Urtheil erlauben. 

Beobachtungen vom 24. Nov. 1903. Ablesung mit Fernrobr, 
Füllung der Pumpe mit Stickstoff. 

Druck in der Pumpe vor dem Durchgang des Stromes 0,283 mm, 
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nach dem Durchgang 0,294 mm; im Mittel 0,288 mm. Stromstärke 
und Spannung betrug vor Anstellung der Längenmessungen 1,010 = 
107* Ampère, und 687 Volt, nach den Beobachtungen 1,035 + 107 
Ampère und 668 Volt. Im Mittel war die Stromstärke gleich 
1,023 < 10 Ampère, die Elektrodenspannung gleich 677 Volt. 
Die Kathode werde im folgenden mit dem Buchstaben Æ be- 
zeichnet, der Scheitel der geschichteten positiven Lichtsäule mit 
S, die Scheitel der aufeinanderfolgenden Schichten von S an ge- 
rechnet mit S,, S,..; es ergeben sich dann die folgenden Ab- 
lesungen an dem Maafstabe : 
K S 9e S 
2,93 9,94 25.31 9,82 
10.00 25.39 9.84 
9,91 25.32 9.80 
9,91 25.30 9.82 
25.29 
25.28 
Mittel 9,94 26.31 9.82 


Hieraus folgt für die mittlere Länge sämtlicher Schichten der 
Werth 
ho SS,, — 1,543 cm. 


Wie man sieht, verschieben sich die Punkte S und $S, während 
der Beobachtung etwas nach der Kathode hin. 

Der Vertikalfaden des Fernrohrs wurde hierauf auf die ein- 
zelnen Schichtenkôpfe der Reihe nach eingestellt. Im Hin- und 
Hergehen des Fernrohrs ergaben sich dabei die folgenden Ab- 


lesungen: 
S 5, s, 5, 5, 5, 5, 5, 5, 5e 5, 0 
9.50 11.30 12.82 14.38 16.07 17.63 19.14 20.56 22.12 23.69 25.18 


9.54 11.24 12.84 14.42 15.91 17.47 18.89 20.38 21.87 23.42 24.92 
Mittelwerthe : 
9.52 11.27 12.83 14.40 15.99 17.55 19.01 20.47 21.99 23.55 25.05 
Differenzen 

1,75 1.66 1.57 1.59 1.56 1.46 1.46 1.52 1.56 1.50 
Für die Länge der ersten Schicht ergiebt sich hiernach der Werth: 


l, = 88, — 1,75 cm, 
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für die mittlere Länge der folgenden Schichten von S,—$,, der 
Werth: 


1, = 1,031 + 0,016 cm. 
Die mittlere Abweichung der einzelnen Schichtenlänge von dem 
Mittelwerthe beträgt + 0,048 cm. 

Zur Vervollständigung führen wir noch einige andere Ab- 
messungen an, die für die Entladungserscheinung von Bedeutung 
sind. Die Grenze der leuchtenden Kathodenschicht werde mit 
L, die innere Grenze des Kathodenglimmlichtes mit G bezeichnet. 
Dann ist : 

KL = 0,18cm, KG —= 0,5bcm, ÆS — 6,74 cm. 


Die Temperatur betrug 17,8°. 

2. Beobachtungen vom 4. Dec. 1903. Der MaaBstab war un- 
mittelbar neben der Rôhre aufgestellt, die Ablesung erfolgte mit 
der Dioptervorrichtung. Der Druck in der Rôhre betrug vor 
dem Durchgange des Stromes 0,217 mm, nach dem Durchgang 
0,220 mm, im Mittel 0,218 mm. Die Stromstärke war vor den 
Messungen gleich 2,033 < 10° Ampère, nach den Messungen 2,221 = 
10 Ampère, im Mittel 2,127 < 10 * Ampère. Die Elektroden- 
spannung betrug 840 Volt. 

Die beim Vor- und Zurückschieben des Schlittens gemachten 
Ablesungen sind die folgenden; À bezeichnet die Anode. 


RL OT 752 CUS, US SA RS NS 7 SATA 
4.94 5.33 5.50 16.13 17.87 19.39 20.85 22.27 23.72 25.11 26.53 28.41 
4.94 + 16.18 17.89 19.42 20.86 22.30 23.71 25.13 26.54 
Daraus folgt: 
[= 53 1,78 cn. 
Im Mittel aus den Differenzen $, S, — 48,8, wird: 
1, — 1,442 + 0,015 cm. 
Die mittlere Abweichung der einzelnen Schichtenlängen von dem 
Mittelwerthe ist gleich + 0,041 cm. 
Im Uebrigen ergiebt sich: 
KL = 0,389, KG = 0,56, KXS = 1121 
KA = 23.80. 


Aus der Differenz der Ablesungen ÆÀ und À ergiebt sich der 
Abstand der Kathode von der Anode, die Länge des Entladungs- 
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raumes, wenn man zu 23,80 noch die Dicke des Diopterdrahtes 
0,33 mm hinzurechnet. Die Länge des Entladungsraumes beträgt 
daher 23.83 cm. 

Die Temperatur betrug 15,4, die Füllung der Rôhre war 
dieselbe, wie bei den Beobachtungen vom 24. Nov. 

Die Kathodenplatte stand nicht genau senkrecht zu der Länge 
der Rôhre, es wurde in der Regel auf den oberen und den unteren 
Rand eingestellt und aus den um etwa 1 mm differierenden Ab- 
lesungen das Mittel genommen. 

Bei jedem Satze wurde einmal mit zunehmenden und dann mit 
wiederabnehmenden Stromstärken beobachtet, um den Einflu8 klei- 
nerer Veränderungen im Zustande des eingeschlossenen Gases zu 
eliminieren. Die Stôrungen, von denen in der ersten Nummer des 
zweiten Theiles die Rede war, machten sich eben dadurch kennt- 
lich, daB die Beobachtungen bei abnehmendem Strome mit denen 
bei zunehmendem nicht mehr übereinstimmten. Bei nicht zu starken 
Strômen aber zeigten jene Werthe eine befriedigende Ueberein- 
stimmung; das mag durch folgendes Beispiel erläutert werden. 


II. Beobachtungssatz der zweiïten Reïhe. Druck 0,772 mm. 
i L4 G S 

0,053 0.052 1310 1320 2,76 2,82 

0.108 0.108 1233 1240 3,09 3,08 

0.178 0.181 1042 1038 0,39 0,40 405 4,13 

0.284 0.286 1000 998 0,34 0,39 4,62 4,61 

0.601 0.617 998 995 0,32 0,34 4,88 4,90 
0,795 998 0:27 4,97 


III. Die charakteristischen Curven der Entladungen. 


Mit Bezug auf die Bezeichnung der einzelnen Beobachtungs- 
sätze, die Verhältnisse des Druckes und der Temperatur, unter 
denen die Beobachtungen angestellt wurden, müge auf die in der 
ersten Mittheilung !) enthaltene Tabelle I verwiesen werden. 

Aus der zweiten Beobachtungsreihe, welche aus dem schon 
angegebenen Grunde einen regelmäfigeren Verlauf zeigt als die 
erste, ergaben sich die folgenden Resultate : 


1) Siche Nachrichten 1904. S. 357. 
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Beobachtungssatz : I II III 
Druck, mm Hg. 0,779 0,772 0,771 
i Ve i V i LA 
0.057 1280 0.052 1315 0.211 1014 
0.074 1220 0.108 1235 0.336 987 
0.115 1177 0.179 1040 0.730 984 
0.183 1026 0.285 1000 0.975 979 
0.290 992 0.609 996 
0.619 983 0,795 998 


Die Stromstärken sind in Milliampère, die Elektrodenspannungen 
in Volt angegeben. Die Strôme waren erst von einer Stärke von 
1 Milliampère an vollkommen stetig. Bildet man die Mittel aus 
benachbarten Werthpaaren der drei Beobachtungssätze, so ergiebt 
sich die folgende Tabelle : 


1: 
Druck: 0,774 mm 


i 0.054 0.074 0.111 0.181 0.211 0 287 0.336 0.614 0.730 0.795 0.975 
V 1297 1220 1206 1033 1014 996 987 989 984 998 979 


Beobachtungssatz IV V VI 
Druck 0,423 0,423 0,422 
i 4 i L4 i "1 
0.106 810 0.138 808 0.700 877 
0,150 798 0,237 805 0.926 900 
0,251 800 0,362 816 1,071 930 


0,757 844 
0,973 857 
Beobachtungssatz VII VII IX 


Druck 0,426 0,427 0,425 
i V i V 0 V 
0.138 821 0.353 826 0.131 818 
0,235 821 0,745 877 0.336 817 
0,357 829 0,956 891 0.998 894 
0,747 886 1,139 902 
0,954 917 


Die Mittelbildung führt zu der Tabelle: 
2. 


Druck: 0,424 mm 


: 0.106 0.136 0.150 0.241 0.336 0.357 0.700 0.750 0.926 0.970 1,105 
V 810 816 798 809 817 824 877 869 902 569 916 
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Beobachtungssatz XI XII XIII 
Druck 0,230 0,231 0,230 
i 4 i 4 è L4 
0.095 687 0.093 675 0,244 760 
0.114 717 0.112 703 0,363 799 
- 0.157 723 0,704 880 
0,257 758 0,890 908 


0,379 820 
Beobachtungssatz XIV XV 
Druck 0,231 0.231 


Û L4 è 14 
0,709 888 0,087 677 
1.000 950 0,146 728 


0,682 903 
0,855 943 
1.145 1000 
Durch Mittelbildung ergiebt sich die Tabelle: 
8. 
p —= 0,231 mm 


à 0.092 0.113 0.151 0,250 0,371 0,698 0,872 1.000 1.145 
V 680 710 725 759 809 890 925 950 1000 


Beobachtungssatz XX XXI XXII 
Druck 0,224 0,222 0,219 
U 4 i 4 i 4 
0.134 789 0.137 765 0.136 760 
0.335 846 0.333 825 0.339 832 
0.661 927 0,659 910 0.685 934 
0.834 943 0.831 946 0.868 972 
1.107 1012 1.222 1032 1.161 1051 


Im Mittel ergiebt sich aus diesen Sätzen die folgende Tabelle : 


4, 
p — 0,222 mm 
i 0,136 0,336 0.668 0,832 0,868 1,163 
V 7171 834 924 944 974 1032 
Die in den Tabellen 1, 2, 3 und 4 dargestellten Reïhen von 
Werthpaaren : und V sind in Fig. 1 graphisch dargestellt. Bei 


grôBerer Verdünnung war für jeden Druck nur ein Beobachtungs- 
satz vorhanden wegen der durch den Strom veranlafiten Druck- 
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abnahme. Für diese Beobachtungen sind daher keine tabella- 
rischen Zusammenstellungen, sondern nur die graphischen Dar- 
stellungen durch die Charakteristiken gegeben. 

Der gestrichelte Curve, welche in die Lücke zwischen die 
Curven p — 0,222 und p = 0.117 gezeichnet ist, liegt ein Beob- 
achtungssatz der ersten Reiïihe zu Grunde. Die aus dieser Reihe 
folgenden charakteristischen Curven stimmen im allgemeinen mit 
denen der zweiten Reihe wohl überein. Nur sind die gleichen 
Dracken entsprechenden Curven der ersten Reihe gegen die der 
zweiten ein wenig nach unten verschoben. 


IV. Der Scheitel der positiven Lichtsäule. 


Bei der Entladung in einer Geïfiler’schen Rôühre grenzt sich 
der Scheitel der positiven Lichtsäule in der Regel ziemlich scharf 
ab; er gestattet daher eine gute Einstellung des Diopters, und 
sein Abstand von der Kathode kann mit ziemlich grofer Genauig- 
keit bestimmt werden. Die aus den Beobachtungen sich ergebenden 
Resultate sollen im folgenden zusammengestellt werden. Dabei 
berücksichtigen wir zunächst wiederum nur die Beobachtungen 
der zweiten Reihe. Der Abstand des Scheitels von der Kathode 
ist mit ÆS bezeichnet; als Längeneinheït dient das cm. 


1. Der Scheitelabstandals Function der Stromstärke. 


Beobachtungssatz I IT III 
Druck 0,779 0,772 0,771 
i KS i KS i KS 
0.057 2,96 0.052 2,79 0.211 4.32 
0.074 3.15 0.108 3.08 0.336 4.63 
0.115 3.28 0.179 409 0,730 4.87 
0.183 4,12 0.285 4.61 0.975 4.98 
0,290 4,57 0.609 4.89 
0.619 4,79 0.795 4.97 


Im Mittel ergiebt sich die Tabelle: 


L 
p —= 0,774 mm 


i 0.054 0.074 0.111 0.181 0.211 0,287 0.836 0.614 0,730 0.795 0.975 
KS287815-3,18 24410 4582 459 463 St 487 ANT 448 
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Beobachtungssatz IV V VI 
Druck 0,423 0,423 0,422 
DD ERA KS EU 'KS 
0.106 4,67 0.138 5.06 0.700 6.87 
0.150 5.07 0.237 6.58 0.926 7.23 
0.251 65.51 0.362 5.96 1.071 7.39 


0.757 6.66 

0.973 6.98 
Beobachtungssatz VII VIII IX 
Druck 0,426 0,427 0,425 


à KS è KS î KS 
0.138 5.37 0.353 6.26 0.131 5.42 
0.235 5.80 0,745 7.12 0.336 6.23 
0.357 6.20 0.956 7.45 0.998 7.45 
0.747 7.07 1.139 7.68 
0,954 7.44 


Im Mittel ergiebt sich: 


DA 
p — 0,424 mm 


à 0.106 0.136 0.150 0.241 0.336 0.357 0.700 0.749 0.926 0.970 1.105 
KS467 5.28 5.07 5.63 6.23 6.14 6.87 6.95 7.23 7.33 7.53 


Beobachtungssatz XI XII XIII 
Druck 0,230 0,231 0,230 
i 15 NS KS i KS 
0.095 6.05 0.093 5.92 0.244 8.46 
0.114 7.07 0.112 7.01 0.363 9.29 
0.157 7.57 0.704 10.91 
0.257 8.50 0.890 11.46 


0,379 9.36 
Beobachtungssatz XIV XV 


Druck 0,231 0,231 
0 KS i KS 
0.709 11.03 0.087 5.52 
1.000 12.06 0.146 7.56 
0.682 11.06 
0.855 11.72 
1.145 12.62 
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Im Mittel ergiebt sich: 
3. 
p — 0,281 
i 0.092 0.113 0.151 0.250 0.371 0.698 0.872 1000 1.145 
KS 6.83 7.04 7.56 8.48 9.32 11.00 11.59 12.06 12.62 


Beobachtungssatz XX XXI XXII 

Druck 0,224 0,222 0,219 
i KS i KS i KS 
0.194042,789 20184572 20.156287.89 
0.335 9.61 0.333 9.54 0.339 9.68 
0.661 11.24 0.659 11.21 (0.683 11.48 
0.834 11.87 0.831 11.96 0.868 12.35 
1.107 12.67 1222 1288 1.161 13.24 

Im Mittel ergiebt sich: 
4. 
p = 0,222 


i 0.13Q 0.336 0.668 0.832 0.868 1.163 
HS 07,79 99,61 T9 aLL. 01 12.30%12.93 


Die Tabellen 1, 2, 3, und 4 sind durch die Curven der Figur 2 
graphisch dargestellt. Für hôhere Verdünnungen geben wir wie 
bei den Charakteristiken nur die graphischen Darstellungen. Die 
gestrichelte Curve bezieht sich auf die schon im Vorhergehenden 
benutzte Beobachtung der ersten Reihe. 


2. Der Scheitelabstand als Function der Elektroden- 
spannung. 


Aus den Beocbachtungen ergeben sich die folgenden Tabellen : 
p = 0,774 | 


V 1297 ,1227 1177 1040 1013. 989 
KS 2.87 3.11 3.28 409 435 4.82 


p —= 0,424 


V 810 803 819 802 818 824 881 901 902 
KS 467 5.06 5.39 5.54 5.88 6.23 7.09 7.45 7.68 


p = 0,231 


V 677 681 710 725 759 809 890 925 950 1000 
KS 5.52 6.98 7.04 7.56 8.48 9.32 11.00 11.59 12.06 12.62 
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— 0,117 
V 847 933 1102 1275 1332 1357 
KS 8.58 11.80 1466 16.66 17.31 17.52 


Der Inhalt dieser Tabellen, sowie einiger weiterer Beobach- 
tungssätze ist in Figur 3 graphisch dargestellt. Die Curven, 
welche den Drucken p — 0,231 mm und p = 0,117 mm entsprechen, 
durchschneiden sich. Alle zwischenliegenden Curven müssen sich in 
gleicher Weise zueinander verhalten. Daraus folgt, daB all diese 
Curven eine gemeinsame Umhüllungslinie besitzen, der sie sich 
auf ziemlich weite Strecken hin ziemlich nahe anschliefen. Dies 
hat eine Folge, die bei den Beobachtungen der ersten Reiïhe in 
sehr eigenthümlicher Weise hervortrat. Die Drucke dieser Reihe 
lagen zwischen den Grenzen 0,24 mm und 0,09 mm. Die Curven, 
durch welche XS als Funktion von V vorgestellt wird, haben 
also eine gemeinsame Umhüllende. Die Beobachtungen waren s0 
vertheilt, daf die durch zusammengehôrende Werthe von V 
und ÆXS bestimmten Punkte der Curve alle nahe an dieser Um- 
hüllenden lagen. Alle Beobachtungen konnten also ganz unab- 
hängig vom Drucke durch eine einzige Curve dargestellt werden. 
Die Beobachtungen der ersten Reïhe für sich allein legten den 
SchluB nahe, da der Scheitelabstand nur eine Funktion der 
Elektrodenspannung und unabhängig vom Drucke sei. Die Beob- 
achtungen der zweiten Reihe zeigen, wie dieser Schein zu stande 
kommt. 

Die Gleichung der Umhüllenden wurde aus der ersten Beob- 
achtungsreihe berechnet; bezeichnet man mit s den Abstand KXS 
zwischen dem Scheitel der positiven Lichtsäule und der Kathode, 
so ergab sich für die Elektrodenspannung die Gleichung: 


V — 963 + 96,5 s —- 6,685 s° + 0,258 


Die dieser Gleichung entsprechenden Werthpaare sind in Fig. 
8 durch die gestrichelte Curve mit den durch > bezeichneten 
Punkten dargestellt. Mit der Umbhüllungskurve, die sich aus den 
Beobachtungen der zweiten Reihe ergiebt, fällt jene Curve nur im 
Anfange zusammen. Das hängt ohne Zweïifel mit den erwähnten 
Stôrungen der ersten Reiïihe zusammen. 


V. Die innere Grenze des negativen Glimmlichtes. 

Bei konstantem Drucke und wachsendem Strome rückt die innere 
Grenze des negativen Glimmlichtes gegen die Kathode hin, nähert 
sich aber dabei einer bestimmten Grenzlage: dies wird durch die 
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folgenden Tabellen anschaulich gemacht; G bezeichnet dabei die 
Grenze des Glimmlichtes. 
p = 0,774 mm 
î 0.191 0,304 0,614 0,762 0,975 
KG 0,40 0,34 0,30 0,29 0,30 
p — 0,424 
i 0,106 0,136 0,150 0,241 0,352 0,737 0,965 1.106 
KG 0,68 0,64 0,61 0,57 0,51 0,44 0,42 0,43 
p —= 0,231 
‘ 0.092 0.111 0,151 0,250 0.371 0,698 0,872 1.072 
KG 0.89 0,86 0,82 0,73 0,70 0,67 0,64 0,64 


p —= 0,222 
i 0.136 0,336 0,668 0,844 1,163 
KG 0,96 0,81 0,73 0,71 0,70 
p = 0,117 


i 0.072 0.117 0.247 0.416 0.489 0.530 
KG 1.60 1.56 1.42 1.35 1.33 1.31 


Von einer ausführlichen Mittheilung der bei geringeren Drucken 
angestellten Beobachtungen môûüge abgesehen werden; wir geben 
im folgenden nur eine Zusammenstellung der Grenzwerthe der 
Distanz XG — g mit den entsprechenden Werthen des Druckes. 


Nummern der 


Beobachtungen ? 9 pg  g berechnet 

I—III 0,774 0,30 0,231 0,19 
IV—IX 0,424 0,43 0.182 0.36 
XI—XV 0,231 0,64 0.148 0.67 
XX—XXII 0,222 0,70 0.155 0.69 
XXIII 0,117 1.32 0.154 1.31 
XXIV 0,113 1.39 0.157 1.36 
XXV 0.107 1,47 0.157 1.44 
XXVI 0.100 1.51 0.151 1.64 
XXVII 0.096 1.60 0.154 1.60 
XXVIII 0.091 1.71 0.166 1.69 
XXIX 0.085 182 0.155 1.81 
XXX 0.079 1.96 0.155 1.95 
XXXI 0.074 2.04 0.151 2.08 
XXXII 0.069 2.23 0.154 2.23 
XXXIII 0.064 2.41 0.154 2.40 


XXXIV 0.061 2.63 0,154 2.52 
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In der dritten Columne sind die Werthe von p<g zusammen- 
gestellt. Wenn man von den drei ersten Werthen absieht, s0 
sind diese Werthe als konstant zu betrachten. Schlieft man nur 
die beiden ersten Werthe aus, so ergiebt sich im Mittel: 


px<g — 0,1539. 


Das Produkt aus dem Abstande g und aus dem 
Drucke, oder allgemeiner ausgedrückt aus 9 und der Gasdichte 
ist konstant; g besitzt darnach den Charakter einer 
Weglänge. 

Mit Hülfe der vorhergehenden Gleichung sind die berechneten 
Werthe von g erhalten. Daf die Werthe von pg für die beiden 
ersten Drucke zu hoch sind, dürfte durch die Temperaturer- 
hôhung an der Kathode zu erklären sein. 

Aus der ersten Beobachtungsreihe ergiebt sich die folgende 
Zusammenstellung zusammengehürender Werthe des Druckes und 
des Abstandes 9 — KG. 


p 9 »g  g berechn. 
0,240 0,63 0.151 0,64 
0.198 0,79 0.156 0.78 
0.165 0,98 0.154 0.93 
0.146 1.04 0.152 1.05 
0.134 1.18 0.158 1.15 
0.122 1.22 0.149 1.26 
0,120 1.30 0.156 1.28 
0.114 1.32 0,150 1.36 
0.112 1.39 0.156 1.37 
0.108 1.42 0.153 1.42 
0.104 1.47 0.153 1.48 
0.100 1.67 0.157 1.54 
0.087 1.78 0.155 1.77 


Im Mittel ist in guter Uebereinstimmung mit der vorher- 
gehenden Beobachtungsreihe: 


px g = 0,1588. 


Die mit dieser Gleichung berechneten Werthe von g sind in 
der letzten Columne aufgeführt. 

Eine graphische Darstellung giebt Fig 2. 

Die Ergebnisse dieses Abschnittes scheinen in Widerspruch 
zu stehen mit den von Ebert') gefundenen Resultaten. Nach 


1) Ann. d. Phys. 1903. Bd. 10 S. 91. 
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ihm kann die Dicke des Kathodendunkelraumes in Stickstoff durch 
die Formel 


dp 0,796 — 0,211 


dargestellt werden. Mit Bezug darauf müge Folgendes bemerkt 
werden. Die Beobachtungen von Ebert beziehen sich auf den 
dunkeln Kathodenraum, d bezeichnet den Abstand der leuchtenden 
Kathodenschicht von der inneren Grenze des Glimmlichtes. Da- 
gegen bedeutet g den Abstand dieser Grenze von der Kathode. 
Ferner beziehen sich meine Beobachtungen auf geringere Drucke 
als die von Ebert; bei ihm ist die Kathode unbeeinfluft, bei mir 
ist die Ausbreitung der Erscheinungen durch die Rôhrenwand be- 
grenzt. Endlich benützt Ebert Wechselstrom, während bei meinen 
Beobachtungen Gleichstrom verwandt wurde. An sich sind die 
Messungen von Ebert genauer als die meinigen. Er bediente sich 
einer vollkommeneren MeBvorrichtung, und bei den von ihm benutzten 
Drucken sind die Grenzen der Lichterscheinungen schärfer und 
viel besser einzustellen. Bei meinen Beobachtungen war die 
äuBere Grenze der leuchtenden Kathodenschicht immer mehr oder 
weniger verwaschen. Eine genaue Messung der von Ebert beob- 
achteten Dicke des dunkeln Zwischenraumes war unmôglich, da 
dieser Raum nach der Kathode nicht scharf begrenzt war. Da- 
gegen bot die innere Grenze des negativen Glimmlichtes ein recht 
gutes Objekt für die Einstellung. Bei niedrigen Drucken fand 
übrigens auch Ebert die Verwendung eines einfachen Diopters 
vortheilhafter als die eines Fernrohres. 


VI. Die Dicke der leuchtenden Kathodenschicht. 


Wie schon im vorhergehenden erwähnt wurde, war die äuBere 
Grenze der leuchtenden Kathodenschichte verwaschen; die Ein- 
stellungen dürften von der Empfndlichkeit des beobachtenden 
Auges ziemlich stark abhängen, und die im folgenden zusammen- 
gestellten Zahlen sind daher nicht ebenso zuverlässg, wie die der 
früheren Abschnitte. Die Grenze der leuchtenden Kathodenschichte 
bezeichnen wir mit L; aus den Beobachtungen der zweiten Reihe 
ergeben sich die folgenden Tabellen : 


p = 0,779. 
som0,211 0.336 0,730 0.975 
KL 0,22 0,21 0,17 0,17 


gl. KGos. d. Wiss. Nacbrichten. Matb.-phys. Klasso 1904. Heft GC. 39 
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i 0.106 0,139 0,240 0,352 0,750 0,952 1,069 
KL 0,36 0,35 0,33 0,29 0,26 0,28 0,26 


p = 0,231 mm 


i 0.092 0.113 0.151 0,250 0,371 0,698 0,872 1,072 
KL 0.52 0.47 0,48 0,43 0,41 0,43 0,43 0,43 


p = 0,117 mm 


à 0.072 0.117 0.247 0.416 0.489 0.530 
KL 0.99 0.92 0.80 0,80 0,81 0.79 


Man sieht aus diesen Reïhen, da8 auch die Dicke der leuch- 
tenden Kathodenschicht mit wachsender Stromstärke einem be- 
stimmten Grenzwerth zustrebt. Mit Hinzunahme einiger weiterer 
bei noch grôfierer Verdünnung angestellter Beobachtungen ergiebt 
sich die folgende Zusammenstellung. Dabei bezeichnet Ô den 
Grenzwerth, den die Dicke der leuchtenden Kathodenschicht bei 
wachsender Stromstärke erreicht : 


Nummer der 


Beobachtungen P ô Ô berechnet 


III 07718 0 17r-67.0,16 
IVETX 0.424 0,27 0,27 
XIE XVe 10231140 048& 048 

XXII 0,117 0.80 0,86 
XX 0.088 1.15 1,15 
XXX 0.079 123 1.28 
XXI 0.069 1,34 1,39 
XXXIII 0.064 1,36 1,49 
XXXIV 0.061 1,42 1,54 


Die Beobachtungen lassen sich näherungsweise wiedergeben 
durch die Formel: 
0p' 7" =—=.0124 
Die mit dieser berechneten Werthe von Ô sind in der vierten Co- 
lumne angegeben. Eine graphische Darstellung giebt Fig. 4. 


VII Die Schichtenlänge der positiven Lichtsäule. 


Schon im zweiten Abschnitte haben wir hervorgehoben, daf 
zwischen der Länge der ersten Schicht und der Länge der fol- 
genden ein sehr merklicher Unterschied besteht, Wir werden 
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daber die Länge der ersten Schicht, L,, einerseits, den Mittelwerth 
der übrigen Schichtenlängen, /,, andererseits untersuchen. 


m ) 


1. Länge der ersten Schicht. 


p = 0,771 (Beobachtungssätze II, III) 


i 0.609 0.762 0.975 
Heu M0 086. Im 0,96 #h8t 1:00 


p —= 0,424 (Beobachtungssätze IV—IX) 
î 0,241 0,352 0,737 0,952 1,069 
1, 1.06 1,18 1,28 1,33 1,37 
p —= 0,231 (Beobachtungssätze XI—XV) 


i 0092 0.113 0.151 0,230 0,371 0,698 0,872 1,072 
D 10 POL70 ARTOTAN L660 ML 70 MIT T 0 L7STEL:60 


p = 0,222 (Beobachtungssätze XX—XXII) 
î 0.136 0.336 0,668 0,844 1,163 
1,72 1,78 1,87 1,87 1.93 
p = 0,117 (Beobachtungssatz XXTIIT) 


à 0,117 0,247 0,416 0,489 0,530 
L'ént#2:93: Ue:2:97 292 298 2 25 


nd 


1 
p —= 0,107 (Beobachtungssätze XXIV—XX VI) 


à 0.110 0221 0,377 0,456 0.532 
LMP |, 208 238. 281 2.32 


p — 0.093 (Beobachtungssätze XXVII—XX VIII) 


i 0.205 0,329 0,381 0.440 
l 2.47 2.43 2.46 2.47 


Bei diesem letzten Dracke und ebenso bei einigen noch ge- 
ringeren ist eine Aenderung von !, mit der Stromstärke nicht 
mehr mit Sicherheit festzustellen. Es ergaben sich noch die fol- 
genden Werthepaare : 


p — 0,079 0,074 0,069 
4067 2577 (200 


1 


Die Bevbachtungen sind in Fig. db graphisch dargestellt. Mit 
wachsender Stromstärke scheint die Länge der ersten Schicht 
einem konstanten Grenzwerth sich zu nähern. Die Abhängigkeit 

39 * 


3 & 


[4 
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dieser konstanten Längen von dem Drucke wird durch die fol- 
gende Tabelle bestimmt 


p 0.771 0.424 0.231 0.222 0.117 0.107 0.093 0.079 0.074 0.069 


Grenzwerth | 
von !, 0.99 1.33 1,77 1.92 2.25 2.33 2.48 2.57 2.77 2.90 


Die Zahlen dieser Tabelle sind in Fig. 6 graphisch dargestellt. 

Auffallend sind die groBen Schichtenlängen, welche bei kleinen 
Stromstärken auftreten; die Schichten, welche zu den absteigenden 
Aesten der Curven von Fig. b gehôüren, haben ein anderes Aus- 
sehen, als die zu den wieder aufsteigenden Aesten gehôrenden. 
Es ist also nicht unmôglich, daB die absteigenden und die auf- 
steigenden Aeste der Curven zwei verschiedenen Formen der Ent- 
ladung angehôren, und in Wirklichkeit nicht stetig ineinander 
übergehen. ; 


2. Mittelwerthe !, der auf die erste folgenden 
Schichten. 


Der Mittheilang der Zahlen für die Mittelwerthe !, müge die 
Bemerkung vorangeschickt werden, da dieselben nicht gleich- 
werthig sind, da je nach den Verhältnissen sehr verschiedene An- 
zabhlen von Schichten auftreten. 


p — 0.425 (Beobachtungen V—IX) 


i 0.355 0.737 0.952 1.105 
1 1.11 1,11 1.154 1.175 


p — 0.231 (Beobachtungen XII—XV) 

i 0.250 0.371 0.698 0.872 1.072 
L 1.48 1.27 1.39 1.420 1.420 
p = 0.222 (Beobachtungen XX—XXII) 

î 0.336 0.668 0.844 1.163 
l, 1.49 1.43 1.497 1.538 
p = 0,117 (Beobachtung XXIII) 


i 0,247 0,416 0,489 0.530 
l 1.96 1.67 1.74 1.74 


p = 0,107 (Beobachtungen XXIV—XX VI) 


i 0.222 0.339 0.890 0.456 0.532 
l 1.94 1.84 1.80 1.76 1.75 
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p —= 0,093 (Beobachtungen XXVII—XX VIII) 


à 0.208 0.312 0.361 
l 297 1.80 1.76 


Die letzten Beobachtungen sind wahrscheinlich durch die 
Anode beeinfluft. Die Rôhre war für diese Messungen etwas zu 
kurz; bei den grüften Verdünnungen waren überhaupt nur noch 
zwei Schichten vorhanden, die zweite rückte gegen die Anode hin 
und es ist wohl môglich, da sie dadurch verkürzt wurde. Die 
Grenzwerthe von !, sind in Figur 6 durch die gestrichelte Linie 
graphisch dargestellt. 


VIIL Der Durchmesser der positiven Lichtsäule. 


Die positive Lichtsäule füllte bei den im vorhergehenden be- 
schriebenen Beobachtungen den Querschnitt der Rôhre nicht vüllig 
aus. Ihre Basis wurde gebildet durch die Anode; von dieser an 
verjüngte sich die Säule, und debnte sich dann gegen ihr Ende hin 
wieder aus. Man hat also zwischen einem kleinsten, in der Nähe 
der Anode liegenden und einem grôüferen, am Ende liegenden 
Querschnitt zu unterscheiden. Die Umrisse der Lichtsäule waren 
ziemlich verwaschen, die Einstellungen wenig genau. Die im fol- 
genden mitgetheilten Messungen, welche den Zusammenhang zwischen 
Säulendurchmesser, Stromstärke und Druck aufklären sollten, 
kôünnen daher nur zu einer ersten Orientierung dienen. d, be- 
zeichnet den grôBten, d, den kleinsten Durchmesser der positiven 
Lichtsäule in em, 7, und J, die entsprechenden Stromdichten, be- 
rechnet unter der Annahme, daf die Strombahn durch die leuch- 
tende Säule gegeben sei. 


p —= 0,777 (Beobacht. vom 12. Febr. 1904, nach dem II. Satze). 
è d d, A ñ 
0.179 1.33 1,11 0,128 0.185 
0,285 1.39 1.23 0,188 0.214 
0.609 1.53 1.41 0,331 0,380 
0.795 1.60 1.40 0,396 0,516 


p = 0,774 (Beobacht. vom 17. Febr. 1904, nach dem III. Satze) 
UT D Prer AU j, 
G,211 140 128 0.137 0,164 
0,336 1.61 1.34 0,187 0,243 
0,743 1.57 1.53 0,384 0.404 
0,975 1.69 1.60 0,436 0,484 


548 Eduard Riecke, Untersuchungen über Entladungserscheinungen etc. 


p — 0,420 (Beobacht. vom 19. Febr. 1904, nach dem V. Satze). 
i d, d, 4 Ne 
0.138 1.46 1.28 0,082 0,107 
0.237 1.63 1.29 0.113 0.180 
0.362 1.55 1.37 0.192 0.245 
0.757 1.79  1.45- 0.301 0,456 
0.973 1.85 1.50 0.862 0.552 


p —= 0,420 (Beobacht. vom 25. Febr. 1904 IX. Satz) 
î d, d, ÿ; 
0.090 1.15 1.124%4ate0;087en 20:089 
0.129 1:54, 4:25 e0/091 0.105 
0.214 1.38 127..:2:0.143;,::." 0.169 
0.325 1.49 1.30 0.186 0.245 
0.649 1.50 1.40 0.367 0,420 
0.809 1.61 1.45 0.397 0.492 
0.932 1.62 1.46 0.452 0.556 


p — 0,223 (Beobacht. vom 7. März 1904 XVI. Satz) 
i RACE ete | j 
0.139 1.39 1.16 0.092 0.131 
0.635 100 +97 0.316 0.432 
0.790 1.60 1.38 0.395 0.528 
1.044 1.70 1.41 0.460 0.668 
1.242 1.74 1.50 0.424 0,704 
1.544 1.78 1.59 0.620 0.780 


p —= 0,222 (Beobacht. vom 11. März 1904 nach dem XX. Satz) 
è d, d, ve hs 
0.138 1.30 1.20 0.106 0.122 
0.335 1.48 1.25 0.195 0.273 
0.661 1.66 1.38 0.305 0.446 
0,834 1.68 1.61 0.376 0.466 
1.107 1.80 1.42 0.436 0.700 


Die Werthe der ersten bei dem Drucke von 0,420 mm ange- 
stellten Beobachtungsreihe weichen von denen der zweiten sehr 
stark ab. Die übrigen Bevbachtungen sind in Fig. 7 graphisch 
dargestellt. Innerbalb des Gebietes der Beobachtungen scheint 
der Durchmesser der positiven Lichtsäule von dem Drucke im 
wesentlichen unabhängig zu sein. 


Ueber die Berechnung retardierter Potentiale. 


Von 


G. Herglotz. 
Vorgelegt von W. Voigt in der Sitzung vom 17. Dezember 1904. 


In zwei kürzlich erschienenen Arbeiten’) hat Herr Sommer- 
feld neue und einfache Ausdrücke für das Feld eines Elektrons 
sowohl, als die an demselben angreifenden Kräfte aufgestellt, in 
der Form eïinfacher Zeitintegrale über die vom Elektronmittel- 
punkt beschriebene Bahn. Diese Reduction läuft im wesentlichen 
darauf hinaus, bei Berechnung der retardierten Potentiale das 
Elektron durch um den Aufpunkt geschlagene Kugeln in Schichten 
zu zerlegen, und die Integration über die einzelne Schicht expli- 
zite auszuführen. IndeB wird dieser direkte Weg bei Bestimmung 
der Kräfte weitläuñg und unübersichtlich. An Stelle desselben 
benutzte Herr Sommerfeld die Darstellung der retardierten 
Potentiale durch Fourier -Integrale. Die Reduction der für die 
gesuchten Grôfen sich dann zunächst ergebenden Doppelintegrale 
erfordert die Auswerthung gewisser discontinuierlicher, bestimmter 
Integrale, welche für die einzelnen Intervalle separat erfolgen 
muf. Es soll nun im folgenden ein neuer zu den Sommerfeld’- 
schen Ausdrücken hinführender Weg angegeben werden, bei wel- 
chem die in denselben auftretenden Integranden, als Periodizitäts- 
moduln einer leicht zu bildenden Function erscheinen, und sammt 
den nôthigen Fallunterscheidungen direkt an dieser Function ab- 
gelesen werden künnen. 


1) Nacbr. der Gütt. Ges. 1904. pag. 99 u. 363. 
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L 


Das retardierte Potential eines bewegten Massenpunktes kann 
folgendermañen construiert werden: Seien x,, y,, z,, s(é,) Coor- 
dinaten und Mafe desselben zur Zeit {, und x, y, z die Coordi- 
naten des Aufpunktes, für welchen das Potential zur Zeit £ ge- 
sucht wird. Der Gleichung : 


i cf dy +) = 0 
) of 0e 0 PO 0e 0e Lun 


genügt dann der Ausdruck: 


| st) s (4) 
Ga) +=) + CE) Re) 


worin also },, die Entfernung des Massenpunktes vom Aufpunkt 
zur Zeit é, ist. Um zu erreichen, daB derselbe bloB dann unend- 
Bich wird, wenn it —#,, R, — Oist, und sich für c — © auf 
2% reduziert, multipliziere man ihn mit ST dt, and inte- 
griere nach f, längs einer den Strahl (f£-.:— co) positiv umfah- 
renden Schleife. Setzt man in der so gewonnenen Lôsung von 1) 
noch £, = {—+, so erhält sie die Gestalt: 


c s(t—t)dr 
9) verre 


wobei jetzt r vom Punkt O ausgehend in der oberen Halbebene 
gegen + hinläuft, die reelle positive Halbaxe überschreitet und 
in der unteren Halbebene nach O0 zurückkebrt. 

Zôge man diesen Weg auf den durch cr, — Ri,__,, bestimmten 
Pol der Function zusammen, so erhielte man: 


4) brel rs fdetens ab 


p —= Pt is 
PE Le a 
t—7 


d. i. gerade das Wiechert’sche Punktpotentialgesetz. 

Die Gestalt 3) desselben liefert aber nun für das retardierte 
Potential eines bewegten Kôrpers der Dichte @ unmittelbar den 
Ausdrnck : 


5) °= er): SR 


= (2) + -yY+(e-s) 
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worin die Integration nach dv — dx! dy' dz' über den Kôürper in 
seiner Lage zur Zeit f—r zu erstrecken ist. Bezeichnet man 
daher mit: 

dv' 

s) eo = JR 

das statische Potential, das der Kôrper zur Zeit é—rt im Aufpunkt 


erzeugt, wenn 


1 e. 
RE als Potentialgesetz angenommen wird, 
so ist: 


7 ® — TC ve 


Um hier das complexe Integral in ein gewôhnliches zu verwandeln, 
hat man bloB je die benachbarten Elemente des oberen und un- 
teren Theiïles des Integrationsweges paarweise zusammenzufassen. 
Zu diesem Behufe bezeichne man mit: 


8) Per, v),— Per, r)_ = 2x H(r) 


die Differenz der Werthe welche # im Punkte r annimmt, je 
nachdem man aus der oberen (%,) oder unteren (#) Halbebene 
kommend in ihn einrückt, und treffe zur vülligen Festlegung von 
H{(r), dem Integrationswege gemäf die Festsetzung, daf H(r) = 0 
für genügend grofie positive t-Werthe ist. Dann wird sofort: 


9) D — _. % HENE 


Nachdem so das retardierte Potential durch ein einfaches 
Integral ausgedrückt ist, erübrigt es nun noch, zu den auf das 
Elektron wirkenden Kräften selbst überzugehen. 


IT. 


Der bloBe Anblick der Formeln, welche die am Elektron an- 
greifenden Kräfte durch das retardierte Vector- und Scalarpo- 
tential ausdrücken, läft nun in Verbindung mit dem vorhergehenden 
die Richtigkeit des folgenden Verfahrens zur Bestimmung dieser 
Kräfte erkennen. 

Man denke sich ein zweites Elektron ÆE,, gerade in jenem 
Zustand und jener Lage welche das zu betrachtende Elektron E" 
zur Zeit {—+r besaf, und bestimme die Kraft, welche E,, auf 
E, ausübt, wenn an Stelle der retardierten Potentiale, statische 


mit dem Grundgesetz ec treten. Für à — cr wird der er- 


F°"- 
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haltene Ausdruck als Function von r betrachtet längs der positiven 
t-Halbaxe mit einem gewissen, (durch die gleiche Festsetzung 
wie oben festzulegenden) additiven Periodizitätsmodul behaftet 


sein, welcher mit . multipliziert und von 0 bis co nach r inte- 


griert die gesuchte am Elektron angreifende Kraft ergibt. Als 
Beispiel soll nach dieser Methode die Translationskraft für ein 
nicht rotierendes Elektron bestimmt werden. 

Es bezeichne @ die constante Dichte der Volumladung, a den 
Radius und v, den Geschwindigkeitsvector zur Zeit ét des Mittel- 
punktes des Elektrons. Ferner sei & die aus dem Centrum von 
E,_, nach dem von Æ, gezogene Verbindungsstrecke, und T' ihre 
Länge. Dann erhält man zunächst für das von E,, bei Zugrunde- 
legung des statischen Potentialgesetzes — ae erzeugte Skalar- 
und Vectorpotential : 


dv vie dv 
mo race De fe ETS 
E; E, 
Hieraus folgt die auf E, ausgeübte Kraft : 


0 0 [ [grad (o-— C0) ++ dv 
E 


nach leicht zu ersehender Umformung in der Form: 


108 = SE [e-6 v) grady P(T,e)+ © 0, P(T, a) 


F5 . ac gebildete 


gegenseitige Potential zweier Kugeln der Dichte 1 und des Radius 
a, die voneinander den Centralabstand 7' haben. Führt man nun 
ganz analog wie früher die Differenz mit der ?(l',ct) längs der 
positiven r-Axe behaftet ist, durch die Gleichung ein: 


11) P(T, ct),— L(T, cr). — 2xi J(r) 


J(r) = 0, wenn r genügend groB positiv ist, 


darin bedeutet P(T,«) das nach dem Gesetz 


so ist dem angegebenen Verfahren zufolge, die gesuchte am 
Elektron angreifende Kraft = %: 


10) 28 = [ &fe-( 0.) grade 70 +5 0470). 
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Bei der Bestimmung von P(T,«) ist nun zuvürderst die we- 
sentliche Bemerkung zu machen, da hiebei keine Fallunterschei- 
dungen bezügl. der gegenseitigen Lage beider Kugeln erforderlich 
sind. Da sich nämlich « frei im complexen Gebiete bewegen soll, 
kann man es ungehindert für den Moment rein imaginär denken; 
dann aber ist P(T,a«) das gewühnliche vierdimensionale gegen- 
seitige Potential zweier im vierdimensionalen Raum gelegener drei- 
dimensionaler paralleler ,Kugelscheiben“, deren Ebenen von ein- 


ander den Abstand — haben, also stets vollkommen auseinander 


liegen, daher dann in diesem Falle offenbar ein einheitlicher Aus- 
druck für P(T,a«) gilt. Die Fortsetzung dieses so fixierten 
Zweiges der Function J’(T,«) würde dann den gleichen Periodizi- 
tätsmodul liefern, wie irgend ein anderer Zweig. Es môge also 
zur Vereinfachung T > 2a gedacht werden. 

Haben jetzt n, r, 6, R die aus der Fig. 1 ersichtliche Be- 
deutung : 


Fig. 1 


so ist, wie leicht zu finden: 


Lie sis 
D REP (IT a) — for [ Fe ELT Fe 
T'—6 


oder die Integration nach ZX ausgeführt: 
14) P(T,a) = H(T,a)+H(T,— a) 


dr? fa T'+ 6 a r+nta 
15) I(T,a) = — f aie [ ar [ nn lg LC LT 
T 0 L 0 —n+a 


—,0 


Da es sich nun blo8 um die Kenntnis des Periodizitätsmoduls 
von /’ handelt, so hat man einzig die logarithmischen Glieder von 
I(T, a) zu bestimmen. Dies geschieht durch successive Anwendung 
der Beziehung : 
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16) SO 8-2) de 


= Jg(e,—2,)/ FC) dr +lg(e, — sf” f&)di+EF. 


in der f(x) ein Polynom in x und E.F. allgemein eine eindeutige 
Function bezeichnet. Dieselbe ergiebt zunächst : 


17) (Da) =f"  odsf ‘arf mnlog(T-2a+0) 


‘T—a+a a— © Tr — 


* je sasf "arf" ndn log (T + 2a + à) 


T— a+ a — G—0œ r—« 


sr sisf dr f° ndn log (T + à) 


T+a+a —G—% T—® 
a T+o a 
—f cd [ dr [  ndnlog(T+a)+E.F 
=Tla-«x a— T—« 


Man beachte jetzt, daf hier die Summe der vier Logarithmus- 
Coeffizienten identisch Null sein muB, weil JI(T,a«) für T — co 
regulär ist, und daB weiterhin der zweite aus dem ersten durch 
Vertauschung von a mit —« hervorgeht. Für diesen ersten Coef- 
fizienten aber ergibt die einfache Ausrechnung den Werth: 


a T—0o 
1 as [ dr | ndn 
T— a+ a 


a — œ T—« 


18) 
e- Do (T+a—20)(T+ a+ 80) bu] = + a f(T+a) 


wenn gesetzt wird: 


19) fai _ 24202 Ta 


Der eben gemachten Bemerkung zu Folge läBt sich daher wegen 
f(x, — a) = —f(—x,a) schreiben: 


ae 19) 
20) 


T+ a 
und also nach 14) schlieBlich : 


T+2a+a 


fe T-)log re +EF. 


über die Berachnung retardierter Potentiale. 55b 


T—-2a+ a T—-2a—a 
Ten Ta) 5 Tax 


T+2a+a T+2a— a 
—f(—T-c)log T+a —fCT+o)lg—7—+2£.F. 


sde Pa TL P(r. a) = f(T+a)log 


An diesem Ausdruck kann nun natürlich der Werth, der durch 
11) als Periodizitätsmodul definierten GrôBe J'(r), sofort abgelesen 
werden. Denkt man sich 7 und « = ct als rechtwinklige Coor- 
dinaten, und theilt den ersten Quadranten der Fig. 2 gemäB in 
vier Felder, so ist: 


mr JE) = f(T+e)-f(T-a) 


29) mL 2 J() = -f(T-«)) 


in III, IV FT J() = 0. 


di 


OA: 0OB: 2x 
Fig. 2 


In Verbindung mit 12) liefert dies gerade den von Sommer- 
feld angegebenen Ausdruck der Translationskraft. Die Bestim- 
mung des Drehmomentes gestaltet sich genau ebenso, bloB daf im 
Integrale 18) bei dr noch der Factor T°+0"—r" steht. 


III. 


Zam Schlusse môge noch eine einfache Interpretation der 
eigentlichen Sommerfeld’schen Methode hier Platz finden. Zer- 
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legt man bei Berechnung des retardierten Potentiales eines Kôür- 
pers, denselben durch Kugeln um den Aufpunkt in Schichten, so 
erhält dieses wie bekannt die Form: 


LTD H\ dE Lee dt 
. =] FR) = LE] F0 


wenn hierbei unter F(R,r)dR die Masse verstanden wird, welche 
die um den Aufpunkt geschlagene Kugelschale des Radius À und 
der Dicke dR zur Zeit t—+ aus dem Kôrper herausschneidet. Da 
aber nun nach dem Fourier’schen Satze: 


24) LF(e, tr) = ef sin ccsds [” F(R, je dR 
ist, so kann man statt 23) auch schreiben: 

25) d — 55 il pr Î es sin «rs ds 

26) Q(s,7) — [ F(R,T) ANR 


Hier ist offenbar Q(s,r) nicht anderes als das nach dem 


Gesetze _— gebildete statische Potential des Kôrpers zur Zeit 


l—T. 
Daraus flieft nun ganz analog dem friühern, folgendes Ver- 
fahren zur Bestimmung der am Elektron angreifenden Kraft : 
Man bestimme die von Æ,, auf Æ, Lei Zugrundelegung des 


: in À 
statischen Potentialgesetzes y ausgeübte Kraft R(s,t) dann 


ist die gesuchte am Elektron angreifende Kraft: 


27) Ÿ = ef de [ R (s, tr) sin cts ds. 
0 


Dieser Vorgang ist aber nun wesentlich identisch mit dem 
von Sommerfeld angewandten Verfabren. 

Zugleich erhellt aus der Gegenüberstellung der Formeln 9) 
und 25) der Zusammenhang, der zwischen den statischen Potential- 
gesetzen _—— -— und 2 _ untereinander sowohl als auch mit 


dem retardicrten ass bestebt. 


hands dt dt." RS. — 5 


Bemerkung zur Mengenlehre. 
Von 
Felix Bernstein. 


Vorgelegt von Herrn Hilbert in der Sitzung vom 29. Oktober 1904. 


In einer Note: Intorno alla teoria degli aggregati (Lomb. 
Ist. Rend. (2) 35, 1902. p. 863—869) beschäftigt sich Herr Beppo 
Levi mit den Sätzen, welche ich in meiner Dissertation (Unter- 
suchungen zur Mengenlehre Gôttingen-Halle 1901) behandelt habe. 
Der Autor schreibt u. a. (1. c. p. 864). 

»Es sei À eine beliebige Menge: ich werde sagen, daf À in“ 
rgetrennte Mengen zerlegt sei, wenn eine Zerlegung von À in“ 
»Teilmengen derart definiert ist, daf jedes Element von À einer“ 
sund nur einer dieser Teilmengen angehôrt. Es sei s die allge-“ 
»meine Beziehung für diese Teilmengen und es bezeichne S$ — |s!|“ 
die Menge 4, betracltet als Aggregat der Mengen s, wo dann“ 
die s als Elemente gelten sollen“. 

In den Ueberlegungen des Herrn Bernstein scheint es mir,“ 
daB er annimmt — wie es unmittelbar gewiB ist, wenn À end-“ 
,lich ist —, daB die Mächtigkeit von SZ «a ist, wo a die Mäch-“ 
»tigkeit von À bedeutet. Die Annahme einer solchen Voraus-“ 
setzung ohne Beweis scheint mir nicht erlaubt*. 

Herr Beppo Levi giebt dann einen Beweis des Satzes für 
den Fall, da8 À wohlgevrdnet ist. 

»Wenn die Menge À wohl gevrdnet ist, hat jede Teilmenge s“* 
ein Element a, welches nach dem Ordnungsgesetz von A das“ 
niederste ist. Da die Teilmengen getrennt sind, so gehôürt dieses“ 
»Element nicht zu anderen s. Zwischen den s und ihren niedersten“ 
» Élementen kann demnach eine umkehrbar eindeutige Korrespon-“ 
,denz hergestellt werden und man kann daher $ uuf einen Teil“ 


»von À abbilden, was zu beweisen war“. 
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Man sieht auch, daf dieser Beweis unvérändert für jeden“ 
»Fall gilt, in dem alle s wohlgeordnet sind, oder allzemeiner,“ 
»Wenn man in jedem s eindeutig ein Element unterscheiden kann“. 

Zu einer genaueren Formulierung des von Herrn Beppo 

Levi angegriffenen Prinzips gehôrt es, daB man die Voraussetzung 
angiebt, da jedes s wenigstens ein Element enthält, 
sodass also $s>1 ist. In diesem Falle wird behauptet, daf es 
wenigstens eine Teilmenge von À giebt, welche äquivalent S ist. 
Genauer ist die Anzahl der Teilmengen [[s, wo das Produkt über 


sämtliche Teilmengen s zu erstrecken ist. Dieses Schlussprinzip 
scheint mir eines der wichtigsten in der Mengenlehre und ich sehe 
kein Bedenken in der Anwendung desselben. Es ist aber jedenfalls 
angebracht die logische Bedeutung desselben genauer zu erürtern 
und es soll dies im Folgenden sogleich geschehen. 

Das fragliche Prinzip wird angewendet bei dem Beweise des 
Satzes, da die Gesammtheit der abgeschlossenen Mengen äqui- 
valent ist dem Continuum. Bei diesem Beweise wird nicht eine 
einzelne umkehrbar eindeutige Abbildung @ dieser Mengen aus- 
einander gewonnen, sondern man erhält zugleich eine ganze Menge 
® — |} solcher Abbildungen, unter denen keine ausge- 
zeichnet ist. 

Es sollen zwei Mengen M und N, für welche es eine Menge 
D — |p} von umkehrbar eindeutigen Abbildungen @ giebt, in 
der kein Element ausgezeichnet ist, vielwertig äquivalent 
heifen. Fa 

Die Cardinalzahl ® — f soll Multiplizität der Abbil- 
dung  heïfen. Ist die Multiplizität 1, so sollen die Mengen 
einwertig äquivalent heifen. 

Wenn es sich darum handelt, die Aequivalenz von Mengen 
zu beweisen, so wird man stets bemüht sein, die Multiplizität 
der Abbildung môglichst zu verringern. 

Indessen lassen sich Voraussetzungen denken, bei denen es 
nicht môglich ist, diese Multiplizität auf 1 herabzudrücken. Die 
vielwertige Aequivalenz bedeutet logisch weniger 
als die einwertige Aequivalenz. 

Es ist dieser Gesichtspunkt für das Studium der umkehrbar 
eindeutigen Abbildungen von grofer Wichtigkeit. 

Die Bedeutung des direkten Beweises des Aequivalenzsatzes 
von Schrôüder und mir beruht vor allem auch darauf, daf die 
Acquivalenz der beiden Mengen M und N, sobald vorausgesetzt 
wird, da8 M durch eine Abbildung q auf eine Teilmenge von 
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und N durch eine Abbildung y auf eine Teilmenge von M abge- 
bildet wird, durch eine bestimmte Abbildung 7, welche eindeutig 
aus @ und Ÿ hergestellt wird, bewiesen wird. Es sind also M 
und N, bei diesen Voraussetzungen einwertig äquivalent. Es 
besteht aber der weitere Satz : 

Sind die Abbildungen und y mit den Multipli- 
zitäten a und b gegeben, so ist y von der Multipli- 
zität ç = 0.b. 

Wir schreiben dies 

Aus 


und 


folgt æ Las 
M — N (Mult. a.b). 


Uebrigens bemerkt man, daB aus 
MN (Mult. a), 
NP (Mult. b) 
M P (Mult. a.b). 


und 


folgt 


Herr Beppo Levi giebt nun in der genannten Arbeit (1. c. 
p. 865—868) einen Beweis des Satzes, daf die Gesammtheit 
der abgeschlossenen Mengen die Mächtigkeit des Continuum be- 
sitzt. Bei diesem Beweis wird eine einzelne umkehrbar ein- 
deutige Abbildung beider Mengen auf einander bhergestellt. Be- 
deutet nun der schône Beweis des Herrn B. Levi eine Herab- 
drückung der Multiplizität der Donne beider Mengen bei sonst 
gleichen Voraussetzungen ? 

Dies ist nicht der Fall. Vielmebr bedient sich der 
Autor eines Hilfsmittels, das ich stets sorgfältig vermieden habe. 
In meinen beiden Bewcisen habe ich allein den Ordnungs- 
typus des Continaum zugrunde gelegt, dagegen hat Beppo 
Levi die Axiome des MaBes benutzt. (p. 866 zweiter Abschnitt). 

Die Einführung der Mafskala in den Ordnungstypus des 
Continuum ist nun genau mit der Multiplizität behaftet, welche 
sich auch in meinem Beweise herausstellt, sodaB also auf der 
von mir gewählten Basis keine Verminderung der Multiplizität 
c sich durch den Beweis des Herrn Beppo Levi ergiebt. 

Es ist sehr wahrscheiïinlich, da es unmôglich 
ist, die Multiplizität unter c herabzudrücken. Ein 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Riasso 1904. Ileft 6. 40 
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exakter Beweis dafür ist mir bis jetzt nicht gelungen. Vielleicht 
gelingt es jede Abbildung q mit der Einführung einer MaBskala 
in umkehrbare Verbindung zu setzen und so den Beweis zu er- 
bringen. 

Nach diesen Auseinandersetzungen dürfte über die Trag- 
weite und Berechtigung des genannten Prinzips wohl kein Zweifel 
mebr obwalten. 
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